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Uber Modulfunktionen und die Dirichletschen Reihen 
mit Eulerscher Produktentwicklung. I. 
Von 


E. Hecke in Hamburg. 
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§ 1. Allgemeines iiber Modulfunktionen der Stufe Q und zugehdrige 
Dirichlet-Reihen 
Satz 1 bis 7. 
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Teil 1. Die Theorie der Funktionen der 1. Stufe. 

§ 2. Der Operatoren-Ring der T,, 
Satz 8 bis 10. 

§ 3. Der Matrizen-Ring der A(m) und das Euler-Produkt 
Satz 11 bis 20. 

§ 4. Die Eigenfunktionen des Ringes der 7,, und das Euler-Produkt 
fiir die einzelne Funktion. Spezielle Fille 
Satz 21 bis 30. 


Die Tatsache, da8 die meisten Dirichlet-Reihen mit einer Funktional- 
gleichung des bekannten Typus aus Modulfunktionen hervorgehen und daB 
viele eine Eulersche Produktentwicklung haben, vermége der sie mit den 
Primzahlen zusammenhingen, hat mich dazu gefiihrt, diese Zusammen- 
hange genauer zu untersuchen. Die grundsitzliche Klarung der Be- 
ziehungen zwischen Dirichlet-Reihen mit Funktionalgleichung und Modul- 
funktionen — allgemeiner: automorphen Funktionen — habe ich in einer 
kiirzlich erschienenen Arbeit’) gegeben. Ich werde jetzt zeigen, da8 auch 
das Auftreten des Euler-Produktes bei diesen Funktionen nicht auf die 
bekannten Beispiele beschrinkt ist, sondern eine neue Eigenschaft der 
Modulfunktionen ist, die sich nach Adjunktion gewisser kommutativer 
Matrizen (deren Elemente Konstanten sind) in groBer Allgemeinheit iiber- 
raschend einfach durch ein Euler-Produkt in diesem Matrizenring formu- 
lieren 1aBt. 

Die so gefundenen Satze der Funktionentheorie scheinen speziell fiir 
die Theorie der ganzzahligen quadratischen Formen von 2k Variabeln von 


1) E. Hecke, Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen durch ihre Funk- 
tionalgleichung, Math. Annalen 112 (1936), 8S. 664. 
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Bedeutung zu sein, wo ihre Anwendung ganz neuartige Tatsachen aufdeckt, 
die man bisher noch nicht bemerkt hat. Sie sind als Verallgemeinerung 
des bei binéren Formen bekannten Sachverhaltes zu bezeichnen, da8 die 
Zerlegung der rationalen Zahlen im quadratischen Kérper durch die 
Gruppe der Idealklassen beherrscht wird; es sind schlieBlich rein arith- 
metische Aussagen, deren endgiiltige Formulierung und Klarung Aufgabe 
der Algebra ist. Zunichst handelt es sich um definite Formen; sie hangen 
durch die mehrfachen Thetareihen mit den Modulfunktionen zusammen, 
und die erwahnte Theorie gilt, obwohl bekanntlich eine Kompositions- 
theorie im bisherigen Sinne nur fiir einige kleine Werte der Variabeln- 
zahl méglich ist. Inzwischen wurde von Herrn B. Schoeneberg*) gezeigt, 
da8 man Reihen dhnlich wie die Thetareihen auch mit indefiniten qua- 
dratischen Formen von vier Variabeln bilden kann, und daB diese Reihen 
auch Modulfunktionen sind. Somit gilt die Theorie auch fiir diese in- 
definiten Formen. Andererseits reicht sie iiber den Bereich der quadra- 
tischen Formen hinaus, da es Modulfunktionen gibt, die sich nicht durch 
Thetareihen darstellen lassen. 

Die vorliegende Arbeit ist rein funktionentheoretisch. Eine kurze 
Darstellung der Grundgedanken und einige nicht-triviale Beispiele habe 
ich an zwei Stellen*) gegeben, so daB hier eine weitere allgemeine Orien- 
tierung nicht erforderlich ist. Ich behandle in dem vorliegenden 1. Teile 
nur die Modulfunktionen der ersten Stufe, wo die Verhiltnisse viel durch- 
sichtiger als bei héherer Stufe liegen. 

In § 1 stelle ich die nétigen Begriffe und Satze aus der Theorie der 
Modulfunktionen (gleich fiir beliebige Stufe) zusammen. § 2 bringt das 
wichtigste Hilfsmittel, die Einfiihrung linearer Funktional-Operatoren aus 
der Transformationstheorie, die in einem speziellen Falle, fiir die Inte- 
grale 1. Gattung hoherer Stufe, schon von Hurwitz in seiner Theorie der 
Modularkorrespondenzen benutzt worden sind. Die entscheidende Eigen- 
schaft ihrer Vertauschbarkeit ist aber noch nicht bemerkt worden. In 
§ 3 wird die Wirkung dieser Operatoren auf das System der Modulformen 
diskutiert und das Euler-Produkt fiir die Matrix aus Dirichlet-Reihen 
aufgestellt. In §4 werden dann die gewéhnlichen Dirichlet-Reihen mit 
Euler-Produkt als die charakteristischen Wurzeln dieser Matrix gekenn- 
zeichnet, und ihr Zusammenhang mit den Eigenfunktionen jener Opera- 
toren hergestellt. Die Hauptresultate sind Satz 15 und 16 in § 3, sowie 





2) B. Schoeneberg, Indefinite Quaterniouen und Modulfunktionen, Math. 
Annalen 113 (1936), S. 380. 

3) E. Hecke, Die Primzahlen in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen, 
Danske Vidensk. Selsk. Matematisk-fysiske Meddelelser 18, 10 (1935), und mein 
Vortrag in den Berichten des Intern. Math. Kongresses. Oslo 1936. 
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Satz 27 in §4, die ich so formuliert habe, daB sie ohne Kenntnis des 
Unrigen verstandlich sind. 

Der 2. Teil wird der Theorie der Funktionen der Stufe Q gewidmet 
sein. Diese hat wegen der Anwendung auf quadratische Formen ein 
starkeres Interesse. Es spielt in ihr die endliche binire Modulargruppe 
mod Q eine wichtige Rolle. Indessen laBt sich, wie ich inzwischen ge- 
sehen habe, die Theorie fiir beliebige Stufe Q ohne explizite Kenntnis 
der einfachen Charaktere jener Modulargruppe begriinden. 


§ 1. 
Allgemeines iiber Modulformen der Stufe Q 
und zugehirige Dirichlet-Reihen. 


Fiir eine natiirliche Zahl Q bezeichne f(Q) das System der homo- 
genen Modulsubstitutionen 


wo, = 40,+ ba,, ; aby sl 0 
w, = cw, +dar,, _ ( a) (5 1) (ase. @. 
Wir schreiben abgekiirzt 
_ b 
(w,, @) = ° a) (@, , @). 


f (1) ist also die homogene Modulgruppe. Ebenso sei [(Q) die Menge 
der inhomogenen Substitutionen 


vm tthe (S 2m(! 2 (mod. Q). 





et+d c (a me 
Fir Q > 3 sind fF (Q) und f (Q) einstufig isomorph. Die zugehérigen 
Matrizen . 
a 
L = (° a) 


werden in der iiblichen Weise durch Multiplikation miteinander verkniipft. 

Sei weiter k eine ganze rationale Zahl. Unter einer (algebraischen) 
Modulform / (w,,,) der Stufe Q und der Dimension —k versteht man 
eine analytische Funktion der beiden komplexen Variabeln w,,, mit 
den Eigenschaften: 

a) Im Gebiet wm, + 0, R (+) >0 mit t= — ist f eindeutig und 
bis auf Pole in r regular. : 

b) Fir 4 + 0 ist 

f(Aw,, 4@,) = 4-*f (@,, o,). 
c) f ist invariant bei f (Q): 
#(L(w,, @,)) =f (aw, +ba,, cw, + dea,) = f(w,, m_) wenn L cf (Q). 
1* 
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d) Da {(M(w,,@,)) auch bei f (Q) invariant ist, wenn M = (?*) c (1), 
so ist wi/(M(w,, @,)), was nur von t=2 abhingt, eine periodische 


Funktion von t mit der Periode Q. Wir fordern nun, da hierfiir eine 
konvergente Fourierentwicklung existieren soll 


22it 


(1) wf { (M (w, , «,)) _ J 4,% (ze =e @ ) 





in welcher nur endlich viele negative Exponenten n auftreten. Diese 
Reihe andert sich offenbar nicht, wenn man M c fF (1) ersetzt durch LM, 
wo Lc f(Q). Ihr Verhalten bei t = o beschreibt das Verhalten von 
{(@,,@,) bei dem rationalen Randpunkt (p, r) (und den damit nach [(Q) 
fiquivalenten Punkten). Die Bezeichnung fiir das Verhalten von /(w,, w,) 
in den rationalen Spitzen (p,7r) iibertragen wir einfach von der Reihe (1), 
gemessen in zg (regulir, Pol, Nullstelle usw.). Der Name Spitze wird 
bekanntlich wegen der Gestalt des Fundamentalbereiches von f (Q) in der 


Umgebung des Punktes £ gebraucht. 
Mit der Funktion /(w,, w,) ist eindeutig verkniipft die Funktion der 


° . @ 
einen Variabeln t = = 
2 


(2) wf f(a, 0%) = 1(3), 


welche ebenfalls als (inhomogen geschriebene) Modulform bezeichnet sei. 
Die Eigenschaft c) bedeutet fiir sie 





(¢ t+b ) 5 
ct+d/ _ a 
aa f(t), wenn ’ i) zu [ (Q). 

e) Wenn iiberdies noch /(w,, @,) bzw. {(t) im Innern und in den 
rationalen Spitzen regular sind, so heiBen sie ganze Modulformen. Solche 
gibt es nur fiir k > 0. 

Eine Funktion /(w,,@,) mit den Eigenschaften a) bis e) sowie auch 
/ (x) mége von nun ab ,,von der Art (— k, Q)* heiBen. Und wenn sie 
in allen rationalen Spitzen verschwindet, so werde sie ,,Spitzenform“ von 
der Art (— k,Q) genarnt. 


Die einfachsten Formen der Art (— k,Q) sind die Eisenstein-Reihen 
der Stufe Q; mit ganzzahligem a,, a, sind sie definiert durch 


(3) G, (t, a, 4, Q) = Py (m, t + m,)~—* (k= 3). 


m,=a,;(Q 
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Thre Entwicklung bei t = oo ist 
(4) G, (t, a, ’ ay, Q) 


a Be (— 2 xi)" = no@® 
= 6(9) - " *+ OF. k—1)! n*—1 (sgn n) 0%" zg 
x ( ) 
n=a,(Q) mn>0d 
n= 0 m =a) (Q) 


Dabei ist 
6(z) = 1, wenn z ganz rational, sonst = 0. 
221 
t=e@; sgnz = +1 mit gsgnz > 0 fiir x + 0. 
Ihre Haupteigenschaften habe ich an anderer Stelle*) entwickelt, dort 
sind auch die Modifikationen der Fille k = 1, 2 angegeben. Die beiden 
wichtigsten Tatsachen sind: 

Satz 1. Zu jeder Form f(r) der Art (— k, Q) gibt es eine lineare 
Kombination der Eisenstein-Reihen mit konstanten Koeffizienten, E(t), so 
daB f(t) — E(t) eine Spitzenform ist. 

Satz 2. Jede Form in der linearen Schar der Eisenstein-Reihen, welche 
eine Spitzenform ist, verschwindet identisch. 

Speziell ist fiir die Stufe 1 bei k = 4, 6, 8,... nur je eine Reihe 
vorhanden: 


(5) G,(t) = 2" (m,t+m,)-* = a, +8, Zo, (m) 24. 
m,,™ n=l 
Dabei ist : 
o,(n) = a@ 
din, d>0o 
die Summe der r-ten Teilerpotenzen von n, 
22i)* 
m%=20(k), = fy = 2 S27, 


Die Summe (5) 148t sich auch in der symmetrischen Gestalt 
+ @ 
G,(t) = 4 Be LF ox—,(m) 24"! 


schreiben, wenn o,—,(0) die Zahl ¢(1 — k) bedeutet. 
G,,G, sind bis auf numerische Faktoren die WeierstraBschen Invarianten: 
9,= 606, 9, = 140G,. 
Neben G,, G, ist die wichtigste Funktion der Stufe 1 die Diskriminante 


«oe 1 3 
A(t) = eet ITC — @xiarys op (Fayre (9: — 279). 


Sie hat die Dimension — 12, ist im Innern der oberen Halbebene + 0 
und besitzt bei r= o eine Nullstelle 1.Ordnung. Da G,, G, die ein- 


*) E. Hecke, Theorie der Eisensteinschen Reihen héherer Stufe, Abh. Math. 
Sem. Hamburg 5 (1927), S. 199. 
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zigen Formen von der Art (— 4,1) und (— 6,1) sind, so folgt leicht, 
daB man jede Form von der Art (— k, 1) auf eine und nur eine Weise 
als Summe 

22,4 (OSHS i, k-12n+42) 


mit konstanten z, darstellen kann; hierbei ist G, = 1 zu setzen. Es folgt 
Satz 3. Die Anzahl der linear unabhingigen Formen von der Art 
(— k, 1) ist Null fiir k = 2 und fiir alle ungeraden k. Fiir gerade k>4 
ist sie 
k ™ 
[ A fiir k = 2 (mod. 12), 


[a] +1 fiir k 4 2 (mod. 12). 
In_der Potenzreihe 
f(t) =a,+ 2 Gn enim 
einer Form der Art (—k,1) ist natiirlich, wenn k > 0, das konstante 
Glied a, durch die Gesamtheit der iibrigen a, eindeutig bestimmt. Eine 
spaiter gebrauchte Methode wird etwa gegeben durch 
Satz 4. Es ist 


a, = lim ity! f(iy) =# lim y* S'a,e~**™9 
y=+0 y=0 


n=1 

(y konvergiert iiber positive Werte gegen 0), was sofort folgt aus 

t(—=) ==/(@). 

Die Gruppe f (Q) ist Normalteiler innerhalb f (1), ebenso wief (Q) inf (1). 
Die Faktorgruppen [ (1) (Q), [(1)/F(Q) §Sind einstufig isomorph mit 
der binéren homogenen bzw. inhomogenen Modulargruppe mod. Q, die mit 
M(Q), MQ) bezeichnet seien. Die Ordnungen dieser endlichen Gruppen 
sind 
© #@)=6 3 #@=F M(1- 5) fir > 2, 
q 
#(2) = w(2); #(Q) = 24 (Q). 

Ferner ist die Anzahl der nach [ (Q) nicht-aiquivalenten rationalen Spitzen 

@(Q) = é #(Q). 


Die absoluten Invarianten von [(Q}, d.h. die Formen der Dimen- 
sion 0 der Stufe Q, welche ja nur vom Quotienten 1 abhingen, bilden 
einen algebraischen Kérper. Das Geschlecht p(Q) desselben, das auch 
das Geschlecht der Gruppe [ (Q) heiBt, hat den Wert 


(7) PQ) = 1+ 739 (0 — 4). 
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Aus den Spitzenformen der Art (— 2,Q) entstehen durch Integration 
nach t genau die Integrale 1. Gattung dieses algebraischen Gebildes, die 
Anzahl dieser Spitzenformen ist also = p(Q). Dazu treten noch o(Q)— 1 
durch Eisenstein-Reihen der Dimension — 2 darstellbare Formen, so da8 
die Gesamtzahl aller linear unabhangigen Formen der Art (— 2, Q) gleich 
p(Q) +o(Q) —1 ist. Mit dem Riemann-Rochschen Satz ergibt sich auch 
die Anzahl der Formen der Art (— k,Q) fir k >3 m 


(8) 5° #(Q)— PQ) +1, 


auBer, wenn Q = 2 und k ungerade ist. In letzterem Falle ist die An- 
zahl 0. 

Da bei beliebigen Substitutionen aus f (1) eine Form der Art (—k,Q) 
stets wieder in eine solche iibergeht, so erfahrt das volle System linear 
unabhingiger Formen der Art (— k, Q) bei Substitutionen aus [ (1) selbst 
lineare homogene Substitutionen, die in ihrer Gesamtheit offenbar eine 
Darstellung der endlichen Gruppe 9(Q) bilden. Fiir Q = Primzahl oder 
Quadrat einer solchen ist mit den Methoden der algebraischen Gruppen- 
theorie der Charakter dieser Darstellung schon bestimmt worden'). 

Fiir den Ubergang zu Dirichlet-Reihen sind noch einige asymptotische 
Abschatzungen‘) notwendig. 

Satz5. Se r=2+ity, t= 2—iy mit reellem x,y. Dann gilt 
fiir jede Spitzenform der Art (—k,Q) bei Anniherung an die reelle Achse 
f(z+ty) =O (y—**) fiir y +0 gleichmapig in z. 

Beweis: Das volle System unabhangiger dieser Formen /, (! = 1, 2,...) 
mit festem k,Q setzt sich bei beliebigen Substitutionen aus [ (1) linear 
homogen um. Es ist keine Einschrinkung, wenn wir diese endliche Gruppe 
von Substitutionen gleich als unitar-orthogonal annehmen, so daB also 


H (,, @4) = 2 \fi(@,, w,) |? 
bei F(1) in sich tibergeht. Da ferner h(t) =|r—zlt bei L = (° ’) 


cd 
aus [ (1) in 





b 
(SF fa) = ler tartan 


tibergeht, bleibt 
g(t) = h(t)- |, |?* -H (@,, @s) 


bei f (1) absolut invariant. Im Fundamentalbereich der Modulgruppe [ (1) 
ist diese Funktion aber in jedem Punkte stetig und in der Umgebung 
der Spitze t= o, da die /, Spitzenformen sind, auch noch beschrankt. 


5) Vgl. die Arbeiten von H. Feldmann [Abh. Mathem. Sem. Hamburg 8 (1931)] 
und H. Spies [Math. Annalen 111 (1935)}. 
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Mithin ist auch in der ganzen oberen Halbebene die Funktion g (r) 
beschrinkt, und daraus folgt Satz 5. 

Satz 6. Bei jeder Form der Art (— k,Q) ist der Koeffizient a, in 
(1) fiir n+ @ 
(9) a, = O (n'—'+*) fiir jedes « > 0, wenn k > 2. 
Ist { noch Spitzenform, so ist (auch noch fiir k = 1) 
(10) a, = O (ntl), 

Beweis: Der zweite Teil folgt aus der Integraldarstellung 

ot @ nt nt @ nz 
(ll) a= | i(tje Cdr = oreo | H(t +a)e edz 
0 


mit t = . aus Satz 5. Fiir die Eisenstein-Reihen ist nach (4) der Satz 


evident, und nach Satz 1 folgt dann der erste Teil der Behauptung. 
Fiir k = 1 gilt allgemein nur die Abschitzung (10), welche schwiacher 
ist als (9). 
Fiir Koeffizientensummen besteht der scharfere 
Satz 7. Bei jeder Spitzenform der Art (— k, Q) 


y= Fad" 


gilt fiir n> @ 
= 4, = O(n** log n), 
S=nsSan 


Py 1 Ang * = O (n*), 


isSusSn 


1 


k+1 


Z |Gn| = O(n * ). 


isasSn 


Beweis: Nach (11) ist mit t, = s 














1 ™%+Q 1 —2ni" as 
> % "¢ { f(t) — ——mee CY 
iS=nu Sa Z bea ne 
k } d 
> z 
= 0 (a [ 3% . sxiz ) 
0 l—e 








Hier ist schlieBlich mit « = e* 


1 


dz 
J, =| Sa = O (log n). 
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Denn 
1 1 
i-padions’ ~teamtieea 
1 1 
_ (| ya eens! ie; o( mera) 





—_ dv wa wm ee 
=0(| -#—) = O(log —;) = O(log). 
0 
Damit folgt die erste Aussage von Satz 7. 
Weiter ist bekanntlich 


© aa Q . re 
D lente @ = of [Pet iyiide =O, 


m=0 
v 


und daher auch der Teil der Summe mit m < n fiir y = = gleich O (n*). 


Das ist die zweite Aussage von Satz 7, und hieraus ergibt sich durch 
Anwendung der Schwarzschen Ungleichung auch die dritte Aussage. 


Man ordne jetzt jeder Form der Stufe Q:/(r) = Dy a, % die ein- 
n=0 
deutig bestimmte Dirichlet-Reihe 


p(s) = 2 an n-* 
zu (in der also das Glied a, nicht vorkommt). Diese Reihe ist nach 
Satz 6 in der Halbebene R(s) > k absolut konvergent (wenn k > 2); 
k+1 
ae. 
und Konvergenz fir ®(s) > nach Satz 7, bei k = 1 in jedem Falle 
absolute Konvergenz fiir R(s) > 1. 

Um die so erklirten Funktionen von s in der Gesamtheit aller Di- 
richlet-Reihen durch einfache Eigenschaften zu charakterisieren, betrachten 
wir eine invariante Schar von Formen f/f, d.h. eine lineare Schar von 
Formen der gleichen Art (— k,Q), welche bei (1) als Ganzes in sich 
tibergeht, z. B. das volle System zu k,@Q. Sind /,,..., f, die Erzeugenden 
dieser Schar, so weisen ihre Dirichlet-Reihen 9, (s),..., y.(8) eine be- 
stimmte Funktionaleigenschaft auf, welche das Aquivalent fiir die Aus- 


ist f eine Spitzenform, so besteht absolute Konvergenz fiir R(s) > 
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sage ist: /, (w,, @,),..., /<(w,, @,) erfabren bei den erzeugenden Substitu- 
tionen der Modulgruppe 

11 0-1 

(0 1) und Go ) 


je eine bestimmt gegebene lineare homogene Substitution (die eo ipso ja 
so beschaffen ist, da8 daraus Invarianz der { bei F (Q) folgt). 

Fiir die p(s) gilt’) namlich: 

I. Die Funktioner. (s — k)- p(s) sind ganze Funktionen von endlichem 
Geschlecht. 

II. Fir Q = 1, wo man die invariante Schar nur durch eine Funk- 
tion zu erzeugen braucht, besteht fiir die Dirichlet-Reihen g(s) die 
Gleichung 

R(s) = (— 1°" R(k — 8) 
mit 
R(s) = (2 %)—* I'(s) - 9 (8). 


In der Terminologie meiner Arbeit ') haben die ¢ (s) die Signatur {1, k, (— 1)**}. 
Das einzelne » ist bei s = k regular oder hat dort einen Pol 1. Ordnung, 
je nachdem, ob f(r) Spitzenform ist oder nicht. 

Fir Q > 1 hat man die Erzeugenden der invarianten Schar 
zunichst so zu wiblen, daB der Ubergang von t zu t+ 1 nur 
eine Multiplikation der Funktionen mit Einheitswurzeln bewirkt — 
was stets méglich ist. Das bedeutet fiir die g, da8 in ihren Reihen 
nur die » aus je einer bestimmten Restklasse mod Q vorkommen 
diirfen. Dazu tritt dann die Aussage, daB die x Ausdriicke Q* R(s) 
mit denselben x Ausdriicken an der Stelle k — s durch eine gewisse 
lineare homogene Substitution mit konstanten Koeffizienten zusammen- 
hangen. 

Die genannten Bedingungen sind in allen Fallen notwendig und hin- 
reichend dafiir, daB die Dirichlet-Reihen aus Modulformen der Art (—k,Q) 
hergeleitet werden. Fiir die Thecrie der Modulformen muB8 der zunichst 
iiberfliissig scheinende Ubergang zu Dirichlet-Reihen deshalb in Betracht 
gezogen werden, weil sich zeigt, da8 alle diese Dirichlet-Reihen eine 
Eulersche Produktentwickelung (in geeigneter Verallgemeinerung) be- 
sitzen, also mit den Primzahlen zusammenhingen, wahrend andererseits 
dieses Koeffizientengesetz ein Aquivalent fiir eine gewisse algebraische 
Eigenschaft der Modulformen ist. 


Die Darstellung und Begriindung dieser Zusammenhinge zuniichst 
fiir die 1. Stufe ist die Aufgabe der vorliegenden Arbeit. 
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Teil 1. 
Die Theorie der Funktionen der 1. Stufe. 


§ 2. 


Der Operatoren-Ring der 7,,. 
In diesem Teil 1 sei k eine feste positive gerade Zahl > 4. Ver- 
mége des klassischen Transformationsprinzips wird durch eine Transformation 


n-ter Ordnung M = (¢ ’) (a,b, c,d ganze Zahlen mit ad —be 


= einer natiirlichen Zahl n) eine Modulform der 1. Stufe in eine solche 
der Stufe n iibergefiihrt: Wenn F(w,,@,) von der Art (—k,1) ist, 
bleibt F(M(w,, @,)) bei denjenigen Substitutionen Z aus [(1) invariant, 
wo MLM-* wieder zu [(1) gehért, d.h. ganzzahlig ist. Nimmt man 
speriell M = (5 9), 80 bleibt F(M(o,,0,)) bei T,(n) invariant. Durch- 
lauft L die volle T (1), so gibt es, weil T,(n) endlichen Index in f (1) 
hat, unter den Formen F(ML(w,,«,)) nur endlich viele verschiedene. 
Da weiter M und LM dieselbe transformierte Form erzeugen, falls L 
ma (1) gehért, so braucht man nur die verschiedenen ,,Klassen“ von 
Transformationen n-ter Ordnung in Betracht zu ziehen: 

Man nenne M, und M, dquivalent nach [(1) und rechne sie zur 
selben Klasse, wenn es ein Z aus f (1) gibt mit M, = LM,. 

Hilfssatz 1. In jeder Klasse von Transformationen n-ter Ordnung 


gibt es einen Repriasentanten . i) mit c = 0 und d>0. 
. (A By fab , 
Denn in 6 D (é a) kann man C, D als teilerfremde Zahlen so 
wiblen, daB in dem Produkt das Element Ca+ Dc = 0 wird. 
Hilfssatz 2. Zwei solche speziellen Transformationen n-ter Ordnung 


a, 6, 


M, = (¢ a) d,>0 (i = 1,2) 


sind dann und nur dann dquivalent, wenn a, = a,, d, = d, und b, = b, 
(mod d,). 


Denn die mit M, aquivalenten Transformationen sind 


DeD-Ce Sth) (ad—be = 


und haben also nur dann wieder die spezielle Form, wenn c = 0 und 
a = d= 1 ist, woraus die Behauptung folgt. Damit ergibt sich 
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Satz 8. Ein volles System nicht-dquivalenter Trans{fcrmationen n-ter 
Ordnung wird gegeben durch 
a, by 


> d,)’ a,-d, =n, d,>0, 6, mod. dy. 


Hier durchliuft d, alle positiven Teiler von m und bei festem d, 
noch 6, ein volles Restsystem mod. d,. 

Die Anzahl dieser Klassen ist offenbar gleich der Summe aller 
positiven Teiler von n. Dabei werden zur Determinante n auch alle die 
Matrizen mitgerechnet, wo die vier Elemente einen gemeinsamen Teiler 
> 1 haben. 

Mit M, ergibt offenbar auch M,-L fiir festes ZL aus [(1) ein volles 
System von Reprisentanten der Ordnung ». Daraus folgt nun fiir die 
Modulform F (w,,@,): Die o,(n) Formen 


(12) M, = ( 


a, by 


F (M, (w,,0,)) = F((¢ 1) (1) (h = 1,2, ..., 0,(n)) 


erfahren bei beliebigen Substitutionen aus [(1) nur eine Permutation. 

Jede dieser Formen ist ferner von der Art (— k,n), wenn F von der 
Art (— k, 1) ist — wie aus der Natur der Regularitatsforderung d) in § 1 
hervorgeht —, und ist weiter auch Spitzenform, wenn F eine solche ist. 
Damit endlich kénnen wir durch einen algebraischen Proze8 von diesen 
Formen wieder zur Stufe 1 gelangen: 

Satz 9. Ist F(w,,@,) eine Modulform der Art (—k,1), so ist fir 
jede natiirliche Zahl n auch 

G, (m) 
: by F(M, (@,,0,)) 
eine solche Form. M, durchlaiuft dabei die o,(n) Matrizen .aus Satz 8. 

Wir fiigen an dieser Summe noch den Faktor n*—' an und gehen 
durch Multiplikation mit w* zur inhomogenen Gestalt iiber. So gelangen 
wir zur 

Definition des Operators 7,,. Man setze, wenn F(r) von der Art 
(— k, 1), 

(13) F\T, = 2-1 S) P(*2t*)a-+. 

b net Ge>e 
Dann ist F| 7, wieder von der Art (—&,1) und gleichzeitig mit F 
Spitzenform. 

Der Operator 7,, hat offenbar einen Sinn nicht nur fiir Modulformen, 
sondern fiir beliebige periodische Funktionen von t mit der Periode 1. 
In diesem Paragraphen sollen nun die Eigenschaften der Operatoren 1, 
untersucht werden. 
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Zunichst fiihren wir in naheliegender Weise eine Komposition der 
T,, ein. Fiir zwei natiirliche Zahlen n,m yerstehen wir unter dem Produkt 
T,,-T,, denjenigen Operator, der durch Ausfiihrung von 7, und darauf- 
folgende Ausfiihrung von T7,,, entsteht. Diese Komposition ist assoziativ. 
Ferner seien fiir beliebige komplexe, von t unabhingige Zahlen a, B die 
Operatoren « T, = T,« und S=aT,,+ /T,, erklart durch 


F\aT,=aF|T,, F\S=aF\T,+BFiT,, 
In dieser Weise definieren die 7, einen Ring von Operatoren mit den 
komplexen Zahlen als Multiplikatoren. Dabei ist 7, das Einheitselement 


des Ringes. Uber die Struktur dieses Ringes werden wir nun folgenden 
Satz beweisen: 


Satz 10. Alle T,, sind miteinander vertauschbar, und es gilt 
T(n)-T(m) = 2 T (> (~3)a' 1, 
d\n, 


Hier durchliuft d die positiven gemeinsamen Teiler von n und m, und 
der Deutlichkeit halber steht T(n) fiir T,,. 


Den Beweis dieses Fundamentalsatzes vollziehen wir in drei Schritten: 
a) Sei (n,m) = 1. Es ist dann 


g=F\T,=0- )” F(t )a-, 


a’'d’=n 
b’ mod. d’ 


9|Tn = m1 YS) o(**F*)a-* 


ad=m™ 
b mod. d 


ettttiy 
F| T+ Tq = (nm)t-? ye > @-F —) 
a-d=™ 





a’-d=n 
b mod. d b’ mod. d’ 


= (nm)t-2 Py (da’)-*F (22 zt veto) 


dd’ 
ad=n, bmod.d 
a’'d' =m, Db mod. d’ 


Hier durchliuft aber bei festem d,d’ der Ausdruck b’d + ba’, weil a’ d’ 
und d teilerfremd sind, ein volles Restsystem mod. dd’, wenn 6, 6’ bzw. 
mod. d,d’ laufen. Folglich ist die ganze Summe gerade 


F\T 
b) Es sei mit einer Primzahl p und einer natiirlichen Zahl r 
n=p, m=p, rZj1. 
- fe. ia t+l 
¢|T,=p-9(pt) +p" D (>) 


t mod. p* 


Wegen 
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14 
ist, wie oben, wenn d’ = p', a’ = p’—‘ mit t = 0,1,..., r eingesetzt wird, 


r+i—t 
F\ Ty -T, = pr+9e-» Es pre) 





°sStsSr pr 
y p'r+b, +p 
+ pre—v —0+ oP : ). 
¥ i mod. p . Pel 
osStsSr 
b, mod. p* 


In der zweiten Summe durchlauft 5,+ 1p! bei festem ¢ ein volles Rest- 
system mod. p'+'!. Nehmen wir dazu den Teil der ersten Summe mit 
t= 0, so erhalten wir gerade F|T7,7+1. In den iibrigen Gliedern der 
ersten Summe kénnen wir dann wegen ¢ > 1 im Argument von F aus 
Zahler und Nenner den Faktor p wegkiirzen, so daB mit festem ¢ > 1 


r—t b r—1 b 
Zz ee ) =p P(E = 
by mod. p* P by, mod. p! —1 P 
entsteht, was nach Multiplikation mit 
pir + 0 &—1)—tk 
und Summation iiber ¢ = 1, ...,7 gerade ergibt 
pr F\ Tyr, 
so daf , 
(14) Tyr + T, = T,r+1 + €(p)-Tyr—1 (r = 1,2...) 


mit e(p) = p*—' bewiesen ist. Hieraus folgt zunichst: 

T,r+1 ist ein Polynom in T, und e(p) vom Grade r+1, also 
sind 7 (p") mit gleichem p alle miteinander vertauschbar und nach a) also 
in der Tat alle 7,, vertauschbar. 

c) Mit n=p', m=p’ soll nun aus (14) fiir beliebiges e(p) 
geschlossen werden 
(15) T (p')- T (p’) mie e(p)* T (pr +*—*). 

=r,8 


Susr, 

Es geniigt, diese Behauptung fiir s <r zu beweisen, da die linke 

Seite symmetrisch in s,r ist. Wir fiihren den Beweis fiir festes r durch 

vollstandige Induktion beziiglich s. Die Gleichung (15) ist richtig fir 

s=0,1. Sie sei bewiesen fiir s—1 und s, dann folgt aus (15) durch 
Multiplikation mit 7'(p) nach b) fiir die linke Seite der Wert 


(16) P(p)- T(p*)- T(p") = T (ptt?) Tp’) + &(p) T (p*—*)- Tip’). 
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Auf der rechten Seite in (15) erhalten wir bei s+1<r 
2 e(p T(p)- (prt *—*) 


WA 
IA 


=£ e(p)* T (p’+*+1—34) +z e (p)**? T (pt +#—1—24) 


= "Sep T (pr+*+i—24) + EZ ely tt Peprte—1— 9) 


= "Sey Tp teti—su) 4 e(p)  e(p)* T (p+ #—1—-2%), 


woraus nach (15) fiir s—1 und (16) die Aussage (15) fiir s+ 1, also 
allgemein fiir alle s folgt. 

Aus (15), was ja die Behauptung von Satz 10 fir n = p’, m= p 
ist, und a) folgt dann trivial die allgemeine Behauptung von Satz 10 in 
der Form 

T (n)- T(m) = P T(*3")-e(d), 
mm 
wobei von e(d) nur die Eigenschaften benutzt werden: 

1. e(n)-e(m) = e(n-m); e(1)-T, = T,. 

2. Das Symbol ¢(n) ist mit allen 7 (m) vertauschbar. 

3. Es gilt (14). 

Diese letzte Verallgemeinerung erwahnen wir gleich hier. Sie wird erst 
im Teil 2 bei den Funktionen héherer Stufe gebraucht werden. 


§ 3. 


Der Matrizenring der A(m) und das Euler-Produkt. 

Nunmebr ziehen wir die Tatsache heran, daB die Modulformen einer 
festen Art (— k, 1) eine lineare Schar mit nur endlich vielen, etwa x = x(k), 
Erzeugenden bilden, und da8 nach § 2 jeder Operator 7,, diese Schar in 
sich abbildet. Zur Abkiirzung verabreden wir noch, daB kleine griechische 
Buchstaben als obere oder untere Indizes oder Summationszeichen stets 
das Intervall 1... x durchlaufen sollen. Die Klammer bei oberem 
Index lassen wir fort. Seien Fe (rt) (o = 1,2,..., x) jene Erzeugenden. 
Dann gibt es also zu jeder natiirlichen Zahl n eine Matrix vom Grade x 


A(n) = (Ayo (n)), 


deren Elemente 4, ,(n) (9,0 = 1,2,...,%) komplexe Zahlen sind, mit der 
Eigenschaft 


(17) Fe| 1, = E doo(n) F(t). 
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Der Zusammensetzung der Operatoren 7,, entspricht die gleichbezeichnete 
Zusammensetzung der Matrizen A(n), und es wird also der Operatorenring 
der T,, isomorph abgebildet auf den durch die A(nm) erzeugten Matrizen- 
ring. Wegen Satz 10 gilt daher 
Satz 11. Die Matrizen A(n) sind fiir » = 1,2,... alle miteinander 
vertauschbar, und es ist 
A(n)-A(m) = - a(*; 
din,m 


Nun hangen die Zahlen A,, mit den Entwicklungs-Koeffizienten der 
Fe(r) zusammen. Wenn die Potenzreihe 





)-dt-2, 


at(0) + E at(N)es* = Fe(e) 
N=1 


ist, so wird, unter Weglassung des Index o, 





| = ace ttt? 
| F\T, =9-1 Dd-+ Fa(Nye @ 
din N=0 
(18) 5 mod. d 
= Zz a*—1q(Nd) e** Nar a = b,, (N) e& 74%" 
din N=0 
ad=n,N 
mit ‘ 
N-n on @ = 1,3. ... 
ba (WN) = oF) * i. 0,1,2,...) 


Die Gleichung (17) wird also gleichbedeutend mit den Grundgleichungen 
(19) >? ae (*") dt-1 = D d,0(n)-a"(N); NSO, nD1,0=1,....% 
din, N 6 


Es ist nun entscheidend, daB man jetzt die Matrizen A(n) fiir die ver- 
schiedenen n gleichzeitig in Betracht zu ziehen hat. Fir N = 1 findet 
sich zunachst 


(20) ae (n) = LY A,,(n)-a"(1) n=>1, 
und man wird also veranlaBt, die x* Funktionen von Tt 


(21) foo (#) = 4yo(0) + D/ dye (nler™™* (0,0 =1,..., #) 
n=1 

einzufiihren, wo die von t unabhangige Matrix A(0) gleich noch festgelegt 

werden soll. Es zeigt sich namlich, daB die x* Ableitungen /,,.(t) (die 

von A(0) frei sind) und die x Funktionen 


(22) Fe. (2) = # Fe(z) 
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linear fquivalent sind. Denn die linke Seite der Grundgleichungen (19) 
ist fir N,n > 1 symmetrisch in N und n; daher 


(23) 2 nA, g(n)-N-ae(N) = LN-A,,(N)-n- al (n). 


Nun sind wegen k > 0 die x Ableitungen (22) auch linear unabhiangig, 
daher hat die unendliche Matrix mit den Elementen N -a°(N) (o = 1,...,%; 
N = 1,2,..., @) den Rang x. Fat man also (23) fiir festes n, o als 
Bestimmunggsgleichungen fiir die x GréBen n-A,,(n) (¢ = 1,..., x) auf, 
so ergeben sich diese GréBen in der Form 


(24) n Ang (n) = Zn-a'(n)-beo 


mit von n,t unabhingigen, eindeutig bestimmten },,. Unter Einfiihrung 
der x Matrizen des Grades x 


(25) B’ = (6,4) (» = 1,..., %) 
schreiben wir diese Gleichungen als Matrizen-Gleichungen 


(26) A(n) = Ea"(n): B n>1 


und benutzen sie zur Definition von 4 (0), indem wir sie auch fiir n = 0 
als giiltig festsetzen. Die so erklirten /,,(t) sind dann wegen (20) linear 
aquivalent mit den Fe(t) und also auch Modulformen der Art (— k, 1). 

Satz 12. Die x Matrizen B” bilden eine Basis des Matrizenringes 
der A(n) und sind also untereinander und mit den A(n) vertauschbar. 

Das folgt unmittelbar aus (26) und der linearen Unabhangigkeit der 
Fe(r), ebenso 

Satz 13. Die Matrix B(r) = (f,.(t)), deren Elemente die Funktionen 
foo(t) sind, gestattet die beiden Darstellungen 


B(r) = SA(n)et*m* = SFr(z)- Be. 


n=0 v==1 
Anmerkung: Die Matrix 4(0) la8t sich wegen Satz3 aus §1 mit 
Hilfe der Eigenschaft, daB die /,,(t) Modulformen sein sollen, auch un- 
mittelbar durch die A(m) mit » >1 definieren durch 


(27) A(0) = # lim y* S Aln)e-2*99, 
y=+0 n=1 


woraus man nochmals erkennt, da8 sie dem Matrizenring der A(n) mit 
n => 1 angehort. 

SchlieBlich iibersetzen wir noch die in Satz 11 ausgesprochene Eigen- 
schaft der A(n) in eine Funktionaleigenschaft der B(z), die sich, wie 
schon vorauszusehen, am durchsichtigsten fiir die Dirichlet-Reihen der 
foo(t) wird formulieren lassen. 


Mathematische Annalen. 114. 2 
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Zur Untersuchung der Matrix des Grades x 
(28) (8) = (Peo (8)) = EA(n)-w—*, 


deren Elemente 
Aaa (™) 
Poo (8) = es 


n=1 
die Dirichlet-Reihen zu /,,(t) sind, betrachte man fiir die Primzahlen p 
zunichst die Teilreihen 


ZAP) pt = ¥,(8). 
Satz 14. Im Gebiete absoluter Konvergenz R(s) > k hat ¥,(s) eine 
Reziproke, und zwar ist 
(E — A(p)-p-* + pt—*—** E)-¥, (8) = E = A(1), 
wobei E die Einheitsmatriz des Grades x bedeutet. 
Diese Aussage ist eine Folge von Satz 11 mit n = p, m = p” 


A(p)-A(p") = A(p’ t+?) + pt-?-A(pr—?) r>1. 
Denn danach ist 


Y,(s)-A(p)-p-* = Pr A(p’) p-o rv 


= A(p)p-* + Sig 1) p- ceed pt DA (r+ie 
¥, (8) — E+ p14, (4), 


Wegen A(n)-A(m) = A(n-m) fiir teilerfremde n, m ist nach bekannter 
SchluBweise im Gebiete absoluter Konvergenz ®(s) > k 


(29) ® (s) = [7 ¥, (8), 
Pp 


wo das Produkt iiber alle Primzahlen p zu erstrecken ist, und dann ergibt 
sich aus Satz 14 das Hauptresultat 

Satz 15. Zu dem vollen System linear unabhdngiger Modulformen der 
Art (—k, 1), Fe(t) (0 = 1,...,%), gibt es x konstante Matrizen B” des 
Grades x, welche die Basis eines kommutativen Matrizenringes vom Range x 
sind, derart, daB die Dirichlet-Reihen von Fe (r): 


g* (8) = Fae (n)n- 
a=1 
eine Matriz 


®(s) = Eo Bb = E An): n-* 


mit der Eulerschen Produktentwicklung 
(30) D(s) = J] (E —A(p)-p-* + pt-?—-**E)-3, 
p 


giiltig fiir R(s) > k, bilden. 
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Wir formulieren den Satz noch unter Benutzung von § 1 ohne Heran- 
ziehung des Begriffes Modulform nur als Aussage tiber Dirichlet-Reihen: 
Satz 16. Fiir festes gerades k > 4 suche man alle Dirichlet-Reihen 


9 (8) = 2 aan-* 
mit den Eigenschaften : 
I. (s — k) p(s) ist eine ganze Funktion von endlichem Geschlecht, 
II. p(s) gentigt der Funktionalgleichung 
R(s) = (— 1)* R(k — 8) 
mut 
R(s) = (2%)—*I'(s) p(s). 
Es esxistieren dann nur endlich viel linear unabhingige Lésungen ¢®(s) 
(o = 1,...,%); thre Anzahl x ist durch Satz 3 bestimmt. Und dazu gibt 
es x konstante Matrizen B’ des Grades x, welche die Basis eines kommu- 
tativen Ringes vom Range x bilden, so daB die Matriz 


(8) = z y’ (8). B" 


die Produktentwicklung (30) besitzt. (Vgl. auch Satz 27 in § 4.) 

Bei den Untersuchungen dieses Paragraphen ist nur ein sehr kleiner 
Teil der Eigenschaften der F¢(t) gebraucht worden; es wurde nimlich 
nur benutzt: 

1. da8 eine Schar von Funktionen vorliegt, fiir welche der Operator T,,, 
erklart durch (13), einen Sinn hat. Dazu geniigt, daB sie in der oberen 
Halbebene regulaére Funktionen mit der Periode 1 sind, die auch bei tT = o 
noch in e**‘* regular sind. 

2. daB sie und ihre Ableitungen eine lineare Schar mit genau je x 
unabhangigen Erzeugenden bilden, von denen die erste durch alle Opera- 
toren 7, in sich ibergeht. 

Abgesehen natiirlich von Satz 15 und 16, sowie den Konvergenz- 
aussagen iiber die Dirichlet-Reihen gelten die Aussagen dieses Parapraphen 
fiir alle solchen Systeme, insbesondere auch, wenn die F(t) nur eine 
gegeniiber den 7, invariante Teilschar der Modulformen von der Art 
(—k,1) sind. Fir letztere gilt auch noch Satz 15 in passender Modifi- 
kation. 

Es sollen jetzt noch weitere notwendige Bedingungen fiir die Matrizen 
B” hergeleitet werden. Unter den méglichen Basissystemen des Ringes 
bilden sie ein spezielles System: 


Satz 17. Die Elemente b,, der B” sind symmetrisch in a, v: 
boo = by 


ere 
Q* 
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Beweis: Der nach den Grundgleichungen (19) in n, N symmetrische 
Ausdruck ¥ 4,,(n)a°(N) geht durch Anwendung von (24) in 


(31) Z boo: a’ (n)-a" (N) 


iiber. Da unter den Vektoren mit den x Komponenten (a(n), ..., a*(n)) 
(fir n = 1, 2,...) * unabhiangige Vektoren vorkommen, so folgt aus der 
Symmetrie von (31) in n, N die Behauptung. Durch Ubergang zu einem 
anderen System von Basismatrizen desselben Ringes geht im allgemeinen 
diese Symmetrie verloren. 

Mit der Symmetrie gleichwertig ist eine andere Eigenschaft: 

Satz 18, Sind B’ = (b,.) (vy = 1, 2,...,%) % linear unabhdngige 
Matrizen des Grades x, die miteinander vertauschbar sind, und besitzen die 
x* Gleichungen 
(32) J tg dou = Sys (= 1, wenn 9 = », sonst = 0) 
ein Lésungssystem u,, 80 ist 

boo => bo». 
Beweis: Man betrachte zwei Matrizen der Schar 
A = (4,.) = 2 2,B", 4 =(d,.) = Ly, B’ 
mit beliebigen komplexen Konstanten z,y. Der Ausdruck 
S, = 2 Ap 0° dey Ue 


ist dann wegen der Yertauschbarkeit der A, 4 symmetrisch in z, y. 
Andererseits ist wegen D dau t, = Yu 


S, => 2» Ga Ya =2 Ly Ya Ona, 


woraus wie oben die Behauptung folgt. 
Die Voraussetzung des Satzes ist im Ring der A(m) erfiillt, weil er 
die Einheitsmatrix enthalt, also mit gewissen u, 


8.6 = = U, bio 
v 


(Ubrigens ist u, = a"(1)). Wegen der Symmetrie nach Satz 17 gilt daher 
auch (32). 

Aus Satz 17 und der letzten Bemerkung folgt eine wichtige Struktur- 
aussage fiir den Ring: 

Satz 19. Der Matrizenring der 4(n) ist maximal, d.h. jede mit allen 
A(n) vertauschbare Matrix des Grades x ist bereits in dem Ringe enthalten. 

Beweis: Die allgemeine Matrix 


B= J 2,8" 
’ 


Modulfunktionen und Dirichlet-Reihen mit Produktentwicklung. I. 21 


aus dem Ring, aufgefaBt als Substitution, gibt bei Anwendung auf den 
Vektor u = (u,,..., %,) mach (32) den Vektor (z,,...,2,). Ist jetzt L 
eine mit allen B vertauschbare Matrix des Grades x, so bilde man die- 
jenige Matrix A des Ringes, welche u in den gleichen Vektor iiberfihrt 
wie L, also L(u) = A(u). Da Z mit allen B vertauschbar ist, folgt 
daraus (L — A)-B(u) = 0, und da B(u) jeden Vektor bedeuten kann, 
so ist L = A, w. z. b.w. 


Die gefundenen Eigenschaften des Ringes der A(n) sind nun auch 
hinreichend in folgendem Sinne: 


Satz 20. Es seien B’ = (b,.) (v =1,..., x) die x Basiselemente 
eines kommutativen Ringes von Matrizen des Grades x. Der Ring enthalte 
die Einheitsmatriz, und es sei die Symmetriebedingung 6,,, = b;, erfiillt. 
Dann gibt es zu jeder natiirlichen Zahl k und den fiir dieses k definierten 
Operatoren T, ein System von x linear unabhingigen Funktionen, die in 
der oberen Halbebene reguldr sind, 

Fe(r) = Fae (=) e® =***, 
n=1 
deren Schar durch alle T,, in sich tibergeht. Und die durch 
(33) Fe | T, = L Ago (n) F?(t) 
definierten Matrizen A(n) haben dann die Gestalt 
A(n) = SZ a’(n)B". 

Beweis: Man bestimme zunichst die Zahlen u, durch 
(34) 96 = » u, boc. 

Alsdann wihle man die Zahlen a’(m) fiir » = 1 und Primzahlen p bis 
auf folgende Einschrankungen beliebig: 
a’(1) = u,. 

(35) fiir die ersten x Primzahlen p,,..., p, die a’(p) so, daB die Deter- 

minante |a’(p,)| + 0, also etwa a’(p,) = 4,,, 
(36) fiir alle weiteren Primzahlen a’(p) beliebig, aber beschrinkt, also 

etwa a*(p) = 0. 

Mit diesen a’(p) definiere man die Matrizen A (p) 
A(p) = La'(p)B’, Al) = Da’ (1)\B’ = €E 

und hieraus die A(m) fiir zusammengesetzte n durch die Rechenregel 


(37) A(n)-A(m) = oee 
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was offenbar eindeutig méglich ist. Nach Voraussetzung ist jede so ge- 
bildete Matrix A(n) auf eine einzige Weise in die Gestalt 

(38) A(n) = J 2,(n)B’ 


zu bringen mit Zahlen z,. Man setze dann 
a’(n) = x, (n), 
was fiir n = p in Ubereinstimmung mit (33) steht. Die Funktionen 


Fe (rt) = 5 at(n) etn 
n=1 
haben dann alle in Satz 20 genannten Eigenschaften. Denn sie sind 
uaabhingig wegen (35). Nach (38) ist 4,,(n) = La'(n)b,, und daher 
nach (34)-wegen der Symmetrie der 6,, 
(39) ZX Ago (n) Ue = a? (n). 


DaB endlich die A(n) wirklich die durch (33) ausgedriickte Bedeutung 
haben, folgt aus der Potenzreihe fiir Fe|7,, deren N-ter Koeffizient 


nach (18) y eo 
a‘ 7 dt—1 


a\N,n 
ist. Dies ist nach (39) und (37) in der Tat 


ee oa = Dy Aev() Bee (ae 
+ » A,,(m) - a" (N). 


DaB die Symmetriebedingungen nicht in jedem Matrizenring, welcher den 
iibrigen Bedingungen von Satz 20 geniigt, durch geeignete Wahl der 
Basismatrizen erfiillt werden kénnen, zeigt das Beispiel (x = 3) der 
Matrizen 


abe 
(40) ( 0ao 
00a 


mit beliebigen komplexen a, b,c. Sie bilden einen kommutativen Ring, 
der maximal ist. Eine Matrix von dieser Gestalt, wo dann a, 6, ¢ die 
Funktionen /,,(t) sind, kann aber nicht als Matrix B(r) auftreten. Denn 
andernfalls wiirden die Funktionen F® (rt), F®(r) bereits ein bei T, in- 
variantes Teilsystem bilden, dessen Matrix B(r) vom Grade 2 die Gestalt 


(0 «) 
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hatte. Diese wiederum enthilt aber nicht zwei unabhingige Elemente, 
wie es .nach der allgemeinen Theorie der Fall sein miiBte. Also sind die 
Symmetrieforderungen fiir den Ring (40) nicht erfiiflbar, was sich auch 
durch direktes Ausrechnen bestitigt. Der Ring der transponierten Ma- 
trizen zu (40), der mit dem ersten isomorph ist, ist dagegen realisierbar 
durch A(n). 

Eine merkwiirdige Tatsache, welche die Sonderstellung der Modul- 
funktionen in bezug auf den Operator 7, beleuchtet, mag noch erwahnt 
werden: Sei F, ..., F™ irgendein System von Funktionen mit den 
Eigenschaften 1., 2., nur sollen die konstanten Glieder in den Potenz- 
reihen nicht alle = 0 sein. Aus den Grundgleichungen (19) folgt dann 
fir VN = 0 


ae(0)- Ydt-1 = YA,,(n)a (0). 
din o 
Daher ist in der F-Schar auch die Funktion 
const. +- E op, (n) eine 
a=1 


enthalten, welche bis auf eine additive Konstante nach (5) die Kisenstein- 
Reihe G, ist 


§ 4. 
Die Eigenfunktionen des Ringes der 7,, und das Euler-Produkt 
fiir die einzelne Funktion. Spezielle Fille. 

In der oben entwickelten Theorie ist ein Element der Willkiirlichkeit 
noch in der Auswahl der erzeugenden Funktionen F®, .... F* innerhalb 
ihrer Schar vorhanden. Geht man durch eine umkebrbare lineare Sub- 
stitution mit der Matrix A 


F* = A(F) 


von den F zu den F* iiber, so sind die Matrizen A*(n) zu den F* ge- 
geben durch 

A*(n) = A-A(n)- A=}, 
und ebenso ist 

B*(t) = A-B(r)-A-! 


Die Matrizen B*” sind noch nicht die A B’ A~' selbst, sondern liegen nur 
in dem durch letztere erzeugten Modul. 

Daher sind jetzt die Kigenschaften der Matrix B(r) zu untersuchen, 
welche bei Transformation mit konstanten Matrizen erhalten bleiben. 
Das kommt auf die Invarianten des Systems B', ..., B* bei simultaner 
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Transformation heraus. Wegen der Vertauschbarkeit der B’ lassen sich 
diese in gewisse Normalformen transformieren auf Grund folgender Satze 
der Algebra: 

Satz 21. Jede Menge von vertauschbaren Matrizen des gleichen 
Grades x lapt sich simultan auf Dreiecksform transformieren (wo unterhalb 
der Diagonale alle Elemente Null sind). 

Es gibt also zu den Matrizen B” von § 3 eine Matrix A, so daB alle 

AB’ A-! 
Dreiecksform haben, ebenso wie die allgemeine Matrix des transformierten 
Ringes 
6° = 2 2, ABA". 


Die Diagonalelemente in B* sind offenbar die charakteristischen Wurzeln 
von B*; diese sind also lineare homogene Funktionen der Komponenten z, 
von B*. Es seien L,,..., L, die verschiedenen unter diesen Linear- 
formen und es trete die Wurzel L, in der Vielfachheit v, auf. Dann gilt 
weiter 

Satz 22. Zu x linear unabhiingigen vertauschbaren Matrizen des 
Grades x, B', ..., B*, gibt es eine Matriz A, so daB B* folgende Gestalt 
hat: Langs der Diagonale von B* sind h Matrizen bzw. der Grade v,, ..., Up 
so aufgeretht, daB thre Diagonalelemente zugleich in der Diagonale von B* 
stehen. Alle Elemente von B* auferhalb dieser Matrizen sind Null. Jede 
einzelne der erwihnten Teilmatrizen hat nur je eine einzige charakteristische 
Wurzel und kann daher nach Satz 21 auf Dreiecksform gebracht werden, 
wo dann alle Elemente in der Diagonale einander gleich sind. 

Durch diese Sitze, die wir aus der Algebra als bekannt voraus- 
setzen, erhalten wir einen tieferen Einblick in die Struktur der Modul- 
formen : 

Satz 23. Die charakteristischen Wurzeln der Matriz B(t) gehéren 
selbst zur Schar der F¢ (tr). Sie sind bis auf konstante Faktoren identisch 
mit den Eigenfunktionen des Operatoren-Ringes der T,,. 

Dabei nennen wir Eigenfunktionen diejenigen Funktionen der Schar, 
welche durch alle 7, bis auf einen konstanten Faktor in sich iibergehen. 

Die erste Aussage ergibt sich sofort aus der oben erwihnten Fol- 
gerung zu Satz 21. Ist weiter f(r) eine Eigenfunktion und /|7T, = c,f, 
so wible man f als die eine Erzeugende, etwa {f = F*(t), wodurch 


4,,(8) =«,, A.(n)=0 fir o = 2,..,x. 


Daher ist /,,(t) charakteristische Wurzel von B(r). Aber aus f| 7, =, / 
folgt, weil { eine gegen die 7, invariante Funktionsschar mit nur einer 
Erzeugenden ist, daB 


f(t) = const. -/, , (t). 
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Ist umgekehrt f eine charakteristische Wurzel von B(t), so trans- 
formiere man B nach Satz 21 auf Dreiecksform, wo dann ein Element 


in der Diagonale, etwa /,,(t), gleich f(t) ist. Fiir diese Normalform folgt 
aber aus der Multiplikationsregel 


As(m)-A,,(m) = 34, (SP) a, 
din, m : 
und das ist nach der Grundgleichung (19) gleichbedeutend mit 


fiial Te = A.() +f 
d. h. f,, ist Eigenfunktion. 

Satz 24. Die Eigenfunktionen der T,, sind bis auf konstante Fak- 
toren und additive Konstanten identisch mit denjenigen Potenzreihen, deren 
Dirichlet-Reihen ein Euler-Produkt von der Gestalt 
(41) I(t —o(p)p-° + 9*-*-*9 


besitzen. Im allgemeinen Falle ist diese Dirichlet-Reihe nur formal, ohne 
Riicksicht auf Konvergenz, zu nehmen. 

Die durch eine Eigenfunktion f mit /|7, —c,-f erzeugte Funk- 
tionsschar fiihrt ja nach § 3 zu einer Matrix ersten Grades A(n) = c,, 
deren Multiplikationsregel nach dem Beweise von Satz 14 in § 3 gerade 
das Produkt (41) ergibt. Hat umgekehrt eine Dirichlet-Reihe ein Produkt 


Zo(n)-n- an IT( iia e(p)p-*+ ge—t—2e)-1 


so folgt c(n)-c(m) = c(m-m), wenn (n,m) = 1, und fir Primzahl- 
potenzen p” 

e(p)-¢(p’) = c(p’**) + p*—*-e(p"—?) rol, 
und hieraus nach der Bemerkung am Schlusse von § 2 


c(n)-c(m) = D» ¢( gra. 


din, m 
Das hat endlich nach der Grundgleichung (19) bei der Potenzreihe 
Dy c (n) eitint 
n=1 
{\T,, = e(m)-f 
zur Folge. 


In einem erweiterten Sinne ist die Matrix B(t) selbst Eigenfunktion 
von 7,,, denn aus den Multiplikationsregeln fiir die 4(m) folgt sofort 
B(t)| 7, = 4(n)-B(t) = B(t)- A(n), 
(wobei die Operation 7, bei der Matrix B an den Elementen vor- 
genommen wird). 
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Satz 265. Die EBisenstein-Reihe G,(t) ist bis auf einen konstanten Faktor 
unter den Moduljormen der Art (— k, 1) als diejenige Eigenfunktion der T,, 
zu definieren, welche bei t = cw nicht verschwindet. 

Denn ihre Dirichlet-Reihe ist nach (5) 


E ons (n)n-* = C(s)-C(s —k +1) 


und G,(r) ist daher nach Satz 24 Eigenfunktion. Danach zerfallt also 
das System aller Modulformen der Art (— k, 1) in zwei Teilscharen, die 
eine erzeugt durch G,(t), die andere durch die Spitzenformen, und jede 
dieser Teilscharen geht durch die T,, in sich tiber. Alle weiteren Eigen- 
funktionen unter den Modulformen sind also Spitzenformen. 

Anmerkung: Die Konstante f= 1 ist ebenfalls Higenfunktion 
der 7, (fiir alle k): 

1|7, = e(n)-1 

ami gehért 
auch G,(t). Nach §3 ist dies die einzige Méglichkeit, daB zwei un- 
abhangige Eigenfunktionen zu denselben Eigenwerten gehéren (ihre Ab- 
leitungen sind nicht linear unabhingig!). Unter allen in e**‘* in der 
oberen Halbebene reguliren Funktionen ist also die allgemeinste Eigen- 
funktion des Operatorenringes der T,, welche bei t= o nicht ver- 
schwindet, 


mit c(m) =o, ,(m). Zu diesen selben ,,Eigenwerten“ 


Cy + ¢, G(r) 
mit konstanten c,, ¢,. 

Der Nachweis, da8 G,(t) Eigenfunktion ist, l48t sich auch unmittel- 
bar aus der Eisenstein-Reihe ohne Umsetzung in die Potenzreihe er- 
bringen. 

Satz 26. Wenn es zur Dimension —k iiberhawpt Spitzenformen gibt, 
d.h. fir k>12, auBer k = 14, so gibi es stets auch mindestens eine 
Eigenfunktion unter den Spitzenformen. 

Denn das System aller Spitzenformen der Dimension —k geht 
durch 7, in sich iiber. Die zu diesem System gehérige Matrix B(r) hat 
mindestens eine charakteristische Wurzel; eine solche ist nie identisch 
Null, da der Koeffizient von e**'" gleich 1 ist, weil A(1) die Einheits- 
matrix ist. 

Hieraus foigt ein wichtiges Resultat iiber das Problem der Dirichlet- 
Reihen aus Satz 16 in § 3: 

Satz 27. Das Problem der Dirichlet-Reihen aus Satz 16 hat stets 
die Lisung p(s) = C(s)-¢(s —k+1). Sie hat bei s =k einen Pol 
erster Ordnung. Weitere Lésungen, also solche, die bei s = k regular sind, 


Modulfunktionen und Dirichlet-Reihen mit Produktentwicklung. I. 27 


gibt es nur fiir k > 16 und k= 12. In diesen Fallen gibt es auch stets 
mindestens eine reguldre Lésung, die eine Eulersche Produktentwicklung von 
der Gestalt (41) hat. 

Nun ist die Anzahl der Spitzenformen gleich 1 bei k = 12, 26 und 
16 = k = 22. Diese sofort anzugebenden Formen sind dann also Kigen- 
funktionen, woraus 

Satz 28. Die Dirichlet-Reihen der Funktionen 

A(t), A(x)@,(z) (i = 4, 6, 8, 10, 14) 
haben ein Euler-Produkt von der Gestalt (41). 

Dieses Resultat ist fiir 4 von Ramanujan") empirisch vermutet und, 
wie ich inzwischen festgestellt habe, im Jahre 1917 von Herrn Mordell") 
bewiesen worden. Der Beweis benutzt die Operatoren 7, fiir Prim- 
zahlen p, deren Vertauschbarkeit im eindimensionalen Falle selbst- 
verstandlich ist. 

Fiir allgemeine k laBt sich zunichst nur die aus Satz 22 folgende 
Zerlegung in invariante Teilscharen vornehmen: 

Satz 29. Wenn die Matriz B(t), welche zum vollen System der 
Modulformen von der Art (—k, 1) gehért, genau h verschiedene charak- 
teristische Wurzeln f, (rt), ..., fy (t) bew. von den Vielfachheiten 


% (§ = 1,..., A) (Lv; = x) 
‘ 


besitzt, so kann man durch passende Wahl der Erzeugenden der Schar nach 
Satz 22 das volle Formensystem in h Teilscharen S, aufspalien, wo 8S; 
genau v, unabhingige Funktionen enthilt und jedes S, durch die T,, in sich 
tibergeht. Die Teilschar S, enthdlt als einzige Eigenfunktion {,. Die Teil- 
scharen S; sind bis auf die Reihenfolge eindeutig durch die Zahl k 
bestimmt. 

Die Teilmatrix B,(t) des Grades v,, welche durch die 7, zu der 
Schar S; definiert ist, l48t sich dann noch auf Dreiecksform bringen; 
ihre Diagonalelemente sind gleich f,(t). Da Elemente aus verschiedenen 
Teilscharen nicht linear abhingig sein kénnen, so sind die verschiedenen 
Wurzeln von B(r) eo ipso auch linear unabhangig. 

Das nichste noch ungeléste Problem ist die Bestimmung dieser ein- 
fachsten Invarianten v;, die zu k gehéren, insbesondere die Entscheidung, 
ob alle v, = 1 sind, d. h. die Reduktion der Matrix B auf reine 
Diagonalform méglich ist. Fiir jedes numerische k lassen sich diese v, 


6) Ramanujan, On Certain Arithmetical Functions, Transactions of the Cam- 
bridge Philos. Soc. 22, No. IX (1916). 

7) L. J. Mordell, On Mr. Ramanujan’s Empirical Expansions of Modular 
Functions, Proc. Cambridge Philos. Soc. 19 (1917). 
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durch endlich viele rationale Rechenschritte ermitteln, deren Anzahl von 
vornherein abschitzbar ist. Zunichst kénnen wir uns gleich auf Spitzen- 
formen beschrinken, ihre Anzahl ist x —1. Eine solche Spitzenform ist 
eindeutig bestimmt durch die ersten x—1 Glieder ihrer Potenzreihe. 
Man wihle ein System unabhingiger Formen (etwa gegeben als Polynome 
in G,, G,). Zur Berechnung der 4,,(n) braucht man nach den Grund- 
gleichungen die Potenzreihen bis zum Exponenten »(x —1) und findet 
dann durch Auflésen linearer Gleichungen die doa (n). Hat auch nur eine 
dieser A(n) lauter verschiedene charakteristische Wurzeln, so folgt bereits, 
da8 alle Wurzeln von B(t) verschieden, alle v;= 1 sind. Da weiter 
die /,,(t) Spitzenformen sind, braucht man nur die 4,,(n) fiir 
n =< x-—1, und wegen der Multiplikationsregel sogar nur fiir die Prim- 
zahlen n = *—1 so zu berechnen, um den Ausdrack der foo (t) als 
Polynome in G,, G, und damit auch die x — 1 Matrizen B’ zu kennen- 
Die Bestimmung der Vielfachheiten der charakteristischen Wurzeln der 
Matrix B(t) ist dann durch die elementare Theorie der algebraischen 
Gleichungen zu leisten, insbesondere gilt 

Satz 30. Notwendig und hinreichend fiir die Reduzierbarkeit von B(r) 
auf reine Diagonalform ist, daB die Diskriminante der charakteristischen 
Gleichung der Matrix S x,B" nicht identisch in den zx, verschwindet. 

Zur Reduktion selbst wird dann im allgemeinen die Adjunktion von 
bestimmten numerischen Irrationalitéten notwendig sein. Fir k < 34, 
wo x—1 =< 2, zeigt nun die Rechnung, da8 die Reduktion auf Diagonal- 
form méglich ist. Es treten dabei iibrigens schon sehr groBe Zahien auf. 
Speziell sind bei k = 24 in der durch 4-G,,, 4? erzeugten Schar zwei 
Reihen mit Euler-Produkt enthalten, und in deren Koeffizienten tritt die 
reelle quadratische Zahl YD auf, wo D die Primzahl 144169 ist. 


Hamburg, 28. September 1936. 


(Eingegangen am 28. 9. 1936.) 


Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen 
durch ihre Funktionalgleichung. 


Von 


Poul W. Marke in Kopenhagen. 





§ 1. 
Einleitung. 


In der analytischen Zahlentheorie, z. B. in der Theorie der Riemann- 
schen Zetafunktion, hat es sich gezeigt, welch groBe Bedeutung es fiir 
das Studium einer Dirichletschen Reihe hat, wenn die Reihe einer Funk- 
tionalgleichung geniigt. 

Es liegt deswegen nahe zu untersuchen, inwiefern die Dirichletsche 
Reihe durch die Funktionalgleichung charakterisiert ist, d.h. wir fragen 
uns, ob sie eindeutig bestimmt ist. Wenn das nicht der Fall ist, so 
wiinschen wir einerseits zu wissen, wieviel Dirichletsche Reihen die 
Gleichung als Lésung hat, und andererseits, welche Zusatzforderungen 
man aufstellen mu8, um die Reihe eindeutig zu charakterisieren. 

Fiir die Riemannsche Zetafunktion und fiir die Z-Reihen ist dieses 
Problem von Herrn Hamburger") untersucht worden, und er hat gezeigt, 
daB die Zetafunktion und ebenso die Schar der L-Reihen eindeutig durch 
ihre Funktionalgleichungen charakterisiert sind. 

Bei ihm hatte die Funktionalgleichung aber die Gestalt 

s—1 
2 2 
@) 'r($)-200=«-(f)* rz) E —on 
wihrend wir sie in vorliegender Arbeit in der Form 


1 


(7) retesn=w(%) “ra-9La—269 


annehmen wollen, die durch Ersetzen von s durch 28 entsteht. Die 
Reihen, die der ersten Funktionalgleichung geniigen, sind diejenigen 
Lésungen der zweiten, die in Dirichletsche Reihen entwickelbar sind 
mit Koeffizienten a, = 0, wenn mn keine Quadratzahl ist. Der Ham- 





1) H. Hamburger, Uber die Riemannsche Funktionalgleichung der Zetafunk- 
tion. Erste Mitteilung. Math. Zeitschr. 10 (1921). Zweite Mitteilung. Math. 
Zeitschr. 11 (1921). Dritte Mitteilung. Math. Zeitschr. 18 (1922). 
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burgersche Satz sagt also nichts iiber die Lésungen der zweiten Form der 
Funktionalgleichung aus. 

Weitere Untersuchungen sind von Herrn Hecke*) gemacht worden. 
Er hat gewisse Zusatzforderungen aufgestellt und dann die genaue An- 
zahl der linear unabhangigen Lésungen einer Funktionalgleichung der 
Gestalt 

R(s) = y R(k — 8) 
bestimmt, wobei ‘ 
4 


R(s) = (+) “T(s) os) 
gesetzt ist, und g(s) in eine Dirichletsche Reihe entwickelbgr sein soll. 
Hierbei sind A und k beliebige, aber feste, positive GréBen, und y ist 
entweder + 1 oder — l. 

Einige Funktionalgleichungen, wie z. B. die der Z-Reihen, haben eine 
Form, die nicht so einfach ist. Deswegen betrachtet man in solchen 
Fallen nicht diese Funktionalgleichungen selber. Man spaltet vielmehr 
die Reihen in Restklassen auf: 

ayn 
n = b (mod g) 
und untersucht nun die so entstandenen einzelnen Reihen. Es zeigt sich, 
da8 diese Restklassenreihen einem System von Funktionalgleichungen ge- 
niigen, aus denen man die Funktionalgleichungen der L-Reihen selber 
herleiten kann. Mit Hilfe dieser Aufspaltung werden ja auch die Funk- 
tionalgleichungen tatsichlich bewiesen. 
Diese Betrachtuny gibt uns eine neue Problemstellung’): 
Gegeben sei ein System von N Funktionalgleichungen 


(1) R, (k — s) = Eo, R, (8) (r = 1, 2,..., N), 
wobei 4 
R,(s) = (72) * F() 9, (6). 


A und k sind beliebig gegebene feste positive GréBen. Ferner seien 
eine natiirliche Zahl g und N ganze rationale Zahlen 6,, b,, ..., by gegeben. 

Von den Funktionen 9, (s) fordern wir nun: 

I. gp, (s) eoll vom Typus & sein; d.h. (s — k) g, (s) soll eine ganze 
Funktion endlichen Geschlechtes sein; 

Il. Die Funktionen g,(s) sollen den Funktionalgleichungen (1) ge- 
niigen; 


2) E. Hecke, Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen durch ihre Funk- 
tionalgleichung, Math. Annalen 112 (1936). 
3) Vgl. die in FuBnote *) zitierte Arbeit, S. 689 ff. 


Bestimmung Dirichletsche: Reihen durch Funktionalgleichung. 31 

Ill. , (s) soll in eine Dirichletsche Reihe 
(2) er(s)= LF ayn 

n = b, (mod q) 
entwickelbar sein, in der nur die Zahlen n der Restklasse b, modulo q 
vorkommen. Die Reihen sollen irgendwo konvergieren. 

Wenn dann die Matrix © = (c,,) und die Zahlen A, k, N, q und 
b,,...,5y gegeben sind, soll untersucht werden, wie viele wesentlich 
verschiedene Funktionensysteme {g, (s)} es gibt, die diesen Forderungen 
geniigen. 

Da sich das Interesse auf den Fall konzentriert, wo die Funktionen 
g, (s) linear unabhangig sind, nehmen wir noch als Voraussetzung hinzu: 

IV. €* = Eivheitsmatrix £. 

Es wird dann nach der Anzahl der linear unabhingigen Lésungs- 
systeme (9, (8)} gefragt. 

Unsere Methode zur Bestimmung dieser Anzahl beruht auf einem 
Ubergang von ,,Dirichletschen Reihen mit Funktionalgleichungen“ zu 
,»,Modulformen“. Fiir 4 = q kénnen wir unter den Voraussetzungen I bis IV 
die ganze Problemstellung in ein Problem aus der Theorie der Modul- 
formen iiberfiihren. Diese Méglichkeit besteht aber nicht immer, und 
auf Seite 33 werden wir sehen, daB es fiir 4 = 2q notwendig scheint, 
noch eine weitere Voraussetzung zu machen. 

Wir ordnen den Funktionen gy, (s) die eindeutig durch sie bestimmten 
Potenzreihen 


nt 


(3) f-(t)=Mo,+ ae”? 


n= b, (9) 
zu, wobei 


M=(F) "TO, c= Zerpty 
a, = Residuum von 9, (s) bei s = k. 
Das konstante Glied M-o, ist das Residuum von R, (s) bei s = 0. 
Die Funktionen /, (t) sind 
(4) regular im Inneren der oberen Halbebene und 
regular bei t= 1 oo, gemessen in a. *, 
Der Ubergang von den Dirichletschen Reihen zu den Potenzrcihen 
ist durch die folgenden Formeln gegeben: 


G+i@ 
: 1 R, (8) 
h(i) = st, | ast Me, 


6—ia 





R, (s) = { #—"(f, (it) — Mo,) dt. 


0 
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Durch diese Formeln ergibt sich, daB die Funktionalgleichungen der 
Dirichletschen Reihen mit den Funktionalgleichungen der Potenzreihen 


A) g 


(—ir)* 7" a tp (t) 


p=1 


(5) 





aquivalent sind. 


AuBerdem verhalten sich die Funktionen ziemlich einfach gegeniiber 
der Substitution 


A 
T, = a 
Es gilt namlich 
(6) fe(t +=) = ete (#) + Mo, (1 —&9), 
wobei 
bp 
2ni— 
&mwe ¢, 


Die Forderung, daB 9, (s) eine Konvergenzhalbebene haben soll, be- 
deutet, daB a, nicht starker als eine Potenz von nm wachsen darf. Sie 
ist gleichwertig mit den Eigenschaften (4) und der folgenden Abschatzung: 
Bei Annaherung von t an die reelle Achse ist mit einem gewissen kon- 
stanten K 


(7) f,(u+iv) =O(v-*) fir v0 
gleichmaBig fiir alle reellen u, mit v > 0. 


Haben wir umgekehrt ein System von N Funktionen /,(t) der 
Form (3), die die Bedingungen (4), (5), (6) und (7) erfiillen, so sind die 
mit den Koeffizienten ay’ gebildeten Dirichletschen Reihen Lésungen des 


urspriinglichen Problems, d. h. sie erfiillen die Forderungen I bis III. 

Durch (5) und (6) haben wir eine Aussage erhalten iiber das Ver- 
halten der Funktionen /,(t) bei den Substitutionen der unendlichen 
Gruppe, die durch die Substitutionen 


2 
i= und Bett. 


erzeugt wird. Es ist also klar, da8 diese Gruppe eine groBe Rolle fiir 
unsere Untersuchungen spielen wird. 


Herr Hecke hat in seiner Arbeit den Fall 4 = gq behandelt. Die 
folgenden Untersuchungen iiber den Fall 4 = 2q habe ich auf seine An- 
regung hin durchgefiihrt. Ich bin ihm fiir seine wertvollen Ratschlige 
sehr dankbar. 
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§ 2. 
A= 2q. 
Die Gruppe, die fiir uns hier in Frage kommt, wird durch die Sub- 
stitutionen l 
™Z=-—— und t1=1t+2 


Tt 


erzeugt. Wir bezeichnen sie mit [,. Innerhalb der vollen Modulgruppe 
ist [, durch die Forderung 


(8) (Sher. falls a+f+y+6 = 0 (mod 2), 


als Kongruenzuntergruppe charakterisiert. 

[, hat im Fundamentalbereich zwei nicht aquivalente Spitzen und 
keine inneren Fixpunkte auBer t = i und den damit dquivalenten. Diese 
zwei Eigenschaften bewirken, da8 einige Untersuchungen, die fiir 4 = q 
beinahe trivial waren, hier nicht durchgefiihrt werden kénnen. Es sind 
dies die folgenden: 

1. Fir 4 = q konnte man unmittelbar die Substitution 

, —1 

T= +1 
betrachten; sie ist elliptisch von der Ordnung 3. Daraus ergab sich ein 
Satz iiber die Residuen, namlich 
(9) e,(1—e,) =0 fiir alle r. 

Die Méglichkeit, einen solchen Satz mit Hilfe von Fixpunkten zu 
beweisen, besteht fiir uns jetzt nicht mehr. Andererseits benédtigen wir 
den Satz (9), damit wir iiberhaupt auf Modulformen kommen, und wir 
miissen deswegen eine mit (9) aquivalente Voraussetzung machen: 

V. Falls 6, +0 (mod q), soll 0, = 0 sein. 

Diese Forderung bedeutet, da8B R,(s) (vgl. 8. 30) nur dann einen Pol 
in s = 0 haben darf, wenn g,(s) zu der Restklasse 0 gebért; entsprechend 
hat die Exponentialreihe fir /,(t) nur in diesem Fall ein konstantes 
Glied. Sonst hat f,(r) eine Nullstelle in + = 1 ow. 

Beziiglich der Frage, ob unser urspriingliches Problem (I bis IV) endlich 
oder unendlich viele Lésungen hat, ist diese neue Voraussetzung unerheb- 
lich, da die Residuensysteme der R-Funktionen eine N-dimensionale Schar 
bilden. Wir wahlen n Lésungssysteme 


(OP (s)}, ..., (PP (8) n=sN, 
so daB die Residuensysteme der entsprechenden {R,” (s)}, i=1,..., , bei 


s = 0 eine Basis fiir die Menge der méglichen Systeme bilden. Jede 
Lésung unseres Problems hat dann die Form 


vr(s) = Ba ©, (3) + (8), 


Mathematische Annalen. 114. 3 
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wobei {g,(s)} ein System ist, das auch der Voraussetzung V geniigt. Fiir 
jedes System (g,(s)} bekommen wir in dieser Weise » Lésungssysteme 
unseres Problems, und die Endlichkeitsfrage ist also davon unabhangig, ob 
wir die Voraussetzung V machen oder nicht. 

2. Wenn die Voraussetzung V erfiillt ist, fallt in der Gleichung (6) 
das konstante Glied weg, und im Falle 4 = g war es dann klar, daB die 
Funktionen /,(t) in allen rationalen Punkten regulire Funktionen der 
Ortevariablen waren; denn alle rationalen Punkte waren Aquivalent. Fiir 
A = 2q ist die Sache nicht mehr so einfach, weil wir mehrere indquivalente 
Spitzen haben. Wenn aber unsere Funktionen, wie unten beschrieben, 
durch Division mit #,(t) normiert werden, zeigt es sich, daB alle die 
Funktionen, die uns hier interessieren, gegentiber einem Normalteiler von 
endlichem Index aus I, invariant bleiben. Wenn dies der Fall ist, folgt 
aus (7), daB die Funktionen in den Ortsvariablen regular sind, abgesehen 
von einigen Polen in den Spitzen, wo der Nenner eine Nullstelle hat; die 
Multiplizitét eines solchen Poles ist héchstens so groB wie die Multiplizitat 
der entsprechenden Nullstelle des Nenners‘). 

Wir normieren jetzt unsere Funktionen, indem wir durch eine passende 
Potenz von @,(t) dividieren. Dadurch gelingt es uns, die Schwierigkeiten, 
die aus der beliebigen, reellen Dimension entstehen, zu beseitigen. Statt 
/-(t) betrachten wir also die Funktionen 


— /+(2) 
F,(t) = BBE (e)’ 
wobei 
8,(t) = Teens, 
Durch einfache Betrachtung von log #,(t) sieht man, daB diese 
Normierung fiir alle reellen & verwendbar ist, und daS die Formelin (5) und 
(6) die folgende Gestalt annehmen: 


F,(t + 2) = ¢, F,(t), 
F,(—=) = E ery F y(t) 


Hierbei sind die F,(t) in den Ortsvariablen iiberall reguliare Funk- 
tionen, bis auf die Pole, die von den Nullstellen von #,(t) herriihren. 

Die Gruppe der Modulsubstitutionen aus [, kann man auf die Gruppe G 
abbilden, die von den Matrizen € und U erzeugt wird, wobei 


0 fir r+p 


U = (4,, &); 6,5 = 1 fir r=p' 


*) Vgl. die in FuBnote *) zitierte Arbeit, S. 675 ff. 
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Uns interessieren die Fille, wo © eine endliche Gruppe ist. Dann 
gibt es einen Normalteiler N aus [, mit endlichem Index, so daB die 
Faktorgruppe [,/R mit der Gruppe G 1-isomorph ist, und unsere 
Funktionen werden gegeniiber diesem Normalteiler invariant bleiben. 

Da es zu einem solchen Normalteiler nur endlich viele linear unab- 
hangige Funktionen mit gegebenen Polen gibt, ist es klar, da unser 
Problem in diesem Fall nur endlich viele linear unabhangige Lésungs- 
systeme haben kann. 

Im folgenden werden wir die speziellen Matrizen © und U betrachten, 
die bei den L-Reihen auftreten, fiir die y(— 1) = 1 ist. 

In §3 wird das Verhalten der Thetateilwerte gegeniiber beliebigen 
Substitutionen aus [, ohne Bezugnahme auf die allgemeine Theorie unter- 
sucht®). Dadurch wird gezeigt, daB die Gruppe G endlich ist, und der 
Normalteiler R wird bestimmt. Hiermit ist schon bewiesen, daB die 
Anzahl der Lésungssysteme unseres Problems endlich ist. 

Nach einigen Untersuchungen itiber die Funktionen, die gegeniiber dem 
Normalteiler % invariant bleiben, gehen wir in § 5 zu einer Anwendung 
der Darstellungstheorie tiber, und wir finden fiir Primzablen g = 1 (mod 8) 
eine Formel fiir die Anzahl der linear unabhingigen Léisungssysteme, 
deren Funktionen linear unabhangig sind. 

Die GréBen, die in diese Formel eingehen, werden in § 6 berechnet, 
und in §7 kénnen wir folgendes Hauptresultat formulieren: 

Fiir Primzahlen q = 1 (mod 8) ist die Anzahl der Systeme gleich 

k n k —1 
w= 2(7+45)+[z]- +h 
wenn nur k > 2 (1— 4) ist. Hierbei durchlaujt n simtliche quadratischen 
Reste modulo q. 


§ 3. 
Spezielle Matrizen. 
Jetzt soll unser Problem I bis V mit den speziellen Bedingungen 
a) 65.=r, r=0,1,....¢g—1, 
ni 
» Bb) = 7 Serre, tenet 


p=1 


(10) 


betrachtet werden. Die Indizes r, p sollen nur mod q gerechnet werden. 


5) Im Prinzip ist es schon bekannt. Siehe etwa: Klein-Fricke, Elliptische Modul- 
funktionen. 








36 P. W. Marke. 


Aus b) folgt 
(11) R, (8) = R,_,(8), also 9-(s) = Pq—r(8), 
wie man durch Wiederholung der Sustitution erkennt. Die Matrizen € 
und U haben also nur den Grad N =[£]+1, fiir die Rechnung ist es 


aber angenehm, die Funktionalgleichungen in der Form (10) zu haben. 
Fiir die entsprechenden Potenzreihen gilt dann: 


(12) . (t+2) = C7" f(r) 





t, ( 
mo) ae o te Ot ”” fy (t) 


Um nun die zu beliebigen Substitutionen gehérigen Umsetzungsformeln 
zu finden, betrachten wir ein spezielles System von Reihen, die den 
Funktionalgleichungen geniigen, und die, bis auf (11), linear unabhangig 
sind. Die Formeln, die wir fiir diese Reihen finden, werden dann auch 
fiir alle anderen Systeme, die den Funktionalgleichungen (12) und (13) 
gentigen, gelten, und sie geben uns also die Matrizen der Gruppe 6. 
Unsere speziellen Reihen sind 
(14) Pr (8) = (8,7,9) = 2 2 a2, 
n =r (mod q), n>0 

und die entsprechenden Potenzreihen sind 

ni(ing+r? = 


(15) f(t) = O(t,7,q)= EF 7, 


t= —o 


wo r samtliche Restklassen modulo qg durchliuft. DaB diese Reihen 
wirklich unseren Funktionalgleichungen geniigen, folgt aus einer wohl- 
bekannten Relation aus der Theorie der Thetafunktionen. 


Fiir diese Reihen gelten die Formeln 


(16) b (nt, r,q) = 6 (t,n1,nq), 
(17) 6(t,r,q) = 2 O(nt,b,nq) fiir jede natiirliche Zahl n, 
b= (mod 


und fiir pq gerade: 
(18) O(t + p19) = Ci q" O(t, 7,9). 


Diese Gleichungen in Verbindung mit (13) machen es relativ leicht, 
das Verhalten von #(t,r,q) gegeniiber beliebigen Substitutionen aus I, 
zu bestimmen ‘). 


*) Vgl. E. Hecke, Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen, Math. 
Annalen 97 (1926), S. 224 ff. 
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Die Gruppe T, ist durch die Relation (8) charakterisiert, und diese 
Relation in Verbindung mit der Determinantenbedingung besagt, da8 von 
den Zahlenpaaren («,4) und (8,7) das eine aus zwei geraden, das andere 
aus zwei ungeraden Zahlen bestehen muB. 


Ist 
L=(° > y +0, 
eine Substitution aus I’, so wird 
05° 1) = (5 —seraH" 2) 
- » o(«- 45,6749), 


mod yq 
b=r@ 


und da entweder « oder y gerade ist: 


= »’ eae é(- aaer b, Y q) 





b mod y¢ 
b=r@q 
6 — 
~ yee 2. Slee Pt a 6 (yt + 4,a,yq) 
a mod yq 
baru 
an er - 6 (y t,a,79) - Yx (2,7). 
vq a mod yq 
Dabei bedeutet 
b?— 2ab 24 
yi(asr)= D! exp {ani — Fen ter 
b mod ¥q 


=r@ 
Hier kommt a aber nur modulo q in Frage, was man aus 


yz (a,r + da) = exp {20i=Port Poa vx (0,7) 


ersehen kann. Mit Hilfe von (17) bekommen wir dann: 


(Reon) 


1 
= h,r)- @(r,h, 
potas 15, % )- O(r,h,9) 
und haben jetzt die Umsetzungsformeln gegeniiber beliebigen Substitutionen 
aus T,. 
Um ganzzahlige Dimensionen zu erhalten, dividieren wir durch #, (7), 
und wenn dann 








6 (t, tr, q) = o(so%9) 








3 (tr) 
gesetzt wird, so gelten die a Umsetzungsformeln: 
at+B a e r) 
(19) 0ST ord) = rm Dy) a Olt hg). 


Va rSvhe 
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Dabei bedeutet 
(20) yz (h,r) = exp {ans 2Prh POM yz (0,r—dh), 
(21) w(0.9)= ZF lire pe = ZF C83. 

b mod y¢ b mod y 


:=r@ 

Wie schon friiher bemerkt, wird diese Relation von simtlichen 
Reihen, die unseren Forderungen geniigen, erfiillt werden, wenn wir durch 
Division mit #3* (rt) zur Dimension 0 iibergegangen sind. Die weiteren 
Uberlegungen sind also von der speziellen Wahl unserer Reihen vollstindig 
unabhangig. 

Die Matrizen der Gruppe © sind hierdurch bestimmt. Ebenso wie 
wir aber die Relation (11) im (10) einsetzen miiBten, wenn wir die 
Matrix € finden wollten, so miissen wir auch hier die Relation 

6(t,7,q) = O(t, — 1,9) 
in (19) einsetzen, um die zu der Substitution Z gehérige Matrix zu finden. 
Fiir unsere Zwecke ist aber die Formel (19) bequemer. 

Es fragt sich nun, bei welcher Untergruppe unsere Funktionen 
invariant bleiben. Um eine solche Untergruppe zu finden, werden wir 
nach und nach durch geeignete Forderungen an die Substitutionen die 
Umsetzungsformeln vereinfachen. 

Die erste Forderung ist 

6 = 0 (mod q); 
denn man kann kaum ohne diese Forderung Invarianz erwarten. Jetzt 
kann in (20) statt (0,r— 6h) einfacher (0,r) geschrieben werden, und in 
(19) kénnen einige Faktoren vor das Summenzeichen geschri- den werden. 


Ersetzen wir dann in (19) t durch —+, so bekommen wir 


Br—a y,(0.r) 
6(5 9) mic MM & px (7,6) 6(t, 6,9), 





wobei 





Px (7,6) = i - exp (2.4 2Pre— Foe — 001, 
f saeae q 


Jetzt muB erreicht werden, daB ¢, (r,b) = 0, wenn 6 + + 7 (modg). 
Fiir ungerade g ist £4 durch 2q teilbar, das quadratische Glied 
fallt weg, und g,(r,6) ist 0, wenn 
7B + b (mod 4). 
B muB also = + 1 (mod g) vorausgesetzt werden, und fiir ungerade ¢ 
haben wir dann 


se 0, 
(22) 0(5—,, q) -e 6(t,,9). 
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Ist g gerade, so kénnen die geraden und die ungeraden Restklassen 
fiir sich genommen werden. Beidemale fallt das quadratische Glied weg, 
und g, (7,6) ist 0, wenn 

q 

rB 4b (mod £). 

Falls aber diese Kongruenz erfiillt ist, so wird 
1 .2fr—2b—Bs 
px (7,6) = > [2 + exp (20 2P— Be 04) 

Daraus folgt, daB wir fordern miissen 

B = +1 (mod 9) 

6 = 0 (mod 249), 

und wenn das erfiillt ist, gilt auch hier (22). 

Das doppelte Vorzeichen hat keine wirkliche Bedeutung; denn wir 
kénnen das Vorzeichen fiir simtliche GréBen a,f,y,5 wechseln. 

Des weiteren darf py, (0,r) nicht von r abhingen. Da aber 

YL (0, ”) = org * YL (0, 0), 
muB 2q in ay aufgehen. Fiir ungerade gq ist das erfillt, wenn 


a = 0 (mod q), 
wihrend die Forderung fiir gerade q notwendig 
a = 0 (mod 2q) 


lauten mu8. Diese Bedingungen sind auch hinreichend. 

Wir fiithren jetzt die folgenden Gruppenbezeichnungen ein: 

Mit ['(q) bezeichnen wir die Hauptkongruenzuntergruppe q-ter Stufe 
innerhalb der Modulgruppe ['(1). Sie ist durch die Forderung 


(23) ()=(03) mea 


charakterisiert. Wenn g gerade ist, sieht man, da8 I (g) cT,. 
Mit T’,(q) bezeichnen wir die I (g) entsprechende Untergruppe aus T,. 
Sie ist durch die Forderung (23) in Verbindung mit (8) charakterisiert. 


Wenn q gerade ist, gilt I (g) = I’, (g). 
Weiter brauchen wir spiter die Eigenschaft, daB die beiden Faktor- 
gruppen I'(1)/f(g) und ’,/I',(g) 1-isomorph sind, wenn q ungerade ist. 
Fir Substitutionen, die fiir ungerade q zu der Gruppe I, (q), fir 
gerade q zu der Gruppe I (2q) gehéren, gilt also 


(24) o(2=t4 +4) = <r O(E, 7, g) = C1(Q)O(*, #9) 
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Dabei bedeutet 
(25) i ie To 


Die GauBechen sine kénnen in gewéhniicher Weise -ausgerechnet 
werden, und man findet dann 


C1 (a) = (4). 


Das gilt fiir gerade g; es gilt auch fiir ungerade g, wenn gleich- 
zeitig 5 ungerade ist. Wenn 4 gerade ist, schreiben wir 5 = 2”6,, wo 
6, ungerade ist; fiir gerade » ist dann 

Cx (a) = ($)oe-9°%, 

wahrend fiir ungerade » gilt 
q\1+i 4 
Cz (9) = (4) ae 

In folgender Tabelle geben wir fiir g=j(mod8) die Unter- 
gruppe G,(q) an, fir die C,(g) = 1 ist. 

q = 0(mod 8), r (24), 

q = 1 (mod 8), Pr; (9), 

q = 2(mod 8), Untergruppe von [ (2q) mit 6 = + 1 (mod 8), 


(26) 1= 3 (mod 8), * » I (2q) ,, &=1(mod 4), 
q = 4(mod 8), lr (24), 
q = 5 (mod 8), Pr (249), 
q =6(mod 8), Untergruppe von ['(2q) mit d= 1 oder 3(mod 8), 


=7(mod8),  ,, » T(2q) ,, 8=1(mod 4). 


Gegeniiber diesen Gruppen sind also unsere Funktionen invariant. 

Jetzt haben wir das erste Hauptresultat erreicht. Es ist nimlich 
jetzt klar, da8 diese Gruppen Normalteiler von endlichem Index von I, 
sind. Es gilt also (vgl. 8. 35): 

Erster Hauptsatz: Die Funktionalgleichungen (10) haben nur endlich- 
viele linear unabhdngige Lésungssysteme |g) (s)}, deren Funktionen oP (s) 
mit r=1,2,...,q bis auf (11) linear unabhingig sind und I bis V 

§ 4. 
Einige Anzahibestimmungen. 


Die Funktionen 6(t, 1, q), die Lésungen unseres Problems sein 
kénnen, miissen also Funktionen sein, die zu den Gruppen (26) gehéren. 
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Die Fundamentalbereiche dieser Gruppen kénnen als Riemannsche 
Flachen betrachtet werden, und unsere Funktionen sind auf diesen 
Flachen eindeutig und, bis auf die Singularitéten, die von den Null- 
stellen von #2*(r) herriihren, iiberall regular. Die Menge der Funktionen, 
die diese Bedingungen erfiillen, bildet einen Modul Mt"). Unter der 
Dimension dieses Moduls verstehen wir die Anzahl linear unabhingiger 
Funktionen in diesem Modul. Durch Verwendung des Riemann- 
Rochschen Satzes kénnen wir die Dimension bestimmen und haben da- 
durch einen gewissen Uberblick iiber die Menge der in Betracht kom- 
menden Funktionen bekommen. 

Die verschiedenen GréBen, die fiir den Modul charakteristisch sind, 
werden wir fiir g =%(mod8) so bezeichnen: 


4, (q) = Index der Gruppe innerhalb I,; 

pi(q) = Geschlecht der Riemannschen Fiache; 

m,(q) = maximal mégliche Anzahl! der Singularitéten im Fundamental- 
bereich, in den Ortsvariablen gemessen; 

D,(q) = Dimension des Moduls. 


Fir die Hauptkongruenzuntergruppen sind die Indexbestimmungen 
innerhalh der vollen Modulgruppe durchgeftihrt worden mit dem Resultat 


4) =+¢ Te - 5), 


wobei p samtliche Primzahlen, die in gq aufgehen, durchlauft. Dieses 
Resultat kénnen wir hier benutzen. Der Index einer Gruppe, die durch 
Zusatzforderungen definiert ist, wird dadurch gefunden, da8 wir einen 
geeigneten Gruppencharakter einfiihren und dadurch die Gruppe als 
Normalteiler innerhalb der Hauptkongruenzuntergruppe charakterisieren; 
die Anzah! der Elemente der Faktorgruppe la8t sich dann leicht be- 
stimmen. 

Die Bemerkungen auf 8.39 geben uns die Méglichkeit, die Indizes 
der Gruppen I, (q) zu finden. 

Die Riemannschen Flachen werden durch die Fundamentalbereiche 
von [, trianguliert, und die Geschlechtsbestimmungen kénnen also mit 
Hilfe der Eulerschen Polyederformel durchgefiihrt werden. 


Als Fundamentaldreieck benutzen wir die Hialfte des Fundamental- 
bereiches von [,. Keiner von den mit t = 1% Aquivalenten Punkten ist 


7) Umgekehrt sieht man leicht, da8 simtliche Funktionen dieses Moduls (7) 
geniigen. Vg). E. Hecke, Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen durch ihre 
Funktionalgleichung, Math. Annalen 112 (1936), 8.677 und 686. 
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Fixpunkt fiir unsere Gruppen. Die rationalen Spitzen werden in zwei 
Scharen geteilt, je nachdem ob sie mit t=io oder t= —1 
(modulo [,) aquivalent sind. Da, wie schon auf Seite 35 gesagt, alle 
unsere Gruppen Normalteiler von F, sind, brauchen wir von jeder Schar 
nur einen Reprisentanten zu betrachten. Wir bezeichnen mit 2n.. 
bzw. 2m_, die Anzahl der Halbdreiecke, die in der Spitze i o bzw. —1 
zusammenstoBen und nach der Untergruppe inaquivalent sind. Dann ist 
das Geschlecht: 


p14 8-H +25) 


Wir bekommen hierdurch die Tabelle: 





i n,Q) ei, P, (9) 





Ho(Q) 3 #0 (9) 
q | 29 +7 


q q 1+ nig) n fa) 


Ma(q) 5 49(¢) 
q | 49 nie wie 2 
8q 


He(@) — 3 wg (9) 
Ed. oe eee 


sg) 345 (9) 
q | 2q ide: hada 


. 2¢ I] (1-5) q | 49 2+ ai2 _ Seip 
) 
q | 49 1+ Meo) _ Seal) 
q | 49 1+ Af _ Seale 























In jedem Punkte vom Typus —1 modulol, hat #,(t) eine Null- 
stelle der Ordnung $ gemessen in e**‘”“, und unsere Funktionen F, (t) 
(vgl. Seite 34) kénnen keine anderen Singularitaéten haben als diejenigen, 
welche von diesen Nullstellen herriihren. In allen Punkten vom 
Typus — 1 haben wir als Ortsvariable 


221 Ll 
s ™=s, 
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und da F,(r) eine Funktion dieser Variablen ist, mu8 die Ordnung der 
Nullstelle in dieser Variablen gemessen eine ganze Zahl sein. Die maxi- 
male Polordnung in jeder Spitze dieser Art wird deswegen 


Fy 


My (g) [ k ni ] 


m,(q) = i 





sein und im ganzen also 





betragen. 


Die Dimension des Moduls ist dann nach dem Riemann-Rochschen 
Satze 


(27) D,(q) = ™, (q) — pe (g) + 1 +04 (Q). 

Dabei bezeichnet w,(g) die Anzahl der linear unabhingigen Abel- 
schen Differentiale auf der Riemannschen Flache, die in samtlichen 
m,(q) Punkten Nullstellen haben. a,(q) ist = 0, falls m,(g) gréBer als 
2, (q) — 2 ist. 

In § 5 werden wir fiir spezielle g die Verhiltnisse innerhalb dieses 
Moduls mit Hilfe der Darstellungstheorie genauer untersuchen. 

Etwas genauer kénnen wir unsere Funktionen dadurch festlegen, da8 
wir nicht nur verlangen, da8 sie Mt angehéren sollen, sondern auch an- 
nehmen, daB sie bei Anwendung der Substitution 

OU: t1=t+2 
sich nur um eine qg-te Einheitswurzel andern. 

Die Fragestellung ist also: Wieviel linear unabhangige Funktionen 
gibt es in M, die bei Anwendung von U mit einer bestimmten q-ten 
Einheitewurzel multipliziert werden ? 

Der Quotient zweier solcher Funktionen ist invariant gegeniiber 
einer Gruppe, G7? (q), die umfassender ist als G,(q), da sie auch die Sub- 
stitution U enthalt. Die Funktionen, die gegentiber Gf(q) invariant 
bleiben, bilden ein Modul M*, und auch fiir diesen Modul kénnen wir 
die Dimension bestimmen. 

Die Funktionen sollen bei Anwendung von U mit einer bestimmten 
q-ten Einheitswurzel multipliziert werden; daher muB die g-te Potenz in- 
variant bleiben. Die Funktion selbst: besitzt also eine Entwicklung der 
Form 


(28) f(t) = Lane, tev, 
und es gilt 
fa(t) = 2 bq tt" = (2 a_i"). 
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Hieraus folgt aber, daB alle diejenigen n, fiir die in (28) das a, + 0 
ist, in dieselbe Restklasse modulo g gehéren. 

Um die Dimensionsbestimmungen durchfiihren zu kénnen, miissen 
wir auch fiir diese Gruppen den Index u?(qg) und das Geschlecht p? (q) 
finden. 


Die Indexbestimmungen sind leicht; denn wenn die Substitutionen mit 
a £B 
( s) 


bezeichnet werden, so ist entweder 


B 
ail 22i— 
e ¢ oder e 2 


ein Gruppencharakter und kennzeichnet ©,(q) innerhalb G?(q) als Nor- 
malteiler vom Index g. Also ist 


ut (g) = = Hs (a). 


Die Geschlechtsbestimmungen sind nicht ganz so einfach wie friiher, 
weil unsere Gruppen nicht Normalteiler innerhalb [, sind. Wir miissen 
deshalb jede Spitze fiir sich betrachten. 


Eine Substitution mit dem Fixpunkt = ist von der Form 


l—nars nr’ 
(29) ( —ns* ttnee) 
und die Frage ist, wann diese Substitution in G?(q) enthalten ist. Diese 
Untersuchungen werden wir hier nur fiir prime q durchfiihren. 

Wenn g nicht in s aufgeht, so ist die Substitution nur dann in 
G?(q) enthalten, wenn sie auch in G,(q) liegt. Es sind also nur die 
Spitzen mit g/s, die sich anders verhalten kénnen, und nur in diesen 
Spitzen bekommen wir neue Ortsvariablen. 

Fir Primzahlen g = 1 (mod 8) gibt es g— 1 iniéquivalente Spitzen 
mit g/s. Fir diese Spitzen ist m = 1, wihrend alle anderen Spitzen 
n==4q haben. Eine leichte Abzihlung ergibt, daB es insgesamt 2 (g — 1) 
indquivalente Spitzen gibt. Das Geschlecht wird dann 


—1)(q—7 
Ps (g) = 1+ 4a?) 
In ganz ahnlicher Weise findet man 
—Il)(q—4 
Ps (q) = 14+ 4-9, 
—Il)(¢—5 
ps(q) = 1+ 2-9), 
—I1)(q—4 
Py (gq) = 1 + 4) 
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Jetzt miissen wir die maximale Polanzahl m,(q) bestimmen. Das 
werden wir nur fiir Primzahlen g=1 (mod 8) durchfiihren; die Rech- 
nungen sind aber in den anderen Fallen ganz analog. Wir betrachten 
den Quotienten at 

Tt 
H(t) = oy 
zweier unserer Funktionen. 

Die Pole von H(t) sind entweder Pole von F(r) oder Nullstellen 
von G(r), und die Pole von F(t) und G(r) liegen alle in den Punkten, 
die modulo [, mit —1 dquivalent sind; wir nennen sie die Punkte des 
Typus — l. 

Die Nullstellen der Funktionen kénnen nicht ganz beliebig verteilt 
sein. Denn eine Funktion F(t) kann sich bei der Substitution U nur 
dann mit dem Faktor 


anit 
q 


multiplizieren, wenn sie die Form 
abt > mint 
q. P a, 
n=—p 
hat. Wenn wir also vorliufig die Pole und Nullstellen ganzer Ordnung 
nicht beriicksichtigen, mu8 F(t) in der Ortsvariablen e*‘* gemessen eine 
Nullstelle der Multiplizitat 


e 


B 


q 
haben, falls 8 <q gewahlt wird. Da sowohl Zahler als Nenner denselben 
Faktor bekommen sollen, werden sie beide diese Nullstelle haben, und 
derartige Nullstellen geben also keine Pole. 

Auch in den anderen Spitzen, wo wir neue Ortsvariablen bekommen, 
miissen unsere Funktionen gewisse Nullstellen gebrochener Ordnung haben. 
Wir betrachten eine Spitze = mit qg/s. Diejenige Transformation, die 
hier U entspricht, ist fiir passende n 

(' +nrs nr 
—ns l—nrs ) i 

Diese Substitution kénnen wir modulo ©, (gq) reduzieren und finden, 
da8 sie mit einer Potenz von U fdquivalent ist. Dadurch ist die Ein- 
heitswurzel bestimmt, und wir erhalten unmittelbar die Multiplizitat. 

Fiir g = 1 (mod 8) haben wir in den Punkten 


s=q, r =i, 2, 3,...q—1 
ein Reprisentantensystem solcher Spitzen. 
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Fir die Punkte des Typus o (fiir die also entweder r oder s gerade 
ist, in diesem Falle r) ist » = 2 zu setzen, und die Transformation ist 
mit U" dquivalent. Die Einheitswurzel ist also 


2248 
e c, 


Wir haben demnach eine Nullstelle der Multiplizitat 


*) R(6=), 
wobei 
R(z) = z — [z]. 


Fiir ungerade r ist » = 1, und die Transformation ist mit Ut” +” 
aquivalent. Die Nullstelle hat also dic Multiplizitat 
e+¢ 
(**) R( 2q ) 
Wenn r samtliche ungeraden Zahlen <q durchlauft, wird r’ simt- 
liche quadratischen Reste modulo g durchlaufen, und da g = 1 (mod 8), 
wird auch “14 simtliche quadratischen Reste modulo q durchlaufen. 


Wenn wir (*) und (**) iiber simtliche Nullstellen dieser Art summieren 
sollen, andero wir also nur die Reihenfolge der Glieder, wenn wir statt (*) 
und (**) 





ia ® 
R (8 ~) 
schreiben, und nun n alle Reste modulo g durchlaufen lassen. 
Jetzt kénnen wir mit der eigentlichen Abzibhlung der Pole von H (rt) 
anfangen. 
Erstens: Wie viele Pole kann F({r) haben? 

Die Pole miissen in den Punkten des Typus — 1 liegen, und wenn 
qts, so kann F(t) in einem solchen Punkt = einen Pol der Ordnung 
kq 
[7] 


haben. Wenn dagegen q/s, so ist die Ordnung des Poles von der Form 





r+q 
i R(B 2q ); 
und diese Polordnung kann héchstens 
7 
Ft 


sein. Also ist 
k r? 
ps[ + R(6G*)) 
Andere Pole kann F(t) nicht haben. 
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Diese Pole sind zwar nicht die Pole von H(z); denn erstens kénnen 
sie von den Polen des Nenners neutralisiert werden, und zweitens kénnen 
die Nullstellen des Nenners zu neuen Polen AnlaB geben. Weil aber der 
Nenner ebenso viele Nullstellen wie Pole hat, werden diese Anderungen 
im groBen und ganzen die Gesamtzahl nicht beeinflussen. Nur die Anzahl 
der Nullstellen des Nenners, die zu keinen Polen AnlaB geben, muB8 be- 
riicksichtigt werden. Diese Anzahl ist gerade die Anzah! der Nullstellen 
gebrochener Ordnung, und diese geben zwar zu keinen Polen AnlaB, 
heben aber in den Punkten des Typus — 1 mit q/s die Nullstellen des 
Zahlers auf, so daB H(t) einen Pol der Ordnung p bekommt. 

Im ganzen liefern die Punkte des Typus — 1, wo q/s, den Beitrag 


miko 
und die Punkte des Typus — 1, wo q/s, liefern den Beitrag 
Slk+ 20 4)) 


Hiervon soll die Anzahl der Nullstellen gebrochener Ordnung des 
Nenners abgezogen werden, und diese Anzahl ist 


2D’ R(6*). 
Wir finden also , 


mio = a] + SUE + ao 2))-2 5 a (62 


n durchlauft alle quadratischen Reste modulo gq. 

Die Nullstellen und Pole des Nenners — und damit auch die er- 
laubten Pole von H(t) — liegen fest, wenn wir immer durch dieselbe 
Funktion dividieren. Es ist also erlaubt, den Riemann-Rochschen Satz 
zu verwenden. Fiir die Dimension des Moduls §* finden wir 


D; () = *5*[*4] 
+ S'[E+R(6F))-22 8 (6G) - SA t+ 


Hier ist w, die Anzahl der linear unabhangigen Abelschen Differen- 
tiale mit den gegebenen Polen als Nullsteilen. 

Es ist klar, daB der Wert von # nur insofern Interesse hat, als wir 
wissen miissen, ob # quadratischer Rest modulo q ist. Im folgenden 
benétigen wir nur den Fall, wo quadratischer Rest ist. Dann gilt 


Dr-%. 
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und also: 

eo B@=*FE]+ D+ F]- Ht +e 
Diese Formel werden wir spiter benutzen. 
Wenn hier 

(31) k>2(1- =), 

so gilt w, = 0. 


§ 5. 
Anwendungen der Darstellungstheorie bei Primzahlen g =! (mod 8). 
Fiir Primzablen g = 1 (mod 8) ist unsere Faktorgruppe [,/T,(g) mit 
der Modulargruppe M(q) l-isomorph. Die irreduziblen Darstellungen der 
Modulargruppe M&(q) sind von Frobenius berechnet worden*), und in 
diesem Fall wird es uns deswegen méglich sein, fiir 


k>2(1-4) 


die genaue Anzahlbestimmung durchzufiihren. Fiir andere k werden wir 
einige Abschitzungen geben kénnen. 
Jetzt werden wir die Darstellungen der Gruppe I(q) betrachten und 
den Zusammenhang mit unserem Problem untersuchen. 
Es gibt insgesamt 
1 
Aas aa +2 


verschiedene irreduzible Darstellungen, und zwar die identische Dar- 
stellung € und die folgenden Darstellungen ©, des Grades n: 
1 Gruppe 6,, 
2 Gruppen G+, und ©)4:, 
2 2 
fj . —5 
1 Gruppen 6. (‘= eae i>), 
—|) , —1 
i Gruppen 6°”, (i ot 1D, nes 1). 
Da unsere Darstellung nicht die identische ist und den Grad i<t 
hat, mu8 sie entweder ©, ,, oder G41 , sein. In beiden Fallen wird én 


Element t+ 1 der ietiipiase eine Matrix mit den charakteristischen 
Wurzeln 

enh 

e qg 


8) Frobenius, Sitzungsber. d. Berl Akad. 1896, 8. 985 ff. 


= 
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zugeordnet. Bei G,,, aber durchlaufen die # die quadratischen Reste 
a 
modulo g, bei G, +, dagegen durchlaufen sie die Nichtreste. 
a 


Bei der Isomorphie ist das entsprechende Element in der Faktor- 
gruppe t+ q+ 1, und es folgt dann, da8 unsere Darstellung ©, ,, sein 
muB. 

Jetzt betrachten wir die Funktionen des Moduls M. Diese Funk- 
tionen sind gegeniiber der Gruppe I, (q) invariant, und auf Seite 43 
haben wir gezeigt, daB dieser Modul eine endliche Basis hat. Die Basis- 
funktionen setzen sich bei beliebigen Substitutionen aus [, linear um; 


sie geben uns also eine Darstellung der Faktorgruppe I,/f,(q). In aus- 
reduzierter Form muB diese Darstellung folgende Gestalt haben: 


(32) S = e-€+2-G6,+ y,-Goir + 99° Gs 
2 4 
+ EF uy Ges + 2% - Gy1. 


Die Aufiésung in irreduzible Darstellungen ist zwar bis auf die 
Reihenfolge eindeutig. Aber die Basisfunktionen sind nicht eindeutig be- 
stimmt; denn die Darstellungen kénnen durch fquivalente Darstellungen 
ersetzt werden Es ist deswegen notwendig zu untersuchen, welche Linear 
kombinationen der Basisvektoren als Lésungen unseres Problems auftreten 
kénnen, und welcher Zusammenhang besteht zwischen den Koeffizienten 
der Gleichung (32) und der Anzahl der Lésungssysteme, wie sie auf 
Seite 31 definiert worden ist. 

Es sei eine Basis so gewahlit, daB die Darstellung ausreduziert ist, 
und die irreduziblen Teile seien 


Dy» Ds +4) Das 


Ist dann {F,(t)} ein Lésungssystem unseres Problems, so gehéren 
die Funktionen F,(t) zu dem Modul M, und sie kénnen also als Linear- 
kombinationen der Basisfunktionen geschrieben werden. Wir spalten jede 
Funktion F,(t) in 

Fy(t) = J pr (t) 


auf, wo p;’ (rt) eine Linearkombination der Basisfunktionen ist, die uns 

die Darstellung D, geben. Wegen der linearen Unabhangigkeit der Basis- 

funktionen miissen sich dann die Funktionen pe (t) linear untereinander 

umsetzen und eine Darstellung ©,+, geben. Das ist aber nur méglich, 
2 


wenn auch die Darstellung D,, von dieser Art ist. 


Mathematische Annalen. 114. 4 
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Falls die Basisfunktionen so gewahlt worden sind, da in den Dar- 
stellungen G,;, gerade nur die von uns betrachteten Matrizen vor- 
2 


kommen, so sieht man leicht, daB notwendig die Funktionen pe? (t), 
6. &, Bice ba mit den Basisfunktionen proportional sein miissen. 


Wir sehen also, daB die Frage nach der Anzahl der Lésungssysteme, 
wie wir sie auf Seite 31 formuliert haben, verniinftig ist, und da8 die 
Anzahl gerade gleich dem Koeffizienten y, in (32) ist. 

Wir miissen also nur noch diesen Koeffizienten bestimmen. 

Durch Betrachtung von Untergruppen gelingt es, die Koeffizienten 
der Gleichung (32) zu bestimmen. Wir wihlen eine Substitution S, die 
nicht in [,(g), wohl aber in [, enthalten ist, und fragen nach den Funk- 
tionen aus dem Modul M, die auch gegeniiber S invariant-bleiben. Diese 
Funktionen bilden einen Modul, und in gewdhnlicher Weise kénnen wir 
die Dimension dieses Moduls bestimmen. Andererseits kénnen wir, wenn 
wir die zu den irreduziblen Darstellungen gebérigen Charaktere kennen, 
auch aus der Gleichung (32) diese Dimension bestimmen. Fiir jede Sub- 
stitution S bekommen wir also eine Gleichung zur Bestimmung der 
Koeffizienten der Gleichung (32). 

Wenn wir mit Darstellungen arbeiten, brauchen wir aus jeder Klasse 
konjugierter Elemente nur einen Reprasentanten zu betrachten. 

Ein vollstandiges System solcher Reprisentanten haben wir fiir unsere 
Faktorgruppe ['/I,(q) in den Substitutionen 

1 q+l ln 
P:(, 4) @(9 i> % umd R. 

Hier soll » ein gerader quadratischer Nichtrest modulo qg sein, und 

R, und R, sollen Substitutionen aus der Faktorgruppe mit den Ord- 


nungen ett bzw. 1 sein. 


Als Substitutionen S werden wir hier nur Potenzen von R, und R, 
betrachten, und zwar nur solche Potenzen 


S= Ri, 

wo a in £11 bw. 1 aufgeht. Die Ordnung von S ist dann 
gil 
2a’ 


und die Dimension des entsprechenden Moduls werden wir mit 


D (tz! 


bezeichnen. 
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Wenn wir jetzt die Abkiirzungen 


Y=y,+%, 
S=Y+22u,+22 4, 
rf ‘ 


einfihren, kann man leicht mit Hilfe der Charaktere zeigen, dab 
D (t+) =e+32+8, 
D(EY) -ete +a, 


D (£>*) =—e+52+Y+28. 


Sind diese Dimensionen in anderer Weise bestimmt worden, so kénnen 
wir hieraus Y, z und S finden; denn e ist die Anzahl der linear unab- 


hingigen Funktionen unter denen, die gegeniiber [, invariant bleiben, 
und nach Riemann-Roch ist also 


e= [=] +1. 
Wenn wir aber y, und y, unterscheiden wollen, miissen wir weitere 
Modulo untersuchen. Hier kénnen wir denselben Modul M* wie auf 
‘Seite 43 betrachten; denn fiir die Anzahl der linear unabhingigen unter 
denjenigen Funktionen, die bei der Transformation rt +- 1 aus der Modular- 
gruppe oder bei der Transformation t+ q+ 1 aus unserer Faktorgruppe 


2x 
mit e ¢ multipliziert werden, finden wir (vgl. (30)) 


S—Y 
D;(q) = = +9,+ —>-- 


Hieraus ergibt sich dann 
° 1 q—1 qg—1 1 q+1 
(33), = Dig) + ¢ D(*-) — D(*-) — g P(4) + 
Zur Bestimmung der Dimensionen miissen wir erst die Geschlechte- 
bestimmungen fiir die Untergruppen durchfithren, und das werden wir in 
dem folgenden Paragraphen tun. 


§ 6. 
Bestimmung des Geschlechtes der Untergruppen. 
Wenn wir eine Substitution S = ¥*, V = R,, der Ordnung 
qil 


=“ 
haben, so werden S und die Elemente aus [',(q) eine Gruppe U (g) er- 
zeugen. Die Elemente dieser Gruppe werden alle die Form 
L-8*, LeTl,(q), 
4° 
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haben; denn I’, (q) ist Normalteiler innerhalb [', und ist also mit S ver- 
tauschbar. 


Die Indexbestimmung ist leicht, denn die Gruppe wird durch I, (g) 
in g Nebengruppen aufgespaltet, und es ist also 


# (9) = = (9). 


Die Geschlechtsbestimmungen dagegen sind ziemlich schwierig. Der 
Fundamentalbereich wird durch die Fundamentalbereiche von I, trian- 
guliert. Wir benutzen dieselbe Einteilung wie auf Seite 41. Die Fix- 
punkte machen uns aber gewisse Schwierigkeiten. Weil die Ordnung der 
Substitution S zu q prim ist, miissen die rationalen Spitzen sich genau 
so verhalten wie bei [',(g). Es sind also nur die Spitzen aus K() — 1), 
die wir untersuchen miissen. 


Wenn die Anzahl der nach U(g) indquivalenten Fixpunkte dieser Art 
mit » bezeichnet wird, ist das Geschlecht 


fe ¢g?—l v 
p(g) =1+ S—* q@—4)—- 2. 
Jetzt werden wir die Menge der Fixpunkte « aus K(¥— 1) unter- 


suchen*). Es sei: 
(*) L-S* (a) = a; 


dann ist 
(L-Syp= +8. 

Die Substitution S?* muB also zu [,(q) gehdren. [,(q) hat aber 
keine Fixpunkte aus K(¥—1), deshalb folgt S*¢I,(g). Dies ist nur 
méglich, wenn g gerade ist, und n ist also gleich q. 

Wir haben also gesehen, daB » = 0, wenn g ungerade ist. Wenn g 
gerade ist, so ist » die Anzahl der nach U(g) indquivalenten Fixpunkte 
der Substitutionen 

1 
L-s?’, LeT,(q). 

Fiir diese Zahl wird sich der Wert 2a ergeben. 

Die Punkte, die als Fixpunkte auftreten kénnen, miissen nach I, 
mit rt = 4 aquivalent sein, d. h. sie miissen die Form 


ai+b (3 Per, 





c++’ ec d 

haben. Wir schreiben 
a, =ai+b, 
a, =cti+d, 


%) Vgl. E. Hecke, Uber cin Fundamentalproblem aus der Theorie der ellip- 
tischen Modulfunktionen, Hamb. Abh. 6 (1928), S. 243 ff. 
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und es ist 


(e*) ab 


cd 


Die Koeffizienten der Substitution L-S%% werden dadurch fest- 
gelegt, daB 








=1, dh. A(a@,, a,) = a,a,—a,a, = 24. 


L-St* = St (mod 9). 
Die Relation (*) bekommt dann bekanntlich die Form 


L-S*? (a, 04) = (Aa, Aa), 
wo der Maltiplikator A die Werte + 1% annehmen kann. 


Die Menge solcher Zahlenpaare («,,a,), welche die Bedingungen (*) 
und (**) erfiillen, soll jetzt untersucht werden. 

Zwei Zahlenpaare, («,,«,) und (f,,8,), die durch eine Substitution 
aus [',(g) imeinander iiberfiihrt werden kénnen, nennen wir dquivalent. 
Wenn A(a..a,) = 4(f,,8,) = 2%, dann ist die notwendige und hin- 
reichende Bedeutung hierfiir, da8 


a, = B, (mod q), 


a, = B, (mod q) 
und auBerdem entweder 

a, = B, (mod 2), 

a, = B, (mod 2) 
oder 

a, = B, (mod 2), 

a, = , (mod 2). 


Bei Anderungen innerhalb der Klasse bleibt 4(f,,f,) modulo 4q 
ungeandert, und wenn nur 4 (f,, 8,) = 24 (mod 4q), so gibt es in der- 
selben Klasse ein Zahlenpaar (y,, y,) mit A (y,, y,) = 2%. 

Es sei nun « ein Fixpunkt; dann liegt ste (a,, %) und (Aa,, Aa,) in 
derselben Klasse, und diese Klasse hat 


A = 2% (mod 449). 


Wenn umgekehrt St’ (f,,8,) und (4f,, 4f,) in derselben Klasse liegen, 
und diese Klasse 4 = 21 (mod 4q) hat, so gibt es in dieser Klasse ein 
Zahlenpaar (y,,7,) mit der Determinante = 2%, und St (y,, Y,) wird 
dann nach I, (g) mit (Ay,, Ay,) aquivalent sein, d. h. y wird ein Fix- 
punkt sein. 
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Hieraus folgt aber, da8 wir nur die Anzahl der Klassen abzuzahlen 
brauchen, welche mit (4f,, 4f,) auch St* (f,, 8,) enthalten, und fiir die 
A = 2% (mod 44), 
wenn wir die Anzahl der Fixpunkte von U (g) innerhalb eines Fundamental- 

bereiches von I, (qg) bestimmen wollen. 
Die Frage ist also: Welche Klassen erfiillen die folgenden Kongruenzen: 
St” (B,, By) = (AB, 4B,) (mod 9), 
A (By By) = 24 (mod 44) 
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und entweder 
St” (B,, B,) = (AB, 4B,) (mod 2) 


St* (f,, B,) = (AB,, 48,) (mod 2). 

Man kann leicht zeigen, daB es Klassen gibt, welche diese Kon- 
gruenzen erfiillen. Es sei (f,, 8,) ein Reprisentant einer solchen Klasse; 
die Lésungen der Kongruenzen sind dann die Klassen von (uf,, “§,), 
wobei « die Forderung 


oder 


uM =1 (mod 29) 
erfiillen soll. Die Anzahl der Klassen ist also die Anzahl der wesentlich 
verschiedenen yu-Werte, d. h. die Anzahl der verschiedenen Restklassen 
modulo g, deren Norm kongruent 1 ist, also 

q- (=) = 2ag. 

Die Kongruenzen kénnen dann immer modulo 2 durch die Wahl 
von # in der Restklasse gelést werden. + und +i geben indessen 
denselben Punkt, und die eigentliche Anzahl der Fixpunkte ist also }ag 
fiir festes 4. Das gilt fiir beide Multiplikatorenwerte, und die Anzahl 
der Fixpunkte innerhalb eines Fundamentalbereiches von [,(g) wird also 


ag. 

Wenn wir aber die Anzahl der Fixpunkte in einem Fundamental- 
bereich von U (g) bestimmen wollen, miissen wir darauf Riicksicht nehmen, 
da8 ein Fixpunkt in zwei solchen Fundamentalbereichen auftritt, und die 
Anzahl ist also 

vy = 2a. 
Fiir das Geschlecht haben wir dann 
pg) =1+%—*@-4)-G, 

wobei 


_ {0 fiir g ungerade, _ qt) 
~ | 2a sonst, er 








wamTnrn @ ~— 


_ 
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§ 7. 
Formulierung der Resultate. 


Im vorigen Paragraphen haben wir die Geschlechtsbestimmungen 
durchgefiihrt. Um zu den Dimensionen zu kommen, bendtigen wir auch 
die maximalen Polanzahlen. Die sind aber leicht aus denen fir I’, (q) 
abzuleiten, und es ist 

mo = S*[): 


Nach dem Riemann-Rochschen Satz ist dann 
b(t) = @+ [FE] - “+0, 
D (t4+) = @— [EE] - S$" * +, 
D(*) = 264+ 0] +o. 
AuBerdem haben wir (30), und also gilt nach (33) 
w=[3]+ > [e+ 4] -F +1+%-0 425 


Das ist unsere Hauptformel, und wenn wir a , w,, @, und @, kennen, 
haben wit hier die genaue Anzahl der linear unabhingigen Lésungs- 
systeme unseres Problems, d. h. die Anzahl der linear unabbangigen 
Systeme linear unabhingiger Dirichletscher Reihen, die den Bedingungen I, 
II, IT aus § 1 und V aus §3 geniigen, wobei die Matrix € den speziellen 
Wert aus (10) haben soll. 

Die Werte von @,,...,@, sind aber im allgemeinen nur dann be- 
kannt, wenn es sicher ist, daB sie 0 sind, und unser Haupteatz lautet 
deswegen: 

Zweiter Hauptsatz: Wenn q eine Primzahl = 1 (mod 8) ist, und es 
ist lah’ 80 gibt es genau 

ry on 
“(a+ 2 (¢+9)- + 
n modulo q 


G)= 
linear unabhdngige Lésungssysteme der Gleichungen (10), deren Funktionen, 
von (11) abgesehen, linear wnabhangig sind und den Bedingungen I—IIl 
und V geniigen. 
Wenn k>2(1-<), so sind simtliche , = 0, und alle diese 
Glieder fallen also weg. 
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Auch fiir andere k-Werte kénnen wir natiirlich gewisse Aussagen iiber 
die Anzahl der Lésungssysteme machen. 


1. Fir 2(1- =) >& > 2(1- 4) ist w, = 0, und wir finden 
ns t+ D' [E+] 


2. Fir 2(1- +) >ke= 1 — ~ kénnen allle «, von Null verschieden 


sein, und wir finden 
6g —25q+3 3¢+IFk 
i 8 =e [¥]. 





3. Endlich fir k << 1 —— 
ae 3? - Metts 

Die letzten Abschitzungen sind so ungiinstig, daB sie wohl kaum 
Interesse haben. 

Es ist bemerkenswert, daG fiir groBe k-Werte, z. B. fiir k > 4, die 
Anzahl der linear unabhingigen Lésungssysteme immer > 0 ist, und da& 
diese Anzahl fiir festes g mit k monoton wichst. 

DaB die genaue Anzahlbestimmung nicht fiir simtliche k durchfiihrbar 
ist, war schon von vornherein zu erwarten; denn k bestimmt die Anzahl 
der erlaubten Pole, und fiir kleine & muB sich dann die Unbestimmbar- 
keit der Anzahl der Abelschen Differentiale bemerkbar machen. Es mu8 
aber hervorgehoben werden, daB diese Untersuchungen fiir simtliche 
reellen positiven k durchgefiihrt sind. 

Fir welche g die Untersuchungen durchgefiihrt werden kénnen, hangt 
davon ab, fiir welche g wir die irreduziblen Darstellungen der entsprechenden 
Gruppen kennen. Diese sind aber nur in dem hier behandelten Fall und 
fir Primzahlquadrate 

q = 1 (mod 8) 
berechnet worden ’*®). 

Wenn die Darstellungen bekannt sind, l48t sich die hier benutzte 
Methode prinzipiell verwenden, falls nur die Matrizen € und U eine end- 
liche Gruppe erzeugen. Die Resultate werden von ganz dholicher Art sein. 


10) H. W. Pritorius, Die Charaktere der Modulgruppen der Stufe g*. Hamb. 
Abh. 9 (1933). 


(Eingegangen am 24. 9. 1936.) 








Die Gleichung az" — by" =. 
Geschrieben in Dankbarkeit und Verehrung 
fir Edmund Landau 
zu seinem 60. Geburtstag am 14. Februar 1937 


von 


Carl Ludwig Siegel in Frankfurt a. M. 





In der Theorie der algebraischen diophantischen Gleichungen mit zwei 
Unbekannten hat Thue eine wichtige und weittragende Methode geschaffen, 
durch deren Verallgemeinerung insbesondere simtliche solche Gleichungen 
rait unendlich vielen Lésungen ermittelt werden konnten'). Bei den 
Gleichungen mit nur endlich vielen Lésungen ergibt die Thuesche Methode 
eine explizit als Funktion der Koeffizienten angebbare obere Schranke fiir 
die Lésungsanzahl. Es liegt jedoch im Wesen dieser Methode, da8 mit 
ibrer Hilfe allein niemals festgestellt werden kann, ob eine vorgelegte 
diophantische Gleichung tiberhaupt lésbar ist oder nicht. Immerhin gibt 
es gewisse einfache Fille, in welchen sich bei Benutzung der Thueschen 
Ideen feststellen 148t, daB héchstens eine Lésung existieren kann. Hierzu 
gehért insbesondere die Gieichung 
(1) az"—by"=c 
mit » > 8, c > 0, wenn |a6| eine nur von n und ¢ abhingige Schranke 
iibersteigt und nur positive Lésungen betrachtet werden*). Die Gleichung (1) 
bildete fiir Thue den Ausgangspunkt seiner allgemeineren Untersuchungen *). 
In diesem Falle lassen sich némlich gewisse zur Durchfiihrung der Methode 
notwendige Approximationen algebraischer Funktionen durch rationale 
direkt mit Hilfe eines Ansatzes gewinnen, welcher mit der Theorie der 
hypergeometrischen Differentialgleichung verkniipft ist. Im allgemeinen 
Falle dagegen ergeben sich jene Approximationen erst durch Benutzung 
eines Satzes iiber die Lésbarkeit von Systemen linearer diophantischer 
Ungleichungen und haben dann naturgem&8 nicht mehr ein so einfaches 
Bildungsgesetz. In seiner letzten Verdéffentlichung*), kurz vor seinem 

1) C. L. Siegel, Uber einige Anwendungen diophantischer Approximationen, 
Abhdl. d. preuB. Akad. d. Wiss., Jahrg. 1929, phys.-math. Kl., Nr. 1. 

2) Vgi. S. 70 der unter ') genannten Abhandlung. 

3) A. Thue, Bemerkungen iiber gewisse Naherungsbriiche algebraischer Zahlen, 
Skrifter udgivne af Videnskabs-Selskabet i Christiania, math.-naturv. Kl., 1908, No. 3. 

4) A. Thue, Berechnung aller Lésungen gewisser Gleichungen von der Form 
az’ —by’ = /, Skrifter utgit av Videnskapsselskapet i Kristiania, mat.-naturv. Kl., 
1918, No. 4. 
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Tode, ist Thue noch einmal auf die Gleichung (1) zuriickgekommen. Er 
scheint aber nicht bemerkt zu haben, daB der oben ausgesprochene Satz 
gilt und aus seinen Formeln durch Hinzunahme einer einfachen Idee, 
nimlich die Verwendung der unten als Hilfssatz 9 bezeichneten Aussage, 
ohne weitere Schwierigkeit bewiesen werden kann. Da die Gleichung (1) 
auch neuerdings verschiedentlich das Interesse der Mathematiker gefunden 
hat, so sei es gestattet, im folgenden den schénen Thueschen Ansatz zu- 
sammen mit der kleinen notwendigen Erginzung ausfiihrlich darzustellen. 
Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise werde die Abkiirzung 


(2) dy = 4(n IT pet)" 


eingefiihrt, wobei p alle verschiedenen Primteiler der natiirlichen Zahl n 
durchlauft. Als Resultat der Untersuchung erhilt man den 


Satz: Ee seien a, b, c ganz, c >0, n> 3. Ist dann 


(3) jabj* * > Aor*-2, 
80 hat die Ungleichung 
(4) |az*—by"i<e 


héchstens eine Lésung in teilerfremden natiirlichen Zahlen x und y. 

Hieraus folgt dann sofort, daB die Gleichung (1) unter der Voraus- 
setzung (3) héchstens eine Lésung in natiirlichen Zahlen z, y haben kann; 
es wiirden namlich zwei verschiedene Lésungspaare von (1) nach Beseiti- 
gung des gréBten gemeinsamen Teilers auch zwei verschiedene Lésungs- 
paare von (4) liefern. 

Man kann andererseits fiir jedes n > 3 leicht Beispiele von Gleichungen 
der Form (1) machen, die eine beliebig vorgeschriebene Lésung haben, 
wahrend ihre Koeffizienten der Bedingung (3) geniigen. Diese Gleichungen 
haben dann also keine weitere Lésung auSer der einen vorgeschriebenen. 
Ist insbesondere z = 1, y = 1 diese Lésung, so muB a = b+ c sein. 
Setzt man noch 

1 1 1 n 
Hq = An—3 = 49-3 (n [JT pe, 
pin 
so ist dann die Bedingung (3) sicher erfiillt, wenn 
3n—?2 
(5) b> x,c*~? 
gewahit wird. Unter der Voraussetzung (5) hat daher die Gleichurg 


(b+c)a*—by =c 
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nur die triviale Lésung z= 1, y= 1. Man findet speziell x, < 562, 
mx, = 128, x, < 46, x, < 135, x, < 32, x,< 51, x, < 42, x,,< &, 
%,, < 30, *,, < 101, x,, << 31. Es hat also z. B. die Gleichung 
33 2* — 32 y* = 1 
fiir n = 7, 11, 13 keine ganzzahlige Lésung auBer z = 1, y = 1. 
Ist d ein Teiler von n, so entspringt offenbar aus jeder Lésung von 
(4) in teilerfremden natiirlichen z und y eine Lésung der mit d statt n 
gebildeten Ungleichung (4). Ist d > 2, so laBt sich darauf der Satz 
anwenden. Diese Bemerkung zeigt, daB die Aussage des Satzes richtig 
bleibt, wenn die Voraussetzung (3) durch 
2d—3 


(6) \ab|® = min xg ea-3 


ersetzt wird. Beachtet man nun noch, daB die Glieder der Folge d—'x, 
monoton fallen, wenn d die ungeraden Primzahlen und die Zabl 4 wach- 
send durchlauft, so erkennt man, daB (6) sicher erfillt ist, wenn die 
Ungleichung 

(7) jab|t > 188 nc 

besteht. Unter der Voraussetzung (7) hat also die Ungleichung (4) 
héchstens eine Lésung in teilerfremden natiirlichen z und y. Diese Aus- 
sage ist zwar schwicher als die des Satzes, da (7) mehr fordert als (6); sie 
ist aber fiir manche Anwendungen praktisch, weil » in (7) nur in ein- 
fachster Form auftritt. 

Es sei noch darauf hingewiesen, da8 in zwei speziellen Fallen, 
naimlich fiir n = 3, c=1 oder c=3 und fir n=4, a=c=1, 6 +15, 
die vorstehenden Ergebnisse iiber die Gleichung (1) nicht neu sind. In 
diesen Fallen haben namlich Delaunay, Nagell, Tartakowski*) bereits auf 
anderem Wege schirfere Resultate erhalten; doch scheint ihre interessante 
Methode sich nicht auf den Fall eines beliebigen  iibertragen zu lassen. 


§ 1. 
Hilfssitze tiber hypergeometrische Funktionen. 
Im folgenden bedeutet das Zeichen F(a, 8, y,z) in tiblicher Weise 
die durch die Reihe 
F (a, B,y,2) = 1+ poet... 
definierte hypergeometrische Funktion, die also der Differentialgleichung 
(8) e(e—1) SF + (1 +a+p)e—y)  +apF =0 


6) Vgl. T. Nagell, L’analyse indéterminée de degré supérieur, Mémorial des. 
Sciences Mathématiques, Fasc. XX XIX, 1929. 








60 C. L. Siegel. 


geniigt. Es sei ferner 0< »< 1. Fiir jedes natiirliche r sind dann 
die Funktionen 
(9) A, (z) = F(— »—1, — 1, — 27, 2) 





os yictnes v—l1)...(r+v—m+1) e ) (—2)" 
eo, (2r) (2r—1)...(2r—m+1) m 


und 
(10) B,(z) = F(v —r, — r, — 27, 2) 





a 1 (py — 9) (rp — v—1)...(rp— 9 —m +1) , - 
-2 (2r) (2r —1)...(27—m+1) (F)(-2) 


Polynome r-ten Grades in z. Man setze noch 
(11) A, (2) — (1 — 2)’ B, (2) = C, (2), 
mit dem Hauptwerte von (1 —z)’. 
Hilfssatz 1: Fiir ein konstantes 0, + 0 gilt 
(12) C,(z) = 0, 2°*+'!F(—v+r+1,7r4+1, 2r+ 2, 2). 


Beweis: Durch eine elementare Rechnung folgt, daB auch die 
Funktionen 


(13) f(z) = (1— 2) B, (2) 

und 

(14) g(z) = 27+? F(—v+7r+1,7r+4+1, 2r +2, 2) 

der hypergeometrischen Differentialgleichung fiir A,(z) geniigen, also der 
Differentialgleichung (8) mit « = — »—r, B = —1r, y = —2r. Wegen 
/(0) = 1, g(0) =0 sind f(z) und g(z) linear unabhingig. Daher gilt 
(15) A, (2) = o,f (2) + 0-9 (2). 


wo o, und o, von z frei sind. Aus A,(0) = 1 folgt o, = 1 und dann 
vermége (11), (13), (14), (15) die Behauptung (12). Dabei ist 0, + 0, 
da sich sonst (1 — z)’ aus (11) und (12) als rationale Funktion von z 
ergabe. 

Hilfssatz 2: Fir z + 0 ist 

A, (z) B, + (2) + B,(z) A, + (2). 
Beweis: Aus den Gleichungen 
A, — (1 — zy B, = C,, A,4,—(1—2) B41 = r+1 

folgt 
(16) A, B,,, — B, Ap, = C, B+, — B,C,+;. 
Wegen Hilfssatz 1 beginnt die Entwicklung von C, B,,, — B,C, , nach Po- 
tenzen von z mit dem Gliede 0,2**+'. Andererseits ist A, B,,,— B,A,+; 
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ein Polynom in z, dessen Grad héchstens 2r-+ 1 betriigt. Zufolge (16) 
gilt daher 
A, (2) Br 1(2) — B, (2) Ar41(2) = @2***4, 
und diese Gleichung enthilt wegen 0, + 0 die Behauptung. 

Hilfssatz 3: Fir 0<2< 1 ist 
(17) 0<A,(z)< 1, 0<C,(2) << 2'*'A,(1). 

Beweis: Auch das Polynom F(— »—7, —r, 1—»v, 1—2z) geniigt 
der hypergeometrischen Differentialgleichung fiir A,(z). Wire es nicht 
von A,(z) linear abhangig, so ergibe sich wieder (1 — z)" als rationale 
Funktion. Also ist 
(18) A,(z) = A,(1)F(—»—+r, —r, 1 —», 1 —2). 


Das Polynom F(—»v—r, —1r, 1—v, w) in w hat nun lauter positive 
Koeffizienten. Ferner ist A,(0) = 1. Zufolge (18) ist dann A,(1) > 0 
und A,(z) als Funktion von z positiv und monoton fallend fir 0< z< 1, 
also in diesem Intervall 
0 < A,(1) < A,(2) < A,(0) = 1. 
Damit ist die erste Ungleichung in (17) bewiesen. 
Nach (11) ist 

Da nun alle Koeffizienten der Reihe fiir F(— » + r+ 1, r+ 1, 2r + 2, 2) 
positiv sind, so ergibt Hilfssatz 1 die Ungleichung 

0 < C,(2z)2-2*-1 < C,(1) 


fiir 0 << z< 1, also wegen (19) die zweite Behauptung in (17). 
Hilfssatz 4: Es ist 


r 


(20) (77) 4-(1) = [J (1-2). 


m=1 
Beweis: Durch Benutzung der von Gau8 herriihrenden Formel 


_ Fo) ry—-«—8) 
F (a, B, y, 1) = Tiy—2) Te —B) 





liefert (18) die Beziehung 
* = ra—»r@r+) 
1=4,(1)F(—»v—r, —r, 1—», 1) = 4,(l)FerHre+i— 
(2r)! _ (r— v)(r—1— »)... (1— ») 
op 4r(1) = r(r—l)...1 : 
und dies ist (20). 
Fortan sei y = n-' die Reziproke der natiirlichen Zahl n > 3, die 
in der Behauptung des Satzes auftritt. Ferner bedeute g, das Produkt 
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aller in m aufgehenden Primfaktoren von r!, wobei jeder mit seiner Viel- 
fachheit gezihlt werde. Man setze 


r 


(21) & = Pr )aen, t= q-”" IT = =), 
(22) 8, A, (z) = G,(z), 8, B,(z) = H,(z). 


Hilfssatz 5> Die Polynome G,(z) und H,(z) haben ganzzahlige 
Koeffizienten. 
Beweis: Nach (9) und (10) ist 


cn moe SOLIS ow 


#@=an Sn )C' ™-m. 
Es gentigt also zu zeigen, da8 fir m = 1, ..., r die beiden Zahlen 
m= I (kn+l), a= I (kn—1) 


k=r—m+1 k=r—m+l 

durch m!:g,, teilbar sind. Zu diesem Zwecke hat man nachzuweisen, 
da8 jede zu n teilerfremde Primzahl p in g,, und in hA,, zu mindestens 
derselben Potenz aufgeht wie in m!. Dies folgt aber daraus, da® fiir 
jedes natiirliche v von den m Faktoren sowobl in g,, wie in h,, min- 
destens [m p~*] und von den m Zahleh 1, 2, ..., m genau [mp—*] durch p’ 
teilbar sind. 

Hilfssatz 6: Fir jedes natiirliche r gibt es zwei Polynome G,(z) 
und H,(z) vom Grade r mit ganzen Koeffizienten, so daB im Intervall 
0<2z< 1 die Ungleichungen 


(23) G, (2) H, + 1 (2) + A, (2)G, 41 (2), 
(24) 0 <G,(z) < s,, 

(25) 0 < G, (z) — (1 — 2)", (z) < t, 2°" +? 
gelten. 


Beweis: Die durch (22) erklirten Polynome G,(z) und H,(z) haben 
nach Hilfssatz 5 ganze Koeffizienten und sind vom Grade r. Die Be- 
hauptung (23) folgt aus Hilfssatz 2. Fir 0 <2z<_1 ist ferner zufolge 
Hilfssatz 3 

0< G, (z) = 8, A, (2) < 8 
und wegen (11) auch 
0 < G, (2) — (1 — 2)" A, (2) = 8, C, (2) < 8,2*" +1 A, (1) 


- (77) 4e(1) gent ate +2, 
Also gilt (24) und wegen Hilfssatz 4 und (21) auch (25). 


BS 


(2 


(2 
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Von den bisherigen Hilfssitzen wird weiterhin nur noch der letzte 
benutzt. AuBerdem gebraucht man eine Ungleichung, welche s,,, und ¢, 
mit der in (2) definierten GréBe 4, verkniipft, namlich 

Hilfssatz 7: Fiir jedes natiirliche r ist 


(26) ninss/ * r) 2E~* 





acct 


Beweis: Fir r = 1 ist in (26) die linke Seite 





me( ‘ r) = 20 (n,6)n"+* = 120n"+* 


we 


und die rechte Seite 


an 
AR = 16 n*+5.m9—8 [7 pi > 432 n™+4, 


pin 
Daher ist die Behauptung im Falle r = 1 richtig. 
Nun sei r > 2. Es ist dann 


(27) meer) = (a) aa terre (n—3) Te- -)\ 


< ee ‘) (1 a A a OY ae 


r+2 2n 
Fir k > 5 gilt 
& f 

(28) (74 += [](.- A)< s I -4)-8-4<. 
Ferner ist 

, = 1—A 
(n — 1) log (1~ 35) = - ($-g5) 

ee -3+ Dd(5- 573) @ n)-', 


also wegen n > 3 ; 
0-ay"s (ay) = B. 


(29) (()4*(\—ge) Sie <a 
Zufolge (28) und (29) gilt also fiir alle r > 2 die Ungleichung 
00 Cnty a—ay cen. 
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Endlich ist 
logae = Sor S'9- < 1S pet 


aA=1 


L 1 
(31) +:%' < U7 piper +—@—2) < (IT pipe +0, 
Pin pin 


Aus (27), (30), (31) folgt jetzt wegen (2) die Behauptung auch im Falle 
r > 2. 


§ 2. 
Hilfssiitze tiber die Lésungen von |a x" — by”"|< c. 
Es mégen a, 6b, c,n die Voraussetzungen des Satzes erfiillen. Es sind 
also a,b,c ganz, c > 0, n>3. Setzt man noch zur Abkirzung 
|ab| =y¥,; 
so geht die Voraussetzung (3) iiber in 


(32) y? ‘Zhe 
Zufolge (32) gilt fiir jede Lésung von (4) die Ungleichung 
1 2n—3 
jal a +|b| w > \a\+ |b|>2y? >er-* ScSlaa — by*|. 
Daher haben a und 6 gleiches Vorzeichen, wenn (4) iiberhaupt lésbar ist. 
Zum Beweise des Satzes kann man sich deshalb auf den Fall 


a>0, b>0 


beschrinken. 


Hilfssatz 8: Ist die Zahl (F) rational, so hat die Ungleichung (4) 


genau eine Lésung in teilerfremden natiirlichen x, y. 

Beweis: Da(¢) rational ist, so gilt a = dy", b = dé mit natiir- 
lichem d und teilerfremden natiirlichen £,7. Dies ergibt die triviale 
Lésung z=, y = » von (4). Ware &,, », eine von dieser verschiedene 
Lésung, also 


jats—byti|se n&,—€n, + 0, 
so folgte aus der Zerlegung 


a & — bye = d(né, —En,) (( &,)"—* + ... + (En, )?—"} 
die Ungleichung 
3 


o> dl’ +1) > d(en)*? Seh™ =y 


=r‘, 


= 
an 


an—2 : eS . 
e >y? Dy," 
gegen (32). 


cede 
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Auf Grund von Hilfssatz 8 braucht man weiterhin nur noch den 
Fall eines irrationalen (=) zu behandeln. Fiir natiirliche z, y ist dann 
stets az" — by" +0. Es werde angenommen, da® (4) im Widerspruch 
mit der Behauptung zwei verschiedene Lisungen z, y und z,, y, in teiler- 
fremden natiirlichen Zahlen hat. Vertauscht man nétigenfalls noch a 
mit 6 und z mit y, so kann man voraussetzen, daB die Ungleichungen 


(33) 0<az"—by*<o, |ast—bys|<e, 
(34) az*+by*<az*+by 
gelten. 

Man setze 


ax*=WW, a2f = w,. 


Hilfssatz 9: Es ist 


(35) w>y?, 
(86) w, > y(2e)-" wo". 
Beweis: Wegen (33) gilt 


1 
2w = (a2"— by") + (az" + by") >a+b>2y?, 





also (35). 
Aus 
az"—by" so nt 
———_—_ = (4%) * +... >(62) * 
a’ x—b'y 
folgt 
o<i-—(Ji<s 
und analog nach (33) 
en h-@yBl<g 
Daher ist ; 
' 1 1 
sa | 5-8) <(8) (5 +2): 
(38) (4) <26 max (w~', w;*), 


and hieraus folgt (36), wenn noch die Ungleichung 
(39) ws, 
bewiesen wird. 
Ware nun (39) falsch, so ergibe (38) die Beziehung 


wi-" < 2ey—"w" 
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und in Verbindung mit (2), (3), (33), (34), (35) den Widerspruch 
0> t(e2"+by —azt— by") S>ax*—axm—c=w—w,—c 
1 
2) 83%)  agamani 4 ae ao 
> w*-1 {wa=* — (22?) }-e>y —(y 2(2c)""—! —¢ 
1 
m\n—i 
> se— (G7) —¢e > 3c—2ce—c=0. 
Hilfssatz 10: Fiir eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl | gilt 
a < ww < 84, 0+!; 


und zwar ist | > 2 fiir n > 4. 
Beweis: Die Zahlfolge s,w* (k = 1, 2, ...) wichst monoton ins Un- 
endliche. Daher geniigt es zu beweisen, daB die Ungleichung 


(40) swt <> w-wh" 


im Falle n = 3 mit k = 1 und im Falle n > 4 mit k = 2 richtig ist. 
Fir &k <= min (n — 2,2) ist nun nach Hilfssatz 9 und (3) 


’ n .— : ee 
? w~*-" a > ? (2.c)'—* w*—2—* > (2 ¢) . y? 2 














nes, ncs, — nes, 
ial gre; 
-_ n 
=} ‘eo = 
ns, ns, 


Nach (21) gilt 
8, = 2n, 8, = 6 (n,2)n* < 12n?, 

also mit Riicksicht auf (2) fir n > 3 
ae" (2 


>(#)>1 





und fir n > 4 
gin .. l “ant = 
M8, = is (3) I] #-* > 1. 
Folglich besteht tatsichlich (40) mit k= 1 im Falle n= 3 und mit 
k = 2 im Falle n > 4. 





§ 3. 
Seblu8 des Beweises. 
Man setze 
(41) be 22) =6 


Dann ist also 
(42) 
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und nach (33) 
(43) 0<2<1, «5 -. 


Es sei! die in Hilfssatz 10 eingefiihrte natiirliche Zah! und es seien 
G,(z), H,(z) die in §1 erklirten Polynome. Man wihle r = 1 —1 oder 
r =, je nachdem die Zahl 

Ft Gi(e) — 5 Hi (2) 


verschwindet oder nicht. Der Fall 1 = 1, r = 0 wird nachtriglich auf 
besonderem Wege erledigt werden. Vorlaufig ist dann also r > 1. Ver- 
midge der soeben gegebenen Definition von r lehrt (23) in Hilfssatz 6, daB 


(44) 2 G,(2)— = H, (2) +0 
ist. Aus (25) in Hilfssatz 6 folgt ferner wegen (42) und (43) 
0 <G,(2)—(2) % A, <4,(2)""" 
Endlich ist nach (24) und (37) 
|e, — (3) 26,@) 
Aus den beiden letzten end earl erhalt man 
2 Ge) — 2 B,(e)| <( +) l= ~ + t(5)"*). 


Hierin steht links eine rationale e die zufolge (44) positiv ist. Anderer- 
seits ist ihr Nenner nach (41) ein Teiler von z,2w’. Folglich gilt 





c 
8. —_— 
< ° 


(45) (==) w |e, = +t, e <> 1. 
Wegen r < ! ist nach Hilfssatz 10 
(46) (==) wT By s ‘on! = 30 SS -. 


Wegen | =< r+ 1 liefert Hilfssatz 10 in Verbindung mit Hilfssatz 7, (3) 
und (35) die weitere Ungleichung 


Ty (CBee (SP cyte erty tncm eset HA 


arti t+ —— “aor y t—3 


lies am atin 2 
= t, (ns. 9"-' y a—le —1 ar a—1 
rt+i 


< (1 = +) (y'~ 7 An c2™—2ppmti< 1—+. 


Nach (46) und (47) ist die linke Seite in (45) kleiner als 1, und dies ist 
ein Widerspruch. 


5* 
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SchlieBlich ist noch der Fall | = 1, r = 0 au erledigen. 
Definition von r ist dann 


(48) = G, (2) — 5H, (2) = 0, 

und nach Hilfssatz 10 ist auBerdem n = 3, also nach (9) und (10) 
(49) A,(z) =1— $2, B,(z) = 1— }z. 

Setzt man noch 

(50) az® — by’ = h, 


so ist nach (41) 
h 
-= — 
und nach (22), (48), (49) 


ws _ y (3 w — A) 
2, «(3w—2h)* 


Fiir ein natiirliches d gilt daher 


(51) dz,=2(3w—2h), dy, = y(3w-— h), 
(52) @ (az} — by?) = a2* (3 w — 2h) — by® (3 w — A)’. 
Nach (50) ist 
(53) az’ (3w — 2h)® — by’ (3w — h)® = A? (2w — A), 
also nach (33) und (52) 
(54) h®|\2w —h| = @e. 
Es sei nun 

(w, h) = u, w= UW, h=uh,, 


(d, h,) = », d = vd,, h, = vh,, 
also (w,, h,) = 1, (dy, h,) = 1. Nach (51), (52), (53) gilt dann 
(55) dj | uw, (3w,—2h,)*, 43 | uth? (20, —h,). 
Es ist aber 
(2w, — hy, w,(3 w, — 2h,)*) = (2w, —h,, wi) = 1, 
und (55) liefert 
dy | u‘, 
d= vd, Shui <i. 

h®|2w —h| < hte, 

wshtti<e 
im Widerspruch zu (3) und (35), und der Beweis ist beendet. 


Folglich ist nach (54) 


(Eingegangen am 11. 12. 1936.) 





Zur Theorie der analytischen Funktionen 
mehrerer komplexer Verinderlichen. 


Der Cartansche Eindeutigkeitssatz 
in unbeschrankten Kérpern’). 


Von 
H. Behnke in Minster (Westf.) und E. Peschl in Jena. 


1; Den Untersuchungen iiber die inneren Abbildungen, insbesondere 
der Automorphismen, hat Henri Cartan den folgenden Eindeutigkeitssatz 
zugrunde gelegt: 

Ist 8 ein beschrankter, in 0(0,0) unverzweigter Bereich, und ist 
w' = f(w,z)=w+... 
z’ =g(w,z)=2+.. 

eine innere Abbildung von %, so ist S die identische Abbildung”*). 

Als nun die Untersuchungen iiber die inneren Abbildungen auf un- 
beschrinkte Bereiche ausgedehnt wurden, ergab sich die Notwendigkeit, 
den Cartanschen Eindeutigkeitssatz zu erweitern. Wir haben in unserer 
Arbeit iiber die unbeschrinkten Reinhardtschen Kérper *) deshalb folgende 
Verallgemeinerung ausgesprochen: 

Satz 1. 8 sei ein Bereich, in dem zwei Monome w*2# und wz? be- 
schrinkt sind. a, B, y, 6 seien nichtnegative ganze Zahlen und «db — By + 0. 
T sei eine Transformation, die 8 auf einen in seinem Innern liegenden 
Bereich abbildet und dabei einen Punkt P aus 8, der auf einer der beiden 
Achsen (w= 0 oder z= 0) liegt, festlapt. In P sei die Funktional- 


matriz von T (5 8 Dann ist T die identische Transformation *). 


8 


1) Zugleich ein Nachtrag zu unserer Arbeit: Die unbeschrankten Reinhardt- 
schen Kérper. Math. Ann. 112 (1936), § 7. 

2) Siehe Henri Cartan, Les fonct. de deux var. compl. etc. J. Math. (9) 10 
(1931). C. Carathéodory hat gleichzeitig einen dazu dquivalenten Satz bewiesen. 
Vgl.: C. Carathéodory, Uber die Abbildungen, die durch Systeme von analytischen 
Funktionen von mehreren Verdnderlichen erzeugt werden. Mathem, Zeitschr. 34 
(1932). Man achte darauf. daB der Cartansche Eindeutigkeitssatz hadufig nur in 
bezug auf Automorphismen und nicht allgemein im bezug auf irgend welche inneren 
Abbildungen des jeweils vorgegebenen Bereiches ausgesprochen wird. In diesen 
Zeilen handelt es sich um den — Eindeutigkeitesatz in bezug auf irgend 
welche inneren Abbildungen. 

5) Math. Annalen 112 (1936). 

*) 1. c. Satz 14, 8. 458. 
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Herr Hartogs hat uns darauf aufmerksam gemacht, daB im Beweise 
dieses Satzes noch eine Liicke vorhanden ist. Bei der Ausfiillung dieser 
Liicke gelangten wir zu dem noch umfassenderen 

Satz 2. 8 sei ei Bereich, der im inneren Punkte O (0,0) nicht 
verzweigt ist. Ferner gebe es zwei in B® regulire und beschrinkte Funk- 
tionen F (w,z) und G(w,z), deren Diagonalentwicklung um O (Entwicklung 
nach homogenen Polynomen) als Anfangsglieder F,(w,z) und G,(w, 2) 
Polynome mit nicht identisch verschwindender Funktionaldeterminante auf- 
weist. Jede innere Abbildung 

w = f(w,z) = w+... 
_ ae 
2 =g9(w,z)=2+... 
ist dann die Identitat*). 

Hieraus folgt unmittelbar 

Satz 3. B sei ein Bereich, in dem zwei dort regulare Funktionen F (w, z) 
und G(w,z) beschrinkt sind. Ist der Punkt O (0,0) aus B keine Ver- 
zweigungsstelle des Bereiches und ist dort ae ¢ + 0, so ist jede inmere 
Abbildung : 





w=—w+... 
8: e=s+... 
die Identitat. 

Ebenso la8t sich Satz 1 aus Satz 2 erschlieBen, wie wir am Schlusse 
der Arbeit zeigen. 

Diese Satze betreffen also Bereiche, in denen es jeweils zwei regulire 
und beschrinkte Funktionen mit nicht identisch verschwindender Funk- 
tionaldeterminante gibt. Sicher lassen sich diese Sitze nicht mehr all- 
gemein fiir Bereiche aussprechen, in denen je zwei beschrinkte, regulire 
Funktionen voneinander abhingig sind. Beispiele dafiir liefern die Be- 
reiche |w*z*| <1, (a, 8 positive ganze Zahlen), mit dem Nullpunkt als 
Entwicklungspunkt O. Diese gestatten niimlich u. a. die Automor- 
phismen: 

w = we-Pe PF — wi. 


f= scewr —24.,... 


2. Nun zu den Vorbereitungen des Beweises von Satz 2! Im gréiBten 
in 8 enthaltenen Kreiskérper R mit dem Mittelpunkt O (0,0) gestatten 





5) Siehe auch H. Zumbusch: Die Aut phi der unbeschrankten, eigent- 
lichen Kreiskérper. Mathem. Zeitechr. 41 (1936). Dort wird die Aussage des 
Satzes 2 fir den Sonderfall, daB F(w,z) und @(w,z) selbst homogene Polynome 
sind, bewiesen. 
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die in % regularen Funktionen Entwicklungen nach homogenen Polynomen 
(Entwicklung in eine Diagonalreihe). 
. f(w,z) = w+ R,(w,z)+... 
(1) g(w,z) =z +Q,(w,z) +.... 
Dabei schreiben wir in diesen und den folgenden Entwicklungen nur die 
nicht identisch verschwindenden homogenen Polynome, nach wachsenden 
Graden*) geordnet, wirklich hin. Wire nun die durch die vorstehenden 
Funktionen vermittelte innere Abbildung S nicht die Identitét, so miiBte 
mindestens x oder mu existieren. Neben S betrachten wir nun die inneren 
Abbildungen S", m = 1, 2, ..., 

Wm = fn (w,z) = w+mR,+..., 


S™ 
Zm = Jm(w,2) =z +mQ,+... 


Es ist also 
H, (w,z) = f,,(w,z) —w = mR,+..., 
(2) H, (w,z) = g_,(w,z) —z =mQ+.... 
Ohne Einschrankung der Voraussetzung kénnen wir weiter annehmen, 
daB die in 8 gegebenen und beschrinkten Funktionen F (w,z) und G (w, z) 
in 8 vom absoluten Betrage kleiner 1 sind. In sie setzen wir nun die 
Funktionen /,, und g,, der Transformationen S* ein. 
Wir bilden also 

F,, (w, z) = F (fm (w, 2), Ym (w, z)), 

Gn (w, z) —_ G (fn (w, 2), Gm (w, z)). 
Diese Funktionen sind alle regulir und absolut kleiner 1 innerhalb 8. 
Um sie nach homogenen Polynomen entwickeln zu kénnen, bendtigen wir 
noch die entsprechende Entwicklung von F und G in &: 


F= 5 A,,(w,2); 4, +0, 
(3) oe 
G = EF B,(w,2); B, +0"). 
i=1 


3. Zum Beweise von Satz 2 nehmen wir vorerst an, da weder 
f(w,z)=w, noch g(w,z)=z. Die ganzen Zahlen x und mw aus Glei- 
chung (1) existieren in diesem Falle also beide. Wir setzen zunichst 
weiter voraus, daB x + uw. Um F,,(w,z) in eine nach steigenden Po- 
tenzen geordnete Reihe homogener Polynome von w und z zu entwickeln, 
schreiben wir zundchst 
(4) F,,(w,z) = F(w+ H,, 2+ H,) = F(w,z) + F., (w, 2), + F.(w,z) A, 

+ héhere Potenzen in H,, H,. 

6) die wir als Indizes verwenden ; 

7) bew. im Falle endlicher Summen: 5 Pen s 


=1 i=1 
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In (4) ist nun wieder (2) und (3) einzusetzen. Dann treten vu. a. die 
homogenen Polynome R, A, und QA, auf. Der Grad dieser 
Polynome ist x(»,—1) bzw. w(v,—1) oder Null; jedoch ist wegen 
A,, #0 sicher einer der beiden Grade positiv. Der kleinste positive der 


beiden Grade sei N. Bei der Entwicklung von F,, nach homogenen Poly- 
nomen wachsenden Grades ist dann das Polynom N-ten Grades gp: 


(5) mR, x Ay, + AX oder mQ,~ A, + Af. 


Dabei ist A}, folgenderma8en eingefiihrt: 
i = A4,,, falls es ein »¥, gibt, so daB », = N; 
AX = 0, falls kein solches », existiert. 
Innerhalb & gilt 
| A* (w, z)| <1 


eG (w, 2)| <1, 


wie etwa aus der Integraldarstellung der Glieder einer Diagonalreihe 
hervorgeht*). Wegen der Darstellung (5) fiir g™ ist dies nur méglich, 
wenn mindestens R, oder Q, identisch Null sind entgegen der Voraus- 
setzung. 

Gilt nun statt der obigen Voraussetzung 4 + x die Gleichung u = x, 
so gilt entsprechend 


7] C7) 
7H = m(R. = An, + Quz- A,,) + Af. 


und ebenso fiir alle m 


Es folgt 

(6) Ryo An, + Qu ze An, = 0. 

Wir entwickeln jetzt 

G,,(w, 2) = G(w + H,, 2+ H,) = G (w, z) + G,, (w, 2) A, + Gi(w,z)H, +... 
nach steigenden Graden in homogene Polynome yi (entsprechend 
den y™). Der kleinste positive der Grade von R, + B,, und Qu B,, 
sei M. By sei entsprechend A}, gebildet. Dann ist 


_ = m(R. > Bi, +2 B,,) + BY. 
Wie oben folgt 
(7) Ry 5 Bu, + Qu 5 Bi, = 0. 


8) Siehe etwa Behnke-Thullen, Theorie d. Funkt. mehr. kompl. Verand. Ergebn. 
d. Math. III, 3, 8. 43. 











ww 









Funktionen mehrerer Veranderlichen. 


Auf Grund der Voraussetzung 
a(4, , B,) 
 (w, z) 
ergibt sich aus (6) und (7) R, =Q, =0, gleichfalls im Widerspruch zur 
Voraussetzung. 
SchlieBlich ist noch der Fall zu behandeln, daB f/(w, z)=w, also x 


nicht existiert (bzw. g(w,z) =z, also u nicht existiert). Da 2 A,, oder 


+9 


mindestens ~ B,, = 0 ist, folgt entsprechend wie oben Q, =0 entgegen 
der Voraussetzung (bzw. R,=0). Damit ist Satz 2 vollstindig und als 
unmittelbare Folgerung auch Satz 3 bewiesen. 

Zum Schlusse ist nachzuweisen, daB Satz 1 eine Folgerung von 
Satz 2 ist. 

Ist der Punkt P des Satzes 1 der Punkt (0, 0), so sind die Voraus- 
setzungen von Satz 2 fir O = P, F(w,z) = w*2 und G(w,z) = wr2? 
erfillt. 

Ist P + (0,0), so kénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit 
annehmen: P = (1,0). Da wegen «ad —fy +0 sicher (f, 6) + (0, 0) 
gilt, kénnen wir weiter voraussetzen, daB 6 +0. Wir bilden nun 

F (w, z) = (w*? — wh) 28 
G (w, z) = wr 2’. 

In bezug auf diese beiden Funktionen und 0 = P sind nunmehr die 

Voraussetzungen von Satz 2 wieder erfiillt. Es ist naimlich 
F (w, z) = (w* #)’ — (wr 2° 

wegen £8, > 0 ebenfalls in 8 beschrinkt. Entwickeln wir nun F(w, z) 
und @(w,z) nach homogenen Polynomen von 

W=w-—l1, 

Z =z, 
so beginnt F(w,z) mit («6 —By)WZ?? und G(w,z) mit Z’. Die 
Anfangsglieder der beiden Entwicklungen weisen also eine nicht identisch 
verschwindende Funktionaldeterminante auf. 

So ist auch Satz 1 bewiesen. 


(Eingegangen am 16. 8. 1936.) 











Uber Reduzibilititseigenschaften gewisser Polynome. 
die einen Parameter enthalten. 
Von 


Erik L. Petterson in Stockholm *). 





In einem Aufsatz ,,Die Begrenzung der Anzahl usw.“ (Ark. mat. 
astron. fys. 256 B, Nr. 16 (1936)) habe ich gezeigt, da8 es nur eine endliche 
Anzahl reduzibler Polynome der Form 

f(z) = F(z) + EM (2) 
gibt, wo F(z) und M(z) feste, ganzzablige und teilerfremde Polynome 
mit Gr M(z) = Gr F(z) — 1*) sind, und wo £ alle ganzen rationalen 
Zahlen durchliuft. Zugrunde lag der Kérper der rationalen Zahlen. 

Ein allgemeines Polynom in z und £ kann folgendermaBen geschrieben 
werden 


H(z, E) = E h,(2) EB’, 


wo die h,(z) Polynome in z sind. Ist H(z, Z) in z und £ irreduzibel 
so weiB man nach dem Hilbertschen Satz, daB unendlich viele in z 
irreduzible Polynome erzeugt werden, wenn £ alle ganzen Zahlen durch- 
lauft. Dabei kann aber gleichzeitig sein, daB auch unendlich viele in x 
reduzible Polynome erzeugt werden. Im folgenden werde ich ein Polynom 
der Form 


G (2, B) = E 9,(2) 2B + 9,(2) 


untersuchen und die Beschrinktheit der Anzahl reduzibler Polynome in z 
beweisen fiir den Fall, daS F alle ganzen Zahlen durchlauft. Es wird 
sich ergeben, daB eine Irreduzibilitétsvoraussetzung tiber G@ (z, BE) hier 
nicht notwendig ist. Zugrunde soll ein imaginarquadratischer Kérper K 


legen. 
DaB auch der Satz iiber das Polynom F (z) + FE M (z) hiermit bewiesen 


ist, folgt nach der Substitution z = = 
Satz 1. Es sei f(x) ein Polynom der Form 


f(z) = Zo (2) 2B + go(2), 


1) Nach einem Vortrag auf dem Internationalen Mathematiker-KongreB, Oslo, 


1936 


't) Gr M(z) bedeutet den Grad von M (z). 
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wo alle g,(z), v= 0, 1, 2, ..., , ganzzahlige Polynome eines imagindr- 
quadratischen Kérpers K sind. Es seien ferner g,(0) + 0, g,(0) + 0 und 
kein Faktor allen g,(z) (vy = 0, 1, ..., m) gemeinsam. Wenn dann E. 
alle ganzen Zahlen aue K durchléujt, so enthalt die dadurch erzeugte wnend- 
liche Menge von Polynomen f(z) eine endliche und nur von den Koeffi- 
zienten der g,(z) (vy = 0,1, ..., ) abhdngige Anzahl in K _ reduzibler 
Polynome. 

Bemerkung. Eine Folgerung aus diesem Satz ist die Irreduzibilitat 

des f(z) fiir alle ganzen F aus K mit 

|E| >U, 
wo U eine feste und nur von den Koeffizienten in g,(z), (vy = 0,1,....n) 
abhangige Zahl ist. 

Beweis. Folgende Limesbeziehung, die schon in meinem erwihnten 
Aufsatz in ,,Ark. mat. astron. fys.“ (fiir den Kérper der rationalen Zahlen) 
benutzt war, wird auch hier, aber im allgemeineren Kérper K Anwendung 
finden. 

Es sei y(#) eine Funktion (nicht notwendig Polynom) von E und 

lim (EZ) = T, 


| E|=~ 
wo E eine beliebige unendliche Reihe ganzer Zahlen aus K durchlauft. 
Ist dann (2) ganz fiir unendlich viele Z, so mu8 der Limeswert T ganz 
sein und schon fiir endliche EZ erreicht werden, und es gilt sogar 


g(Z) = T 
fiir alle hinreichend groBen, ganzen E, fiir welche ¢ (EZ) ganz ist. Es ist hier 
zu bemerken, da8 es im Kérper K nur eine endliche Anzahl ganzer Zahlen 
von gegebenem endlichen absoluten Betrag gibt. 
Es sei vorausgesetzt, daB f(z) reduzibel ist fiir unendlich viele 
ganze FE. Dann ergibt sich 


f(x) = 9,(2)2B + g(2) = A(z) B(z), 


wo A(x) und B(z) ganzzahlige Polynome aus K sind und von E abhingen. 
Da diese Zerlegung fiir unendlich viele E gilt und f(z), wenigstens fiir 
hinreichend groBe E, von konstantem Grade ist, so miissen Faktoren A (zx) 
und B(z) von konstanten Graden r bzw. s fiir wenigstens gewisse un- 
endlich viele E vorkommen. Man kann also setzen: 


A(x) = 6,(B) a + 6,(B)z"-!+...+6,(B), 
B(z) = ¢,(E) 2 + ¢,(Z)a*-' +...+ ¢,(B), 
wo alle 6,(Z) und c,(#) ganze Zahlen aus K sind. 
Es seien 


Gr f(z) = m 
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und é,(#) fir 4 = 1,2, ...,m die Wurzeln von /(z). Ferner seien 


Gr g,(z) = k 
und », die Wurzeln von g, (z) fiir « = 1, 2,..., k. 
Ist 
m=k-+1, 


so kann man die ¢,(#) so numerieren, daS als Folgerung eines Funda- 
mentalsatzes der Funktionentheorie gilt 


lim £,(E) = m, 4=1,3,...,% 


lim §441(B) = 0, 
| Z| =o 


und 


wo E die fraglichen unendlich vielen ganzen Zahlen durchlauft. Ist 


m>k-+1, 
so erhalt man der Reihe nach: 
lim £:(8) = m, A=1,2,...,k 
| El =e 
Pe &:+1(#) = 0, 
lim |§,(2)| = @, A=k+2,k+3,...,m. 
|£| =a 
Aus 
f (0) = 9 (0) = b, (Z)c, (BE) 
folgt, daB b,(#) und c,(#) beschrinkt sind. Ferner gilt 


|6,(Z)|>1, |o,(#)| > 1. 

Fiir jeden Faktor gilt also, daB das Produkt seiner Wurzeln beschrankt 
ist. Ein Faktor, etwa B(z), mu8 also, wenn m >k-+-1 ist, die ¢,(2) 
fiir wenigstens A= k+1, k+2,..., m zu Wurzeln haben. Jedenfalls 
kann also vorausgesetzt werden, daB é,(£) fir 4 = 1,2,...,7r, die 
Wurzeln von A(z) sind, und da8 sie die Beziehungen 

Jim £:(B) =n. A=1,2,. 49 

1 =-_x 
erfiillen, wo E gewisse unendlich viele ganze Zahlen aus K durchlauft. 

Da 6,(#) wegen 

b, (EZ) ¢,(B) = 9, (0) 
ein ganzer Faktor von g, (0) ist und also nur endlich viele Werte annehmen 
kann, so muB ein festes b,(#) fiir unendlich viele ganze EF vorkommen. 
Es ergibt sich demnach 


lim 6, (BE) = by, e=0,1,2...,4, 
|B] = oo 


wo E die fraglichen unendlich vielen ganzen Zahlen aus K durchiauft 
und die 5, fest sind. Nach der friiher genannten Limesbeziehung gilt dann 


b, (EZ) = 6,, e=0,1,...,7, 

















Reduzibilitéteeigenschaften gewisser Polynome. 17 


mit ganzen ,, fiir alle fraglichen ganzen E von hinreichend groBem absolutem 
Betrag. Die Wurzeln von A(z) sind aber durch diese 6, eindeutig be- 
stimmt, und sie miissen daher ihre Limeswerte erreicht haben. Man er- 
halt also 

§,(E) = m, A=l1,3,....9 
fiir alle fraglichen ganzen F von hinreichend groBem absolutem Betrag. 
Daraus wiirde aber folgen 

f(m) =0 A=1,2,...,7 
und, wegen g,(%,) = 0, 


n—1 
2 9: (m) EB" + 9.(m) = 0 


fiir unendlich viele Z. Diese Beziehung ist eine Gleichung in Z, deren 
Grad < n—1 ist. Sie ist ferner nicht identisch gleich 0, weil die 
Polynome g,(z), 9;(Z), -.-: 9n(z) nach der Voraussetzung keinen gemein- 
samen Faktor haben. Die Auflésungen in EZ miissen also von endlicher 
Anzahl sein. 


Satz 2. Gegeben sei ein Polynom {(x) der Form 
f(a) = «5 B,9,(2) + 9 (2) 


mit ganzzahligen Polynomen g,(z) (vy = 0,1,...,) des Kérpers K und 
ferner g,(0) + 0, g,(0) = 0. Die E, sollen wunendliche Reihen gleicher oder 
verschiedener ganzer Zahlen 
E, = BE, B®, ..., E®,... (y = 1,2,..., n) 
aus K durchlaufen derart, daB 
_ et 
a ee) 





co (vy = 1,2,...,” — 1) 
ist, und daB g, (xz) und 
2°S) EO 9, (2) + g(2) 


v=1 
keinen gemeinsamen Faktor haben fiir alle 4 = 1,2,3,.... Die dadurch 
erzeugte unendliche Menge von Polynomen f{ (x) enthalt nur eine endliche 
Anzahl reduzibler Polynome. 
Bemerkung. Die Voraussetzung, da8 g,(x) und 


PA E® 9, (2) + 94 (2) 


teilerfremd sein sollen, ist sicher erfiillt, wenn g,(z) in K irreduzibel ist, 
und wenn auBerdem gilt: 

Gr g,(z) > Gr g,(z) + 1, y=1,2,...,.n—1, 
Gr g,(z) > Gr g,(z). 
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Beweis. Es ist hier der Grad von /(z) beschrinkt. Wenigstens 
ein fester 
Gr f(z) =m 
mu8 demnach fiir unendlich viele {(z) vorkommen. Der Beweis des 
Satzes 1 ist dann auch auf diesen allgemeineren Satz direkt anwendbar. 
Aus der Annahme, da8 es unendlich viele reduzible Polynome gibt, folgt 
dann aber in diesem Falle die Gleichung 


n= B® 9, (n) + 95(n) = 0, 


wo 7 eine Wurzel von g,(z) ist. Dieses ist jedoch ein Widerspruch zur 
Voraussetzung, daB g,(z) und 


25 EB” 9,(2) +9,(2) 


v=) 


teilerfremd sein sollen. 


(Eingegangen am 14. 7. 1936.) 








Einige aus den GréSenbeziehungen der Wurzeln 
abgeleitete Irreduzibilititskriterien. 


Von 


Erik L. Petterson in Stockholm. 





Ein schon von O. Perron') benutztes Prinzip ist folgendes: 

Liegen m— 1 von 0 verschiedene Wurzeln des normierten*) ganz- 
zahligen Polynoms f(z) des Grades m innerhalb des Einheitskreises, so 
ist f(x) irreduzibel. 

Im folgenden werde ich einen allgemeineren Kreis |z| = 9 mit ver- 
anderlichem Radius @ anwenden. Wenn dem o ein geeigneter Wert ge- 
geben wird, so lassen sich zuweilen scharfe Irreduzibilitétsbedingungen 
ableiten. Als Beispiel wird unter anderem ein Kriterium fiir die von 
I. Schur und G. Pélya*) zuerst untersuchten Polynome der Form 


f(z) = IT (e«—6,) +a 
abgeleitet. ; 

Folgende Irreduzibilititsbedingung wird benutzt: 

Liegen m — 1 Wurzeln des normierten ganzzahligen Polynoms f (x) des 
Grades m auBerhalb des Kreises |x| = 0, und ist 0 < |/(0)| < 0, 80 ist 
/ (x) irreduzibel. 

Der Beweis dieser Bedingung folgt unmittelbar daraus, daB f(z), 
wenn es reduzibel ist, wenigstens einen Faktor enthalten muB, dessen 
simtliche Wurzeln absolut > o sind, und der also ein konstantes Glied 
absolut > 9 > |/(0)| enthilt. Dieses konstante Glied soll aber ein Teiler 
von / (0) sein und ist demnach, im Widerspruch mit dem eben bewiesenen, 
absolut kleiner als oder gleich | f(0)|. 

Durch die gleichzeitige Anwendung eines Fundamentalsatzes der 
Funktionentheorie (von Ronché) wird zuerst folgender Satz bewiesen. 

Satz 1. Es sei {(x) ein normiertes Polynom der Form 


f(z) = g(z)z+M(z), 


1) ,.Neue Kriterien fair die Irreduzibilitat algebraischer Gleichungen“, Journ. 
f. Math. 182 (1907), S. 288. 

2) Normiert hei8t ein Polynom, wenn der héchste Koeffizient = 1 ist. 
3) S. etwa G. Pélya und G. Szegé, Aufgaben und Lehrsatze II, S. 136/137. 
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wo g(x) und M(z) ganzzahlige Polynome sind. f(x) ist dann irreduzibel, 
falls es eine Zahl o gibt, die folgende Bedingungen erfiillt: 

1. g(x) hat keine Wurzeln innerhalb des Kreises |x| = 0, 

2. |g(2)| > ME wangs des Kreises |2| = 0, 


3. 1S|M(O)| Se. 

Beweis. Nach der Voraussetzung 1 liegt nur eine Wurzel (x = 0) 
des Polynoms g(z)z innerhalb des Kreises |x| = 0. 

Nach der Voraussetzung 2 gilt, daB auch nur eine Wurzel von /(z) 
innerhalb des Kreises |x| = ¢ liegt, und daB die iibrigen auBerhalb liegen. 

Die Irreduzibilitét von f(z) folgt dann aus der Voraussetzung 3. 


Als Beispiel soll 
f(z) = (2* —a)z+a"—b 
gesetzt werden mit 
g(2) = 2" —a 
und 
M (2) = 2” — b. 
1 
Der absolute Betrag jeder Wurzel von g(z) ist |a|™. Fir ¢@ soll 
also gelten 
(1) oe" < |a|. 
Die Relation 


jem—a|>'=—*!, (>), 


die auf dem ganzen Rande des Kreises |z| = o gelten soll, ist dann er- 
fallt, wenn 
(2) on < lett 
ist. Auch soll zuletzt gelten 
(3) 1s |b|Se. 
Aus (2) folgt der Reihe nach 

|a+6| > 20", 

|a| > 20" — ||. 
Nach (3) ergibt sich hieraus 

1 
ja] >2e"—e = on(2— > )2e", (me). 
e 


Die Beziehung (1) ist also eine Folgerung aus (2) und (3). Nach diesen 
beiden letzten Relationen la8t sich eine Zahl o sicher bestimmen, wenn 





let? > |b\™ 
ist. Damit ist gezeigt: 


for 


me 


All 


Aul 
abs 
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Das ganzzahhge Polynom 
f(z) = (a*®—a) z+ 2*%-—b, b+0, 
ist irreduzibel, wenn 
|a+b| > 2|b|™ 
” Wird M(x) =a gesetzt, so kann man den Satz 1 folgendermaBen 

formulieren. 

Satz 2. Das normierte ganzzahlige Polynom 

{(z) = g(z)z+a, a+0, 
ist irreduzibel, falls es eine Zahl o und ein zugehdriges 
Min 19 (2) = k(e) 


mit folgenden Bedingungen gibt: 
1. g(x) hat keine Wurzeln innerhalb des Kreises |x| = o. 


2. . < k(o). 


|a| 
3. S's. 
Sind alle Wurzeln von g(z) reell und ist z irgendeine komplexe 
Zahl, so gilt 
|g (2)| > |g(Rz)|, 
wo Rz den Realteil von z bezeichnet. Es sei 7 die absolut kleinste 
Wurzel von g(z). Fir jede Zahl 9 aus dem Intervall 
9<e<|n| 
Min z)| = Min . — ’ 
_ ae Jala (Ig(e)|, |9(— @)|) 


Alle Zahlen z auf dem Rande des Kreises |x| = ¢ erfiillen also folgende 


Beziehung: : 
|g (z)| = |g(R2)| >} Min(|9(0)|, |g (—e))). 

Fiir den Minimalwert k(o) aus Satz 2 findet man demnach 

k(e) = Min (|g (e)|, |g(— @)))- 
Die Irreduzibilitét des Polynoms 

t(2) = 9(2) 24a 

ist dann eine Folgerung avs 

|a| < @ Min (|9(e)|. |9(— @)|). 

|a|Se. 
AuBerdem soll 9 nur derart bestimmt sein, da8 alle Wurzeln von g(z) 
absolut gréBer als g sind. Die schirfste Irreduzibilititsbedingung erhalt 
man, wenn @ so bestimmt wird, daB 


Min (/9(¢)|, |g(—e)|) = 1 
Mathematische Annalen. 114. 


gilt dann 
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¢ 

& 
te 
iv 


ist. Es ist dann zu bemerken, da8 die Gleichung 


lg(z)| = 1 
wegen der Voraussetzung, da alle Wurzeln von g(z) reell und + 0 sein 
sollen, wenigstens eine reelle Wurzel hat, die absolut kleiner als die ab- 
solut kleinste Wurzel von g(z) ist. Ist o der absolute Betrag der ab- 
solut kleinsten reellen Wurzel der Gleichung |g(z)| = 1, so ist die Be- 
ziehung 
Min (|g (@)|, |g(—@)| = 1 
erfiillt und als Irreduzibilitatsbedingung erhalt man 
lal|<o. 
Folgender Satz ist damit bewiesen. 
Satz 3. Es seien {(x) ein normiertes ganzzahliges Polynom der Form 


f(z) =g(z)z+a, a+ 0, 


und sdimtliche Wurzeln des Polynoms g(x) reell und + 0. Ist dann 0 der 
absolute Betrag der absolut kleinsten reellen Wurzel der Gleichung 


\g(z)\ = 1, 
so ist f(x) irreduzibel fiir 
lal|<e. 


Bemerkung. Die absolut kleinste Wurzel von g(z) sei mit 7 be- 
zeichnet. Da das Polynom g(z) ganz ist fiir alle ganzen z, so muB es 
fiir diese x entweder 0 oder absolut >1 sein. o erfiillt demnach, wie 
man leicht findet, die Beziehung 


¢=>\n|—1. 
Die Irreduzibilitét von f(z) folgt also auch aus 
ja] <|n|—1. 


Der Satz 3 ist auch auf die von I. Schur und G. Pélya zuerst unter- 


suchten Polynome 
f(z) = JT (x —6,)+a 


r=0 


mit ganzen 6, und a anwendbar. Wird namlich 


(2) = IT (z—6) 
gesetzt und ist rs 
1< |) |S |b] S---S |dn|, 
so ist die Zahl o durch die Gleichung 
Il (z— b,) 


v=1 


=] 








5 ah Sa 
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bestimmt und man findet 
=> |b, | — 1. 
Man erhilt also folgenden Satz. 
Satz 4. Das Polynom 
f(z) = 2]](z—b)+a, a +0, 


r=1 


wo a und alle 6b, ganz sind und 
1< |b,|S/6,|S--.S|6,| 


ist, ist irreduzibel fiir 


|a| < |, | ~ 
Hierzu ist zu bemerken, daB f(z), wenn 
|a| = |b, | - i 
ist, reduzibel sein kann. Wir geben ein Beispiel fiir den Fall 
6, =), =... = d,. 


Die Polynome 
x(x — b+ (b—1), 2¢n, 
a(az— b)* — (b—1), 2|n, 
sind durch «—b-+-1 teilbar und fiir positive b ist die obige Gleichung 
ja| =|,|—1 
erfillt. Fiir negative 6 ist diese Gleichung auch bei dem Polynom 
z(a2—by — (b+1) 
erfiillt, wo auBerdem xz — b — 1 jedenfalls ein Faktor ist. 


Eine Menge von normierten ganzzahligen Polynomen mit beschrankten 
Gradzahlen und Wurzeln mu8 endlich sein. Nach diesem Prinzip werde 
ich in einer spiteren Arbeit unter anderem folgenden Satz beweisen. 

Gegeben sei ein Polynom f{ (x) der Form 

f(z) = g(a)" M(2z)+ N(2) 
mit festen normierten ganzzahligen Polynomen g(x) und M(x) und festem 
ganzzahligem Polynom N (x). Ferner soll N (x) keinen Faktor mit g(x) -M (x) 
gemeinsam haben. Von den Gradzahlen der irreduziblen Faktoren von { (zx), 
die nicht Teiler eines Polynoms der Form 
g(zf — 1, (21) 
sind, sei r, die kleinste. Dann gilt: 


lim r, = o. 


n= oO 


(Eingegangen am 14. 7. 1936.) 








Uber den Automorphismenbereich einer Gruppe. 
Von 


Hans Fitting in Kénigsberg (Pr.). 





Einleitung. 


In einer fritheren Arbeit') hat der Verfasser gezeigt, daB man auch 
fir die Automorphismen nichtkommutativer Gruppen eine Addition und 
eine Multiplikation so definieren kann, da8 die Automorpbismen in ihrer 
Gesamtheit zwar keinen Ring, aber doch so etwas Ahnliches: einen so- 
genannten ,,Bereich“’ (Ring mit beschrinkter Addier- und Subtrahierbar- 
keit) bilden. 

Unter einem Bereich ist dabei ein System 8 von Elementen zu ver- 
stehen, in dem die folgenden Axiome erfiillt sind: 

I. 1. In speziellen Fallen existiert zu Elementen eines Bereichs 8 
eine ,,Summe“‘, die dann eindeutig bestimmt und wieder ein Element 
von ® ist. Die betreffenden Elemente heiBen in diesem Falle ,,addierbar“. 
2. Endlich viele Elemente von $ sind stets dann und nur dann addier- 
bar, wenn sie es paarweise sind. 3. Es gilt a +6 = 6+ a4 und 
(a + 6)+e¢=a+(6+¢), falls a,6 bzw. a,b,c addierbar sind. 

II. Zu jedem geordneten Paar von Elementen a, 6 gibt es innerhalb 
eines Bereichs entweder kein oder genau ein die Gleichung a+ 2 = b 
lésendes Element z = 6 — a; im letzten Fall heiBt a von b ,,subtrahierbar“. 

III. 1. Zu zwei Elementen eines Bereichs $ existiert stets ein ein- 
deutig bestimmtes Produkt, das wieder ein Element von $ ist. 2. Es 
gilt (ab)c = a(bc) 

IV. Mit a, 6 sind fiir jedes c auch ca,cb bzw. ac, be addierbar und 
die Gleichungen c(a +6) = ca+cb, (a+b)c = ac-4-be erfillt. 

V. 1. In einem Bereich 8 gibt es ein eindeutig bestimmtes der Be- 
dingung a-1 = 1-a = a geniigendes Einselement 1. 2. Ein zum Eins- 
element addierbares Element ist zu allen Elementen addierbar und von 
allen Elementen subtrahierbar. 3. Ein Bereich 8 enthilt mindestens ein 
zum Einselement addierbares Element, also auch ein (eindeutig bestimmtes) 
zu allen Elementen a von $ addierbares Nullelement 0, fiir das 0+ a 
=a+0=a gilt. 


1) H. Fitting: Die Theorie der Automorphismenringe abelscher Gruppen und 
ihre Analogen bei nichtkommutativen Gruppen. Math. Annalen 107 (1933), 
8. 514—543; diese Arbeit wird im folgenden mit F zitiert. 
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Ein Beispiel fiir einen Bereich erhalt man u. a. folgendermaBen: 
Es sei r ein (kommutativer oder nichtkommutativer) Ring mit Eins- 


element 1, f ein zweiseitiges Ideal von r und 7,,,,..., ein System 
von Elementen aus r, die den Bedingungen 
_ 0 fir i+ j 
(1) “y= "% fiir i = j, 
(2) t+ m+.--+m =1 (mod t), 
(3) m0 (mod f) 


fiir jedes A = 1,2,...,1 geniigen. Unter diesen Voraussetzungen ist die 
Menge a aller Summen von der Gestalt 


l 
a = H+ Loa Ms 
=1 


in denen « entweder = 0 oder = 1 ist und ~ alle Elemente aus f durch- 
lauft, bei additiver und multiplikativer Verkniipfung ein Bereich, falls n 


t 
Elemente o, = x, + Daj’-m, der Menge a(v = 1,2, ..., m) addierbar 
i=l 
genannt werden, wenn in jeder Spalte der Matrix 


+ tintribeit a!” \ 


( 
a” cee eteees as” 


héchstens einmal das Einselement des Ringes r vorkommt. (Die Forde- 
rung (3) hat zur Folge, daB die Elemente aus a alle voneinander ver- 
schieden sind, die Forderung (2), da8 a das Einselement von r enthiit.) 

Das vorausgeschickte Beispiel ist, wie im folgenden gezeigt werden. 
soll, auch fiir die Theorie der Gruppenautomorphismen von Bedeutung. 
Es stellt sich nimlich heraus, da8 der aus den Automorphismen einer 
Gruppe © gebildete Bereich M gerade vom Typus des Bereichs a dieses 
Beispiels ist, falls man sich — genau wie in F (siehe FuBnote ') — auf 
die mit den Transformationen (inneren Automorphismen) 

6(B) = |A—> B-!-A-B} 

vertauschbaren, d.h. der Bedingung (B-'-A-B)@ = B-!.AO-B ge- 
niigenden (,,normalen“) Automorphismen beschrinkt und auBerdem in der 
zugrundegelegten Gruppe © die Giiltigkeit des Doppelkettensatzes fiir die 
Normalteiler, d. h. die Existenz einer Hauptreihe voraussetzt. Insbesondere 
zeigt sich, daB dann M immer in einen Ring R eingebettet werden kann, 
in dem die Menge & aller Automorphismen, welche die Gruppe 6 auf 
eine Untergruppe ihres Zentrums (d. h. ,,ins Zentrum‘) abbilden, ein 
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zweiseitiges Ideal ist. Bedeutet 6 = U,xU, x...x U, eine Darstellung 
von & als direktes Produkt direkt-unzerlegbarer Untergruppen U,, U,,..., Uy, 
von denen die / ersten nichtkommutativ, die h—/ letzten aber kommu- 
tativ sein mégen (was ohne Beschriankung der Allgemeinheit angenommen 
werden darf), und ist H, derjenige Automorphismus von 6, der entsteht, 
wenn jedem Element A €@ seine U,-Komponente A, zugeordnet wird: 
H, = {A > A,}, so ergibt sich & als Spezialfall der Bereiche a des obigen 
Beispiels, wenn rt durch R, fdurch &, (7,, 7,, ..-, ™) durch (H,, H,,..., H,) 
ersetzt wird. 

Neben diesem Resultat werde ich noch die folgenden iiber die Er- 
gebnisse von F (siehe FuBnote ')) hinausgehenden Sitze beweisen: 

a) Die Menge & der ins Zentrum abbildenden Automorphismen isé 
ein Ring and zwar der maximale Unterring des Automorphismenbereichs U 
(der alle iibrigen Unterringe von & umfaBt). 

b) & ist sogar zweiseitiges Ideal von U. Der Restklassenbereich U/K 
ist die direkte Summe endlich vieler Bereiche, die nur aus dem Null- und 
Einselement bestehen, wobei das Einselement nicht zu sich selber addierbar ist. 

c) Das Radikal € des Bereichs % ist zugleich das Radikal von &; 
insbesondere ist also € stets Untermenge von &. 

d) € ist zweiseitiges Ideal von U, also auch von R. Der Restklassen- 
ring R/C ist vollstdindig reduzibel (direkte Summe endlich vieler einfacher 
Links- bzw. Rechtsideale). Folglich ist R vom Typus der Ringe, die 
Herr Kéthe in der Arbeit: ,,Die Struktur der Ringe, deren Restklassenring 
nach dem Radikal vollstdndig reduzibel ist‘‘*), untersucht hat, wobei noch 
das Besondere hinzukommt, daB das Radikal von & nicht nur aus lauter 
nilpotenten Elementen besteht, sondern selber nilpotent ist. Der Rest- 
klassenbereich U/C zerfillt in die direkte Summe zweier Bereiche, von denen 
der eine mit U/R, der andere mit R/C isomorph ist. 

Die im folgenden abgeleiteten Resultate bilden die Grundlage fiir 
eine weitere Arbeit, in der die Automorphismengruppe einer Gruppe (mit 
Doppelkettencatz fiir die Normalteiler) untersucht werden soll. 


§ 1. 
Satz 1: Die Menge & aller Automorphismen*), durch welche eine 
Gruppe © auf eine Untergruppe thres Zentrums (d.h. ,,ins Zentrum) ab- 


2) Math. Zeitschr. 82 (1939), S. 161—186. 

3) Unter einem ,,Automorphismus“ soll in dieser Arbeit durchweg eine operator- 
homomorphe (eindeutige, relations- und operatortreue) Abbildung einer Gruppe © 
auf eine Untergruppe Ul von © verstanden werden. Ist die Abbildung umkehbrbar 
eindeutig und auBerdem U— G, so heiBt der Automorphismus ,,eigentlich’*, sonst 
»uneigentlich™. 


— 


ee ae 
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gebildet wird, ist ein Ring. Derselbe ist in dem Bereich‘) % aller nor- 
malen®) Automorphismen von © enthalien und maximal in dem Sinne, daf 
er alle tibrigen Unterringe von U umfaBt. K besteht aus den- und nur den- 
jenigen Elementen von U, die zu allen Elementen von & addierbar sind. 

Beweis: K, und K, seien irgend zwei Elemente der Menge &. 

1. Die Bildgruppen GK,, GK, sind dann als Untergruppen des Zen- 
trums von © elementweise vertauschbar, also sind K, und K, addierbar‘). 
Die Summe K, + K, ist — wie sich sofort aus der Definition‘) ergibt — 
wieder ein Element von &. 

2. Wegen BK,-B-'K,-CK,-C-'K, = (B-C)K,-(B-C)-'K, ist die 
Zuordnung 

4 = {|A— AK,-A-'K,} 


ein Automorphismus von ©, der zu R gehért und der Gieichung K, + 4 = K, 
geniigt. 
3. Ferner ist das Produkt K,K, in & enthalten, was aus GK, & 6, 
© K, K, ° GK, unmittelbar zu ersehen ist. 
4. SchlieBlich gilt fiir jedes KER 
B-!.AK-B = AK = (BK)—'-AK- BK 
= B-'K-AK-BK = (B-'.A-B)K 


also 


Kee, SUX. 


Durch 1., 2., 3., 4. wird & als Unterring von & charakterisiert. Es 
bleibt noch zu zeigen, daB jeden weiteren Unterring 2 von M umfabt. 
Ist A ein Element eines solchen Ringes 2, so muB mit A auch A+ A 
in 2 enthalten sein. A muB also zu sich selber addierbar sein, was nur 


‘) Endlich viele Automorphismen 6, »+++ O, einer Gruppe © werden ,,addier- 
genannt, wenn die Bildgruppen ©6_,...,60, zu je zweien elementweise 
vertauschbar sind; in diesem Falle wird zu 6, +99, eine ,,Summe 9, +..-+0, er- 
klart ; diese Summe ist der Automorphismus © + ...+ 6,.= \A+A@,-A@,.....A6,}. 
Zu zwei Automorphismen © und /7 von © kann man immer eiu ,,Produkt‘ als den 
aus © und J] zusammengesetzten Automorphismus @ J7 = {A — (A@)II) defi- 
nieren, ohne iber © und /7 irgendwelche einschrankende Voraussetzungen machen 
zu missen. Man bestatigt leicht, daB die Automorphismen einer Gruppe bei addi- 
tiver und multiplikativer Verknipfung in dem in der Einleitung definierten Sinne 
einen Bereich bilden. 

°) Normal“ wird ein Automorphismus © genannt, wenn er mit allen Trans- 
formationen (inneren Automorphismen) #(B) = |A—> B-'.A-B} vertauschbar ist 
[d. h. der Bedingung (B-'.A-B)@ = B-'.A@O-B geniigt], wenn er also auch nach 
Hinzunahme der Transformationen zum Operatorensystem der Gruppe noch operatoren- 
treu bleibt. Die normalen Automorphismen bilden natiirlich bei der in FuBnote ‘) 
definierten additiven und multiplikativen Verknipfung fir sich wieder einen Bereich, 
der in dieser Arbeit mit & bezeichnet wird. 


bar 
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dann der Fall ist, wenn die Bilder 4A und BA von zwei beliebigen 
Elementen A und B aus 6 miteinander vertauschbar sind. Da A nor- 
mal ist, folgt hieraus: AA = (BA)-'-AA-(BA) = B-'A-AA-BA 
= (B-'.A-B)A = B-'-AA-B, womit AER, 2 S& K bewiesen ist. 

Ist ein Automorphismus J7 der Gruppe 6 zu jedem Automorphismus, 
insbesondere auch zum identischen Automorphismus von 6 addierbar, so 
ist J7 €R und umgekehrt. 


§ 2. 
Satz 2: Der Ring & ist sogar ein zweiseitiges Ideal*) des Bereichs U. 
Beweis: Es sei OEM, KER. Dann ist 
1.0-KES8; dennes gilt 606 © G6, GOK & GK; 
2. KO ER; denn es gilt fiir beliebige Elemente A und B aus © 
AKO = (AK)O =(B-'-AK- B)O = B-!- AK@O.-B. 


§ 3. 

Auf Grund des Satzes 2 la8t sich zu UM und & ein ,,Restklassenbereich‘‘ 
in der iiblichen Weise definieren, da die Elemente von & zu allen 
Elementen von & addierbar sind. In diesem Paragraphen soll die 
Struktur dieses Bereichs untersucht werden. Zu diesen Zweck beweise 
ich zunachst 

Hilfssatz 1: Jeder normale Automorphismus @ ist vom identischen 
Automorphismus’) P, subtrahierbar. 

Beweis: Nach Definition (siehe FuBnote °)) ist 
B-'-A@-B = (B-'. A- B) 0 = B-'0-.A@O- BO = (BO)! - AO. (BO), 
also 


(1) AO-B-(BO)— = B-(B@)—'- AO. 
Es gilt daher 
A-(A@)-'-B-(B@)-' = A-B-(B@)~* -(4@)-* = A-B-[(A-B)9@}-', 


woraus folgt, daB die Zuordnung 
Oo = {B+ B-(BO)-*} 


*) ,,Ideal“ heiBt jedes Teilsystem eines Bereichs, das mit einem Element a 
und einem zu a addierbaren Element b bzw. einem von a subtrahierbaren Elemente c 
immer auch die Summe a+b) bzw. die Differens a—c und auBerdem alle 
Produkte +-a bzw. a-r enthalt, wenn r alle Elemente des Bereichs durchiduft. 
Genau wie in Ringen, werden die Ideale eines Bereichs in links-, rechts- und 
zweiseitige eingeteilt. 

7) Der ,,identische“ Automorphismus {A -» <A} (der jedes Element auf sich 
selber abbildet) wird in der ganzen Arbeit immer mit P,, der ,,Nullautomorphismus* 
|4 — EB} (bei dem jedem Element das Einheiteelement 2 zugewiesen ist) durchweg 
mit P, bezeichnet. 
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ein Automorphismus ist, der wegen (1) zu O addierbar ist und der Bedingung 
A(0’' + 8) = AO’. AO = A-(AO)-'!-AO = A=AP,, 
d.h. & +0 = P, geniigt. 

Zusatz: Fir jeden normalen Automorphismus 6 gilt O(P, — 0) 
= (P, —9)0=P,") (mod &): denn 6 und 6’ = P, — @ sind addierbar, 
also gilt wegen 06’ = O’@ fiir beliebige Elemente A, B aus © 
AOO’ = (BO)-' - ABO’ -(BO) = B-'@. AGO’. BO = B-'0- AO’O - BO 

= (B-!. AO’. B)O = B-'.AO’'O-B = B-'- AOO’ - B. 

I. Jeder normale Automorphismus 9 ist modulo & idempotent: 
P, = 9 (P, — 9) = 0 — 6 (mod &). 

II. Modulo & sind normale Automorphismen 9,/7 multiplikativ 
vertauschbar: @/7 = J7@ (mod &); es ist namlich 

P, =0-/1-(P, —@)-0-/7.(P, — 90) =90-I1- (P,—9)| 
(a) rage yer ga 


(mod &), 
P, = (P, —6)-17-0. J 


also 
6-11 =0.-/1-P, =90-I7-(6 + (P, — 9)] 
=6-/1-60+0.-/11-.(P,—9)=90-11-0 
= (P, —9)-177-0+40-11-0 = [(P, —9)+96]-17-0 
= P,-17-0 =/1-0 (mod ). 
III. Normale Automorphismen 9,/7 sind stets dann und nur dann 
addierbar, wenn O/7 = P, (mod 8). 
Beweis: 1. Sind 6 und J7 addierbar, so gilt fiir beliebige Elemente 
A, B aus G: 

A@OII = (A9) IT = (BO)—'-(40) /7-(BO) = B-'0- AOI] - BO. 
Nun ist nach II]. O/T = J7@ (mod 8), d. h. OJ7 = 170+ K mit KES; 
also wird 
AOIl = B-'0.AOI1-BO = B-'0-Al10.-AK:- BO = AK-B-'0-AllO- BO 

= (B-'-All-B)@-AK = B-'.AJI10-B-AK = B-'-All10-AK-B 
= B-'.A(110+K)-B = B-'-AOII-B. 
2. Ist O/T = P, (mod 8), so gilt 
All = (BOIl) . Al (BOI) = (B@)-'17- All -(BO@) IT 
= ((B@)-'. A-(BO)) /7 = (B@)—'- All (BO), 
so daS GO mit G/7 elementweise vertauschbar, folglich O zu JT 
addierbar ist. 
Aus I., II., III. erhalt man zusammenfassend: 
Satz 3a: Der Restklassenbereich U/R besteht aus lauter idempotenten, 
multiplikativ miteinander vertauschbaren Elementen, von denen endlich viele 


(b) 
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@,, ..., @, stets dann und nur dann addierbar sind, falls fiir i + j das 
Produkt 6,-@, immer gleich Null ist. U/R hat dieselbe Struktur wie 
derjenige Bereich, der aus dem System S aller Teilmengen T einer festen 
Menge M entsteht, wenn man 

1. das Produkt von T und T’ aus S als den Durchschnitt T ~ T’ 
definiert, 

2. endliche viele Mengen T,,..., T,, des Systems S addierbar nennt, 
falls sie paarweise elementefremd sind, und in diesem Falle unter der 
Summe T, + ...+ 17, die Vereinigungsmenge der T, versteht. 

Erweitert man in U/R den Definitionsbereich der Addition, indem man 
auch fiir solche Elemente, deren Produkt nicht verschwindet, eine Summe 
durch die Gleichung 

6¢/1 = (6 — 6/1) + (/1— 110) 
erklirt, so wird U/R zu einem kommutativen Ring, in dem jedes Element 
idempotent ist, d. h. zu eimem Booleschen Ring. 

Genauere Aussagen iiber die Struktur des Bereichs 4/R lassen sich 
machen unter der Voraussetzung. daB in der Gruppe 6 die Doppelketten- 
bedingung fiir die Normalteiler gilt (d.h. eine Hauptreihe existiert), an 
der von jetzt an bis zum Schlu8 der Arbeit festgehalten werden soll. 
Bekanntlich ist dann © direktes Produkt endlich vieler direkt-unzerlegbarer 
Untergruppen U,,...,U,, deren Numerierung wir so gewahlt denken, 
daB die nichtkommutativen U die Indizes 1 bis |, die kommutativen die 
Indizes (1+ 1) bis h haben. Es ist also 


(J) G=—= Ux... x U, U, direkt-unzerlegbar, 
(II) aa nicht kommutativ, 
(IIT) Wea a. 000» kommutativ. 


Die Struktur des Bereichs UW/R ergibt sich aus den folgenden 
Hilfssatzen. 

Hilfssatz 2: Jeder nilpotente, normale Automorphismus © der 
Gruppe © ist ein Element des Ringes 8. 

Beweis: Voraussetzungsgema8 ist 6" = P,, falls » hinreichend 


groB gewahit wird; also gilt fiir beliebige Elemente A und B sus 6: 
Bor = BP, = £, 

A@ = E-'-AO-E = (BO")—'- AO. (BO") = B-' 6". A0- Ba" 

(B-' 6*—1.4-BO"—')6. 


Da © normal sein sollte, ist weiter 
AO = (B-'O"-!.A-B@"-)6 = B-'@"—: -AO-BO*-' =... 
= B—-'6*-'.40-BO-‘=...= B-'!-A@O-B, 
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woraus folgt, daB A@ und damit iiberhaupt die ganze Bildgruppe 60 
im Zentrum von © enthalten ist. Daher ist in der Tat 0 € 8. 

Ein zweiter Beweis ergibt sich direkt aus Satz 3a, demzufolge gilt: 
6=C@=...=@=P, (mod 8). 

Hilfssatz 3: Ist © eine direkt-unzerlegbare, nichtkommutative 
Gruppe (mit Hauptreihe!), so laBt sich jeder normale Automorphismus 0 
von © eindeutig als Summe von der Gestalt 9 = P,+K darstellen, in 
der K ein Element des Ringes & bedeutet und « entweder = 0 oder 
= 1, d.h. P, entweder der Null- oder der identische Automorphismus 
von © ist (vgl. FuBnote’)). Die Summen P, + K sind die eigentlichen, 
die Summen P, + K die uneigentlichen, normalen Automorphismen von 6. 

Beweis: Zunichst sei O uneigentlich. Bekanntlich*) ist dann 0 
nilpotent, nach Hilfssatz 2 also Element aus &, womit die behauptete 
Darstellbarkeit fiir die uneigentlichen (normalen) Antomorphismen von © 
bereits bewiesen ist. Als Summe von der Gestalt K’+ P, mit K’ eS 
1a8t sich ein uneigentliches @ sicherlich nicht darstellen. Da namlich 6 
nicht kommutativ sein sollte, mu8 K’ als ein Automorphismus, der © 
auf eine Untergruppe des Zentrums abbildet, uneigentlich und daher 
nilpotent sein (vgl. FuBnote *)). Fiir hinreichend groBes n gilt also 
[K’}* =P, und daher (P,+-K’)-(P, — K’+[K’}’— [K’]*+...) = P,+[K’}" =P,, 
wodurch K’+ P, als eigentlicher Automorphismus charakterisiert wird, 
der mit dem uneigentlichen Automorphismus 9 nicht identisch sein kann. 

Es sei jetzt © ein eigentlicher Automorphismus von &. Unter dieser 
Annahme ist A@-A-? bei beliebigem A € G stets im Zentrum von § ent- 
halten; denn es ist 


A-).B@-A = (4-'-B-A)@ = A-'0-BO-AO = (AO)-'- BO-(AB), 
A@-A-!. BO = BO-AO-A—"', 


woraus folgt, da8 A@-A-* in der Tat mit allen Elementen von 6 ver- 
tauschbar ist, da BO mit B alle Elemente von © durchliuft. Wegen 
BO .B-'.C@.C—! = BO-C@-.C-!. B-! = (B-C)0.(B-C)- 


—. 


ist daher die Zuordnung 
K = {4 + 4@-4-1! 


*) Nach F §4, Satz II vermittelt jeder normale Automorphismus © einer 
Gruppe ©, in der die Doppelkettenbedingung fir die Normalteiler gilt, eine direkte 
Produktzerlegung 6 = 6* x G**, die entsteht, wenn unter G* die Bildgruppe 66", 
unter G** die Gruppe aller von 6” auf das Einheitselement EZ abgebildeten 
Elemente aus © verstanden wird; die natiirliche Zahl n ist dabei so groB zu wahlen, 
daB in der absteigenden Kette 6 D 66 D G6? >...: G66" = GO"*’ ausfallt. 
Da im Spezialfall des Textes © direkt-unzerlegbar und © uneigentlich ist, gilt 
6* = 66" = (Z£), 6** = G, also 6” = p,. 











92 H. Fitting. 


ein Automorphismus von 6, fir den OG =K+P, gilt, womit die 
behauptete Darstellbarkeit auch fiir die eigentlichen (normalen) Auto- 
morphismen von © bewiesen ist, da K offensichtlich der Menge & angehért. 
DaB ein eigentliches @ nicht auch noch als Summe von der Gestalt 
P,+K’ mit K’€S hergestel/t werden kann, ist trivial, weil — wie wir 
bereits oben bemerkten — bei nichtkommutativen Gruppen jedes K’ ¢ & 
notwendig ein uneigentlicher Automorphismus sein muB. 

Hilfssatz 4: Im allgemeinen Falle einer beliebigen Gruppe 6 
(mit Hauptreihe!) laBt sich jeder normale Autormorphismus 9 von 6 
eindeutig als Summe von der Gestalt 


e= P.,H, +... + Pa, Hi + K 

darstellen. K ist dabei wieder ein Element aus &, H, ist der durch die 
Zuordnungsvorschrift H, = {A + A,} definierte Automorphismus von 6, 
in der A, die U,Komponente von A bei der Zerlegung (I) bedeutet 
und a, — genau wie « in Hilfssatz 3 — entweder = 0 oder = 1, d.h. 
P,, entweder der Null- oder der identische Automorphismus von 6 
ist (vgl. FuBnote ’)). Hinsichtlich der Bedeutung von / vgl. (II). 

Beweis: Die Automorphismen H,, ..., H, sind addierbar, da die 
Bildgruppen © H, = U,, ....GH, = U, zu je zweien elementweise mit- 
einander vertauschbar sind. Sie geniigen der ,,Vollstandigkeitsrelation“: 
(1) H, +H, +... +H, =P, 
und den .,Orthogonalitatsrelationen“: 
H, fir w=yr. 


9 . = 
(2) HH = BP pe ae 


denn es ist 
A(H, +...+H,) = 4H,-AH,-...-4H, = A = AP, 

und 
_ AH, fir «=r 
- E=AP, fir p+ 
Weiter sind die H, sogar noch normale Automorphismen, was aus 

B-'-AH,-B =(BH)~'-...-(BH,)-!-4H,-(BH,)-...-(BH) 

= (BH,)-!.AH,-(BH,) = (B-?. A- B)H, 

unmittelbar hervorgeht. 

Aus (1) folgt 


AH, H, = (A H,,.) H, 


h h 
(3) O=P,OP,= JF JF H,OH, 


a=} r=>i b 


Me 


= 5 H,0H,+ 
“ser a= 


& 


I 
H,@H, + 2 H,@H,. 
“=1 
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Im Fall » + » gilt H,OH,ER. Ist namlich B, irgendein Element 

aus U,, so wird, da die Automorphismen H,,H,,@ normal sind, 

B;'-AH,OH,-B, = By’ H,OH,-4H,OH,- B,H,@H, = 4H,OH,, 
woraus folgt, daB das Element A H, @ H,, das wegen A H, 9 H, = (A HO)H, 
jedenfalls in U, enthalten ist, sogar zum Zentrum von U,, also auch zum 
Zentrum von © gehért. 

Fir «=1+1,142,...,h ist auch H,OH, €R, weil ja U,,,, 
U,,2,---, Uy gerade die abelschen Faktoren der Zerlegung (I) sein sollten 
{siehe (IIT)]. 

Einer genaueren Diskussion bedarf nur noch der Fall « = » < I, 
dessen Erledigung sich aber sofort aus Hilfssatz 3 ergibt. Nach diesem 
Satz ist namlich H,OH, fir « <1! entweder von der Form H, + K, 
oder von der Form P, + K,, wobei K, ein gewisses Element des Ringes 8 
bedeutet. Der erste oder der zweite der beiden genannten Fille liegt 
vor, je nach dem, ob der durch die Zuordnungsvorschrift 

{A, + A, H,9H,} = 0%, A, €U, 

definierte Automorphismus von U, eigentlich oder uneigentlich ist. Denn 
im ersten Fall ist nach Hilfssatz 3: 0” = P“+K™, im zweiten 
om = P+ K™, wenn mit PY der identische, mit P() der Nullauto- 
morphismus von U,, bezeichnet wird und K™ einen ins Zentrum abbildenden 
Automorphismus von U, bedeutet. Nun ist in leicht verstandlicher 
Schreibweise H, 0“ = H,@H,, H, P“? = H, = P,H, und H, P = P, 
= P,H,, also H,OH, = P,H,+K, baw. = P,H,+K,, wenn 
H, K® = K, gesetzt wird. FaBt man beide Fille in eine Gleichung 
H, OH, = P.,, H, +K, zusammen und setzt man schlieBlich noch 


2 H,OH,+ J HOH, + J Ky = KER, 
Use u>l «Sl 
so ergibt sich nach (3) 
i 
O9@=K+ JP. H,, 


a= 
womit zunachst die Méglichkeit der in Hilfssatz 3 behaupteten Darstellung 
nachgewiesen ist. 
Es bleibt noch die Eindeutigkeit dieser Darstellung zu beweisen: Sind 
l U 
@=K+ 2 Pa, Hy = K+ = Ps, Hy 
u=1 a=1 


zwei Darstellungen im Sinne des Hilfssatzes 3, so gilt fir O< w=! 
H,@H, = Po, Hy + H, KH, = Pr, H, + H, K’H,, 
woraus auf Grund der Eindeutigkeitsaussage des Hilfssatzes 3, die auf 
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den Automorphismus 6) von U, (siehe oben) anzuwenden ist, sofort 
t i 
P.. = Pz,, hieraus weiter YP, H,. = 2 Ps, Hy und schlieBlich K = K’ 
' aa 


folgt. se 
Aus Hilfssatz 4 erhilt man jetzt unmitteibar 
Satz 3b: Der Restklassenbereich U/R = U zerfallt in die direkte 
Summe*) der .1 ‘zweiseitigen Ideale MH,,...,UH,, von denen UAH, nur 
aus den beiden Elementen P,, H, besteht, fiir welche 

P,-P, = P,-H, = H,-P, =P,, H,-H, = H, 
und 

P,+P,=P,, P,+H,=H,+P, =H, 

gilt, withrend H, zu H, nicht addierbar ist. (Unter P,, H, sind natiirlich 
die von P,, H, [siehe oben] modulo & erzeugten Restklassen zu verstehen.) 
Elemente, die verschiedenen Idealen der Serie UH,,..., UH, angehéren, 
sind stets addierbar, so daB U aus endlich vielen, und zwar aus genau 
2! Elementen besteht. (Die Bedeutung der natiirlichen Zahl / ist den 
Formeln (I) und (II) zu entnehmen!) 


Korollar: & enthalt einen zu U/RK isomorphen Teilbereich, der aus 
den 2' Summen I P,,H, (a; = 0, 1) besteht. 


§ 4. 

Satz 4: Nach F, § 16, Satz 11 enthalt der Automorphismenbereich U 
ein zweiseitiges Ideal €, das einerseits alle nilpotenten’*) Ideale von M umfaft, 
andererseits selber nilpotent ist. Dieses Ideal ©, das Radikal des Bereichs U, 
ist eine Teilmenge und daher auch zweiseitiges Ideal von &. € ist 
sogar das Radikal (mazimale nilpotente Ideal) des Ringes &. 


Beweis: DaS € Teilmenge von & sein muB, folgt ohne weiteres aus 
Hilfssatz 2, da € aus lauter nilpotenten, normalen Automorphismen be- 
steht. Zu zeigen ist daher nur, daB € zugleich das Radikal von & ist, 
d. h. einerseits nilpotent ist (was keines weiteren Beweises bedarf), 
andererseits alle nilpotenten Ideale des Ringes R enthalt. Dies letztere 
ergibt sich nun folgendermaBen: 


®) Ein Bereich © ist ,,direkte Summe“ der links- (bzw. rechts-) seitigen Ideale 
2, --+ 2, (bzw. R,..., R,), wenn jedes Element z aus B sich eindeutig als 
Summe von der Gestalt z = z,+...+ 2, mit x, € 2, (bzw. € R,) darstelien abt. 

10) Eine beliebige Menge von Elementen eines Bereiches heiBt ,,nilpotent*, 
wenn fiir ein hinreichend groBes ¢ jedes Produkt aus s Elementen der Menge ver- 
schwindet. 


a 
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3 sei ein nilpotentes Ideal von R, und zwar J" = P,. Es ist dann 
3 2S und daher nach Satz 2 auch UIUOKR"). Ist 3 Linksideal von K, 
so folgt weiter AJU-3 SJ, (AIUS)" = P,, so daB in der Menge AF 
jedes Produkt aus 2m Elementen verschwindet. 3 ist daher nilpotent. 
Nun ist &3 iiberdies ein Linksideal des Bereichs U, also J SUISSE. 
Ist 3 Rechtsideal, so schlie8t man genau so, nur daB man an Stelle der 
Linksideale UI, AIAD die entsprechend definierten Rechtsideale 3M, 
IUIA zu betrachten hat. 

Bemerkung: Der wesentliche Inhalt des Satzes 4 gilt auch 
danp, wenn in © die Doppelkettenbedingung nicht erfiillt ist. Nennt 
man ein Element ® des Ringes R in WM (bzw. in R) eigentlich nilpotent, 
wenn jede Summe aus endlich vielen Gliedern von der Form 0-9.0’ 
mit O€ U, O' € A (bzw. von der Form K-®-K’ mit KER, K’ ER) nil- 
potent ist, und versteht man unter dem Radikal von & (bzw. von §) 
die Menge € (bzw. €’) aller in & (bzw. in ) eigentlich nilpotenten Ele- 
niente, so besagt die Behauptung, die dem Satz 4 im allgemeinen Fall 
entspricht, daB das Radikal © von U wieder mit dem Radikal C' von K 
tibereinstimmt. Jedenfalls ist € © C’. Es sei nun @’ irgendein Element 
aus ©’ und Y eine Summe aus endlich vielen Gliedern von der Form 
00'O’ mit OCA, O' cA. Y* ist dann eine Summe endlich vieler 
Glieder von der Gestalt 0,90! 0,9'0,0,9'0', mit O,€U, Oe A. 
Nach Satz 2 ist 0,0'0,0,¢ 8, 0,0,9'0',€ &, also Y* und damit 
auch Y nilpotent, woraus ®’¢ €, € © € und mit € © C’ zusammen 
schlieBlich € = C’ folgt. — Ubrigens ist das Radikal € ein zweiseitiges 
Ideal von & (also auch:von &); denn 1. gilt fir OCC, OCU: OD EC, 
®OcC, 2. ist die Summe zweier Elemente ® und ¥ aus € jedenfalls 
nilpotent, da die Gleichung (® + ¥)" = ©" + ¥,, besteht, in der ¥,, eine 
Summe endlich vieler Glieder von der Form O¥O' mit OCU, O'cU 
bedeutet und daher nilpotent ist, so da8 fiir hinreichend groBe natiirliche 
Zahlen n und m: [((® + ¥)"]}" = (O" + P,)" = (¥,,)" = P, gilt, 3. folgt 
aus 1. und 2., daB ®+¥ sogar eigentlich nilpotent sein mu8. Durch 
1. und 3. wird aber € als zweiseitiges Ideal von & charakterisiert. Wegen 
des Hilfssatzes 2 (der natiirlich unabhingig von der Doppelkettenbedin- 
gung gilt) ist das Radikal € gleichzeitig im Automorphismenbereich U und 
im Ring & das mazimale, zweiseitige Ideal, das aus lauter nilpotenten 
Elementen besteht. 


1!) Unter AI (bzw. AIA, AIMS) werde die Menge aller Summen aus je 
endlich vielen Gliedern von der Gestalt 9 ® (bzw. ODO’, ODO' D’) verstanden; 9, 0’ 
sind dabei Elemente aus &% und ®,@’ Elemente aus J. Um die Addierbarkeits- 
bedingungen braucht man sich nicht zu kiimmern, da die Elemente 9%, O90’, 
@@0'@' nach Satz 2 alle zu & gehéren. 
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$5. 

Satz 5: Der Restklassenring R/C ist vollstandig reduztbel 
(halbeinfach): Ist U,.,..., U,, ein vollstdndiges Reprisentantensystem fiir 
die (mazimalen) Klassen untereinander isomorpher Gruppen, in welche die 
abelschen Faktoren (III) der Zerlegung (1) zerfallen (so daB jedes kommu- 
tative U mit genau einem U, isomorph ist) und ist weiler g, die Anzahl 
der U in der durch U,_ reprisentierten Klasse (d. h. die Anzahl der mit U,. 
isomorphen U,), so ist R/C direkte Summe vollstindiger Matrizenringe bzw. 
tiber den Restklassenringen U,/C, und bzw. vom Grade g,. UA, bedeutet 
dabei den Automorphismenring von U, und ©, das Radikal dieses Ringes. 
Nach F, § 14, Satz 8, ist U,/C, ein Sohiefkirper. 

Beweis: Man erhalt Satz 5 unmittelbar, wenn man in der Dar- 
stellung des Ringes R, die von der im Sinne von F, §15 aus (I) hervor- 
gehenden Darstellung 

/ 2 aoe : oo» A, 0,, Ay 


a : : (vgl.hierzuF, §15, 
(D) oz + ses An OnrA, tee Satz 10b) 


2 ees, / 

des Bereichs U induziert wird, sowol.l © wie jeden Koeffizienten A, 0, ,A, 
der darstellenden Matrizen durch die von © (bzw. von Aj, 9@,, A,) 
modulo € erzeugte Restklasse ersetzt. 

Auf Grund des Satzes 5 lassen sich in & die von Herrn Kathe, 
a. a. O. (vgl. FuBnote *)) bewiesenen Siatze anwenden, die noch weitere 
Aussagen iiber die Struktur von R erméglichen, worauf hier aber nicht 
naher eingegangen werden soll. 

Genau wie Satz 5 beweist man schlieBlich noch 

Satz 6. Der Restklassenbereich U/C™) zerfallt in die direkte Summe 
(sieche FuBnote*)) von zwei zweiseitigen Idealen, von denen das eine — als 
Bereich aujgefaBt — mit U/K, das andere mit R/€ isomorph ist; ein Ele- 
ment des einen Ideals ist zu jedem des anderer. addierbar. 


§ 6. 


Satz 7. Der Automorphismenbereich U laBt sich in einen Ring R 
einbetten, in dem das zweiseitige Ideal R von U ebenfalls zweiseitiges Ideal 
ist. YW ist vom Typus der Bereiche a, die durch das in der Einleitung 


12) WC Bt sich — genau wie U/R — in gewohnter Weise definieren, da € 
auch in W zweiseitig ist und wegen € C K nur aus solchen Elementen besteht, die 
zu allen Elementen von &% addierbar sind. 
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angegebene Beispiel charakterisiert wurden, R spielt dabei die Rolle des 
Ringes t, K die Rolle des zweiseitigen Ideals t von t und das System der 
in Hilfssatz 3 definierten Automorphismen H,, ..., H, die Rolle des Systems 
der ,,orthogonalen“ Elemente n,,..., %- 

Beweis: Es sei M die Menge aller rein formal gebildeten Kom- 
plexe von der Form 

V = (n,H,, », H,, ..., ™H,, K), 

bei denen jede der Zahlen n,,...,, unabhingig von den iibrigen alle 
ganzen rationalen Zahlen und K alle Elemente des Ringes R durchlauft. 
Zwei Komplexe 





V = (n, H,, ...,  H,, K) 
und 
V’ = (m,H,,...,;H,, K’) 
sollen gleich genannt werden, wenn n, =; (i= 1,...,1), K=K’ gilt. 
Definiert man Summe, Differenz und Produkt zweier Komplexe 
V, = (nH, ..., ni” H;, K,) 
und 
V, = (nH, ..., ni” H;, K,) 
durch die Gleichungen 


Vit Vy = ((n? + vn) H,, ..., (nf? + nf”) H,, (K, + K,)) 
1 
Vi- Vy = (ny nf H,, ..., ni? nH, K,K, + 2 ni H, K, + ni H;K,), 
i=1 


so wird 9 — wie man leicht nachrechnet — zu einem Ring. 

Neben M wird nun noch eine zweite Menge, die Gesamtheit R aller 
Abbildungen 

= {|4+(AH,)"-...-(4H)”-AK} 
betrachtet, bei denen A alle Elemente von © durchlauft und n,,n,, ...,m, K 
dieselbe Bedeutung haben wie in den Komplexen V. Diese Abbildungen 
sind selbstverstindlich im allgemeinen keine Automorphismen. Das Bild 
des Elements A bei der Abbildung Z werde aber trotzdem genau wie 
bei Automorphismen mit AZ bezeichnet. Zwei Abbildungen Z, Z’ aus R 
sind natiirlich als gleich anzusehen, wenn A Z fiir jedes A € G mit AZ’ 
identisch ist, d. h. wenn die Bilder eines jeden Elements aus © iiberein- 
stimmen. Unter Summe, Differenz und Produkt zweier Abbildungen Z, 
und Z, aus R werde die durch Z, und Z, eindeutig bestimmte, wieder 
zu R gehdrige Zuordnung 
Z,+Z,=(4+4Z,-AZ,) 


Z,—2Z, = |A+(AZ,)(42Z,)~*| 
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bzw. 
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bzw. 
Z,-Z, = {4 > (4Z,)Z,) 
verstanden. Ordnet man nun jedem Komplex V = (mn, H,, ..., ™,H,, K) 
aus M die mit denselben n, und demselben K gebildete Abbildung 
= {4+(A4H,)™-...-(4H,)”-AK} 

aus R zu, so ergibt eine einfache Rechnung, da8 der Summe, Differenz 
und dem Produkt zweier V die Summe, Differenz und das Produkt der 
entsprechenden Z zugewiesen ist, woraus sofort folgt, daB R ebenfalls ein 
Ring (und zwar ein zu M homomorpher Ring) sein muB. 

Nach Hilfssatz 4 ist jeder normale Automorphismus von @ eine 
Summe von der Form 


K+ EP. H, = @ = {4 + (AH,)"-...-(A4 H)”- AK}, 
“=1 


wo die Zahlen «, auf 0 und 1 beschrankt bleiben. Es ist also AOS R. 
Da nun — wie man unmittelbar einsieht — die Menge & nicht nur im 
Automorphismenreich & (siehe Satz 4), sondern auch im Ring R ein 
zweiseitiges Ideal ist, bilden die normalen Automorphismen @ auch bei 
der in & definierten Addition, Subtraktion und Multiplikation einen 
Bereich und zwar einen solchen vom Typus der Bereiche a des in der 
Einleitung angegebenen Beispiels, falls » normale Automorphismen 


a”) a”) 


@, = {4 +(AH)"-...-(AH)" AK} vx =1,..,9, a? =0,1 
addierbar genannt werden, wenn in jeder Spalte der Matrix 


(1) (1) 
a tee et nee 


rr 


A 


n) (n) / 
a coos vee 


héchstens einmal eine Eins, sonst iiberall nur Null vorkommt. Da sich 
diese Addierbarkeitsbedingung aber offensichtlich mit der in der Fub- 
note *) angegebenen Bedingung fiir die Addierbarkeit normaler Auto- 
morphismen als dquivalent erweist, ist hiermit der Satz bewiesen. 


(Eingegangen am 17. 8. 1936.) 


Die Teilréiume eines linearen Koordinatenraumes. 


Von 


Gottfried Kéthe in Minster (Westf.). 





Fiir eine Theorie der Auflésung linearer Gleichungen mit unendlich- 
vielen Unbekannten ist in einer friiheren Arbeit von O. Toeplitz und 
mir’) der Grund gelegt worden. Die vollkommenen Koordinatenriume 
wurden als diejenigen linearen Raume erkannt, in denen eine solche Theorie 
sich erfolgreich durchfiihren zu lassen verspricht. Die vorliegende Arbeit 
will einen weiteren vorbereitenden Schritt zu dieser Auflésungstheorie voll- 
ziehen~ Sie untersucht die linearen Teilriume eines gegebenen vollkommenen 
Raumes 4 und ihre Invarianten bei umkehrbar stetigen linearen Trans- 
formationen von A in sich. 

Im n-dimensionalen Raum, d. h. fiir die Theorie von n Gleichungen 
mit » Unbekannten, stellt diese Typeneinteilung der linearen Teilriume 
nach umkehrbaren Transformationen des Raumes in sich den eigentlichen 
Kern der Auflésungstheorie dar. Man beweist die Tatsachen dieser Theorie 
zwar meist mit Hilfe der Determinanten, am klarsten und einfachsten 
wird ihre Ableitung aber, wenn man davon ausgeht, da8 jeder lineare 
Teilraum des n-dimensionalen Raumes A in einen der Form z,., = 0, 
..+) 2, = 0 transformiert werden kann und da8 seine Dimension 7 seine 
einzige Invariante ist. 

Ist namlich ein lineares Gleichungssystem mit der n-reihigen Koeffizienten- 
matrix UM gegeben, so sind mit dieser unmittelbar vier lineare Teilréume 
verkniipft, zwei in A, zwei in A*, dem zu A dualen Raum: Erstens u = U(A), der 
Bildraum von A bei der Transformation UM, zweitens 7 = W' (A*), der 
Bildraum, in den A* durch WY’, die zu UM transponierte Matrix, iibergefiihrt 
wird, drittens der Teilraum 7 von 4, ddn die Lésungen der homogenen 
Gleichungen Mz =o bilden, und viertens der Teilraum 7 von /*, den 
die Lésungen der transponierten homogenen Gleichungen u% = o bilden. 
Zwischen diesen vier Teilriéumen ergeben sich zwei einfache Beziehungen, 
wenn man den Begriff des ,,Orthogonalraumes“ einfiihrt: Die Menge aller 
Stellen u von A*, die zu allen Stellen x eines linearen Teilraumes yu 
von A in der Beziehung ux = 0 stehen, bilden einen linearen Teilraum 
von A*, der als der Orthogonalraum jf von yw bezeichnet werde. 


1) Journal f. d. reine u. angew. Math. 171 (1934), S. 193—226, im folgenden 
als K. T. zitiert. 


7* 
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Zwischen den vier mit & verkniipften linearen Raumen bestehen nun die 
Beziehnngen 7 = 7, 7 = pu. Die beiden Bildraume » und 7% bestimmen 
also 7, 7% mit. Fiihrt man nun yw und 7% durch eineindeutige Trans- 
formation von A bzw. 4* in die oben angegebene Normalform iiber, so 
gehen alle vier Riume gleichzeitig in die Normalform iiber und eine ein- 
fache Uberlegung liefert, daB dies so geschehen kann, daB % dabei die 


Normalform oa a 
Gwid®..10.0 

a ae. ae 

Ss. See ce 








annimmt, aus der sich aile Tatsachen der Auflésungstheorie unmittelbar 
ablesen lassen. Die Auflésungstheorie ist damit in der inhaltsreicheren 
Form gewonnen, daB jede Matrix MU einer Matrix €, aquivalent ist, d. h. 
man kann eindeutig umkehrbare Transformationen U, 8 von A in sich finden, 
so daB UAB = E, wird, und zwei Matrizen €, nur dann Aquivalent 
sind, wenn sie identisch sind. 

Handelt es sich um einen unendlichdimensionalen Raum 4A, so iiber- 
tragen sich die eben gebrauchten Begriffe und die Beziehungen 7 = 2, 

=p unmittelbar mit den in K. T. bereitgestellten Hilfsmitteln auf die 
vollkommenen Koordinatenriiume 4. Wir nennen insbesondere zwei lineare 
Teilriume » und » von 4 kongruent, wenn es eine umkehrbar stetige 
eineindeutige Transformation von A in sich gibt, die ~ in vy iiberfihrt, 
w# und » hei®en ahnlich, wenn uw und »v umkehrbar stetig und eineindeutig 
aufeinander bezogen werden kénnen. Im n-dimensionalen Raum fallen die 
beiden Begriffe zusammen, ist A unendlichdimensional, so brauchen ahnliche 
Teilraume keineswegs auch kongruent zu sein. Da diese beiden Begriffe 
die Grundlage dieser Arbeit bilden, sei hervorgehoben, da8 die Ahnlichkeit 
von # und » nicht mit der in K. T. § 8 eingehend behandelten Homéo- 
morphie verwechselt werden darf; denn bei der letzteren ist der Limes- 
begriff, auf den die Stetigkeit bezogen wird, beziiglich u* bzw. »* zu 
verstehen, wahrend er bei der Ahnlichkeit und Kongruenz auf 4* zu 
beziehen ist. 

Das Problem, ein volles Typensystem unahonlicher linearer Teilraume 
von A aufzustellen, scheint uniibersehbar zu sein. Gliicklicherweise ist es 
fiir die Gleichungstheorie nicht notwendig, es in voller Allgemeinheit an- 
zugreifen. Denn uns interessieren ja nur solche Teilraume von A, die 
Bildraume %(A) sind, und nicht jeder Teilraum braucht Bildraum zu sein. 
Der Fall des Raumes aller Stellen (z,, z,,...) mit komplexen Koordi- 
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naten zeigt dies bereits. Hier liegt die ganze Auflésungstheorie vor’*), 
es besteht volle Analogie zur Algebra, insbesondere gilt, daB jeder Bild- 
raum einem ,,Stiickraum“ kongruent ist, d.h. einem durch z,, = 0, 
Ze, = 0, ... gegebenen Teilraum. w besitzt aber eine Fiille von Teil- 
réumen, namlich alle denkbaren Koordinatenriume, und es ist leicht ein- 
zusehen, da8 die meisten von ihnen, z. B. alle von w verschiedenen voll- 
kommenen Raume, Stiickraumen nicht ahnlich sind. 

Das Problem der vorliegenden Arbeit ist also das Studium derjenigen 
linearen Teilriume eines vollkommenen Raumes 4, die Bildréuwme % (A) 
sind, ihre Kongruenz und Ahnlichkeit. 

Wir stellen zu diesem Zweck eine Reihe von Invarianten auf, und 
zwar die folgenden: 

1. Ist « irgend ein linearer Teilraum 4 und nimmt man zu y alle 
Grenzstellen von konvergenten Teilfolgen aus u hinzu, so entsteht wieder 
ein linearer Raum yp’ > uw. Dieser braucht keineswegs immer abgeschlossen 
zu sein, der Raum m”, der aus yu’ auf dieselbe Weise entsteht, kann also 
wiederum > y’ sein. Dieser ProzeB kann transfinit fortgesetzt werden. 
In den konvergenzfreien Raumen ¢, w, y +- w, wy, ferner im Hilbertschen 
Raum ¢, und allen anderen Hélder-Rieszschen Riumen o,, r > 1, kommt 
dies allerdings nicht vor; hier ist jeder lineare Teilraum regulir, d. h. 
’ = uw". Aber bereits in gw wird es gelingen (§ 3) Teilriume anzugeben, 
fiir die die Ableitungen yw’, uw”, ... bis zu irgend einem Index der 
zweiten Zahlklasse anwachsen. Dasselbe gilt fiir jeden konvergenzfreien 
Raum hoherer als zweiter Stufe und fiir den Raum o.. der beschrankten 
Folgen (§ 4) *). 

Die erste Ordnungszehl «, fiir die uv = w+" ist, die Ableitungs- 
zah! von w, ist eine Invariante von u, ebenso die Dimensionen und der 
Typus der Differenzenriume yu’ — pu, uw” — p’, .... 

Ein Teilraum « von A hei®t abgeschlossen, wenn die Grenzatellen 
aller konvergenten Teilfolgen aus u in yu liegen. Auch die Abgeschlossen- 
heit ist eine Invariante, sie bedeutet ja nichts anderes als u’ = yu, d. h. 
# hat die Ableitungszahl 0. Die abgeschlossene Hiille 4 eines Teilraumes 
ist gleich u, wenn « die Ableitungszahl von jw ist. 

2. Jeder Orthogonalraum 77 eines linearen Teilraumes ~ von A ist 
abgeschlossen. Der Orthogonalraum 7 von 7 ist ein Teilraum von A**, 
also, da wir A als vollkommen vorausgesetzt haben, auch ein Teilraum 
von 4. Man sieht sofort, daB 7 > yu ist. Da 7 als Orthogonalraum ab- 


®) O. Toeplitz, Palermo Rendiconti 28 (1909), S. 88—96. 

5) In einem nicht vollkommenen Funktionalraum hat bereits St. Banach ein 
solches Beispiel gebildet, vgl. das spiter als B. zitierte Buch ,,Théorie des opérations 
linéaires“, Warschau 1932, 8. 213. 
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geschlossen ist, entsteht die Frage, ob 7 stets gleich 4 ist. In pw +p 
gelingt der Nachweis, da8 dies nicht immer der Fall ist (§ 7). In Wahr- 
heit besitzt nimlich jeder Orthogonalraum eine Eigenschaft, die schirfer 
ist als Abgeschlossenheit und die ich als Voliabgeschlossenheit bezeichne. 
Sie stiitzt sich auf die in K.T., Anm. ™), 8.197 in A eingefiihrte Topo- 
logie und verlangt, daB w nicht nur alle Grenzstellen von konvergenten 
Folgen, sondern auch alle Haufungsstellen im Sinne der Topologie ent- 
halt (§ 5). 

zp ist also vollabgeschlossen und es entsteht jetzt die Frage, ob 4 
stets die vollabgeschlossene Hiille von yu darstellt, oder anders ausgedriickt, 
ob fiir vollabgeschlossenes u stets 7 = mu gilt. DaB dies der Fall ist, ist 
der Inhalt des ,,Orthogonalraumsatzes“ (§ 6). Die Vollabgeschlossenheit 
stellt eine neue Invariante dar. 

3. Ist w ein linearer Teilraum von A, so soll » Komplementar- 
raum von uw heiBen, wenn jede Stelle x aus A auf eine und nur eine 
Weise als Summe yn +3 einer Stelle » aus ~ und einer Stelle 3 aus » 
dargestellt werden kann, und wenn aus der Konvergenz von 2 = y™ + 3 
gegen x = n + 3 stets folgt, daB lim »™ = pn, lim 3 = 3 ist‘). 

Besitzt « einen Komplementirraum, so ist « vollabgeschlossen (§ 6). 
In gw+o@ zeigt sich, daB die Umkehrung nicht zu gelten braucht 
(vgl. die anschlieBende Arbeit von E. Hagemann, § 7, Satz 4). Die Existenz 
eines Komplementarraumes ist daher wieder eine neue Invariante. 

Die hier aufgestellten Invarianten erméglichen ein tieferes Verstindnis 
der bisher bekannten Auflésungstheorien. 

In ~ und @ ist jeder Teilraum regular, ferner 4 = yw, d. h. ab- 
geschlossen gleich vollabgeschlossen, und jeder abgeschlossene Teilraum 
hat einen Komplementarraum. Fiir Bildriume gilt dariiber hinaus, da8 
jeder Bildraum abgeschlossen ist und als einzige Invariante seine Dimen- 
sion bat. Aus diesem nicht schwer zu erkennenden Tatbestand ergibt 
sich die ganze Auflésungstheorie und diese Ableitung ist begrifflich ein- 
facher als die von O. Toeplitz zuerst gegebene *). 

Im halbfiniten Raum y = ¢ + o ist ebenfalls jeder Teilraum regular 
und jeder abgeschlossene Teilraum besitzt einen Komplementérraum. Aber 
nicht jeder Bildraum braucht abgeschlossen zu sein. Hier ergibt sich 
analog ein neuer Aufbau der Auflésungstheorie, der durchsichtiger und 
bedeutend einfacher ist als der friihere °). Das Auftreten nichtabgeschlossener 


*) Vgl. F. Menn, Die konvergenzfreien linearen Réaume endlicher Stufe und die 
dazugehérigen Matrizenringe, Dise. Minster 1934, § 2, Definition 1 oder G. Kéthe, 
Math. Annalen 111 (1935), 8S. 229—258, § 5, Definition 1. 

5) G. Kéthe und O. Toeplitz, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 165 (1931), 
8. 116—127. 
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Bildraume hat hier zur Folge, daB YU nicht stets einer Matrix €, Aqui- 
valent ist (rf = 1, 2,..., oo), man kann nur erreichen, da8 & einer soli- 
taéren Matrix dquivalent ist, d.h. einer Matrix, in deren Zeilen und Spalten 
héchstens je eine Nichtnull steht (die in yp iibrigens noch gleich 1 gewahlt 
werden kénnen). 

In o, gelten beziiglich der drei Invarianten dieselben Tatsachen wie 
in y, dementsprechend ist in o,, wie ich kiirzlich bewies*), ebenfalls jede 
Matrix einer solitéren aqu:valent. 

gy ist, wie oben bemerkt wurde, der erste konvergenzfreie Raum, 
in dem nichtregulire Bildraume vorkommen. Es war mir schon linger 
bekannt, daB in go nicht jede Matrix einer solitiren Aaquivalent ist. 
Dafiir ist jetzt der Grund klar geworden. Denn man sieht leicht ein, 
da8 der Bildraum einer solitéren Matrix stets regular ist, eine Matrix, 
deren Bildraum nicht regular ist, kann also keiner solitéren Aaquivalent 
sein. Umgekehrt gilt, wie ich an anderer Stelle zeigen werde, daB in pw 
jede Matrix UM, deren Bildraum W(yo) regular ist, einer solitéren Aaqui- 
valent ist. 

Da ich auch in o.. nichtregulire Bildriume nachgewiesen habe (§ 4), 
ergibt sich fiir die Auflésungstheorie in o., daB auch hier im Gegensatz 
zu oa, nicht jede Matrix einer solitiéren aquivalent ist. 

Eine weitere Anwendung auf die Gleichungstheorie wird in der an- 
schlieBenden Arbeit von E. Hagemann gemacht. Die Gleichheit bzw. 
Verschiedenheit der in 2. und 3. aufgefiihrten Invarianten spiegelt sich 
wieder in dem Kriterium fiir die Existenz einer linken Reziproken einer 
Matrix &, das wiederum in den Riumen seine einfachste Gestalt annimmt, 
in denen jeder abgeschlossene Teilraum einen Komplementarraum hat. 

Die vorliegende Arbeit geht auf gemeinsame Uberlegungen mit 
O. Toeplitz und E. Hagemann zuriick, denen der Verfasser viele An- 
regungen und einige der Resultate verdankt. 


§ 1. 
Grenzstellensatz und starke Separabilitat. 


Es sei kurz an die wichtigsten Definitionen aus K.T. erinnert’), 

Ein linearer Koordinatenraum A enthalt mit jeder Stelle 
x = (z,,2,,..-), 2, komplex, alle Stellen rx, r beliebig komplex, und 
mit x und py stets ihre Summe z+ 9 = (x, + 9;, Z, + Yq, ---): 


6) Math. Zeitechr. 41 (1936), S. 153—162. 
7) Wir setzen die dort entwickelten Begriffe und Satze im iibrigen ale bekannt 
voraus, spezieli § 1—6. 
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Der zu A duale Raum 4* enthiilt alle Stellen u = (u,,u,,...), fiir 
die zr u,z, stets absolut konvergiert, wenn x irgendeine Stelle aus A ist. 


i=1 
A hei8t volikommen, wenn A = A** ist. 
Eine Folge x = (z{”, z{,...) von Stellen aus 4 heiBt konvergent, 


wenn fiir jedes u aus 4* die Folge ux™ = Er u, 2 einen Limes hat 
i=1 


x™ hat den Limes oder die Grenzstelle x, wenn fir alle u 
aus A* lim ux” = ux ist. 

Eine Menge M von Stellen x aus 4 hei®t beschrinkt, wenn zu 
jedem u aus 4* ein N(u) existiert, so daB |ux| < N(u) ist fiir alle x 
aus M. 

Eine Folge x” von Stellen aus 4 hei®t stark konvergent, wenn 
es zu jedem ¢ > 0 und jeder beschrinkten Menge U aus A* ein n gibt, 
adhe sup | u(x — x@)| < e fiir alle p,g > n(e,0) 

uaus U 


ist. Analog ist der starke Limes erklart. 


Definition 1. In dem vollkommenen Raum 4 gilt der Grenz- 
stellensatz, wenn jede beschriinkte unendliche Menge von Stellen aus 1 
eine konvergente Teilfolge enthdalt. 

Satz 1. In dem vollkommenen Raum A gilt dann und nur dann der 
Grenzstellensatz, wenn jede beschriinkte und in den einzelnen Koordinaten 
konvergente Folge von Stellen aus 4 auch konvergiert. 

Beweis. a) In A sei jede beschrinkte und koordinatenweise kon- 
vergente Folge zugleich konvergent. M sei eine beschrinkte unendliche 
Menge von Stellen aus 4. Dann sind auch die ersten Koordinaten aller 
Stellen aus M beschrinkt (fiir u = e, = (1,0,0,...) folgt dies unmittelbar 
aus der Definition der Beschrinktheit). Es gibt also eine in der ersten 
Koordinate konvergente Folge von Stellen x, x%,... aus M. Eine 
geeignete Teilfolge x", x®*,... ist auch in der zweiten Koordinate 
konvergent usf. Die Diagonalfolge x%-», x®:», ... ist in allen Koordinaten 
konvergent und beschrinkt, nach Voraussetzung also konvergent. 

b) Sei der Grenzstellensatz in A richtig. <x sei beschrinkt und 
koordinatenweise konvergent. Ware x” nicht konvergent, so gabe es 
ein ¢ > 0 und ein u, aus 4*, ferner eine Folge von Indexpaaren n,, m,, 
so daB 


(1) ju, (x? — 2") > 


ist fiir m,,m,—> oo. Nun ist die Folge x”? — x aber ebenfalls beschrankt, 
nach dem Grenzstellensatz enthilt sie also eine konvergente Teilfolge 
x"? — x"? Der wegen der Vollstandigkeit von 4 (K.T. § 3) existierende 
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Limes dieser Folge mu8 aber 0 = (0,0,...) sein, da die einzelnen Koordinaten 
gegen Null gehen. Also hatten wir von einem geeigneten j, ab 

|u, (2? — 29 )| <e 
im Widerspruch zu (1). 

Definition 2. Der vollkommene Raum i heife stark separabel, 
wenn es in A eine abzithibare Menge R von Stellen gibt, so dap jede Stelle 
aus A starker Limes einer Folge von Stellen aus R ist. 

Satz 2. In dem vollkommenen Raum A gilt dann und nur dann 
der Grenzstellensatz, wenn 4* stark separabel ist. 

Satz 3. In dem vollkommenen Raum A gilt dann und nur dann 
der Grenzstellensatz, wenn in 2* die Abschnitte u, = (u,, ..., Un, 0,0,...) 
jeder Stelle u = (u,, u,,...) stark gegen u konvergieren. 

Beweis von Satz 2 und 3. a) Aus der Giiltigkeit des Grenzstellen- 
satzes in A folgt die starke Konvergenz der Abschnitte in A*. 

Die Abschnitte u<” der Stelle u seien nicht stark konvergent gegen u. 
Es gibt also eine beschrankte Menge X von Stellen aus A und eine Folge von 
Indexpaaren n,, m;,n,>m,, m,—> co, 80 daB fiir alle i SUP iz (un; —Un,)| S € 


bleibt. Zu jedem uy,’ — uy) gibt es ein x” aus X mit 12( (ux; — Un.) => + 
yp sei die Stelle, "die aus x durch Nullsetzen der Koordinaten ‘entateht, 
die in uy)’ —u,) Null sind. Die © bilden eine beschrinkte Menge 
(K. T. § 5, Satz 2), die koordinatenweise gegen 0 konvergiert. Jede 
konvergente Teilfolge der 9 kéante also nur den Limes o haben. Da 
aber |p u| = |p (ux? — ux?)| + ist, gibt es keine solche Teilfolge 
im Widerspruch zum vorausgesetzten. Grenzstellensatz. 

b) Aus der starken Konvergenz der Abschnitte in A* folgt. die starke 
Separabilitat von 2*. 

R sei die Menge der finiten Stellen mit rationalen Koordinaten. 
R ist abzahlbar. u sei irgend eine Stelle = ‘ Zu u, bestimme man 


eine Stelle v” aus R, fiir die | u, — v{”| < *! «> [tt — | S — Me 3 


vn.» = 0 ist. Dann ist fiir ein x aus 4 und peer groBes a(x) 


I(u — o™) 2] < |(u—uy)2| +] (uy, —0™)2] S £42 DS" |z,u,| <6, 
es ist also u = lim p™. : 

c) Aus der starken Separabilitét von A* folgt die Giiltigkeit des Grenz- 
stellensatzes in A. 

u®, u®,... sei die abzaihlbare Teilmenge von Definition 2. N sei 
eine beschrankte Menge von Stellen aus 4. Es la8t sich durch das 
Diagonalverfahren aus N eine Teilfolge =”) auswihlen, so daB lim u® x™ 
fiir alle i existiert, also iat 


(2) |u (x — x)| < > fir p,q > n(¢,4) 
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ist. Sei u eine beliebige Stelle aus A*. wu ist starker Limes einer Teil- 
folge der u®, sie heiBe wieder u®. Die Menge aller Differenzen x” — x, 
p,q = 1,2,..., ist beschrinkt. Es liBt sich also ein i bestimmen, 


so daB |(u—u®)(x” —x@)| < > ist fiir alle p,g. Nach (2) kann man 
n(e,t) so bestimmen, da8 fiir alle p,g > n(e,1) 

u(x — x@)| < |(u— u®) (2 — 2)| + [W(X |= 5+ > =8 
ist. Die Folge x® ist also konvergent. 

Zieht man K. T. § 12 bis § 14 heran, so ergibt sich aus Satz 3 
miihelos, daB in allen Hélder-Rieszschen Raiumen o,, r > 1, und in o.. 
der Grenzstellensatz gilt, in o, jedoch falsch ist. 

Der Grenzstellensatz ist ferner in simtlichen konvergenzfreien voll- 
kommenen Riumen richtig, denn nach K.T. § 15 sind die dualen Raume 
auch konvergenzfrei; in jedem konvergenzfreien Raum fallen Konvergenz 
und starke Konvergenz zusammen, aus der in jedem vollkommenen Raum 
giiltigen Konvergenz der Abschnitte einer Stelle x gegen x (K. T. § 3, 
Satz 2) ergibt sich also die Behauptung. 

Definition 3. Eine Funktion u(x), die jeder Stelle x eines voll- 
kommenen Raumes / eine komplexe Zahl zuordnet, heiBt eine stark stetige 
Linearfunktion, wenn sie die Linearititseigenschaften u(rz) = ru(z), 
u(z+) = u(z)+ u(y) besitzt, und wenn aus der starken Konvergenz 
x” => x stets lim u(x™) = u(x) folgt. 

Ersetzt man die starke Konvergenz durch die gewohnliche Konvergenz, 
so gilt, wie in K.T §3, Satz 6 bewiesen wurde, daB jede solche stetige 
Linearfunktion durch eine Stelle u aus A* vermittelt wird, u(x) = ux. 
Fiir stark stetige Linearfunktionen ist dies im allgemeinen nicht mehr 
richtig, z. B. in o,.°), es gilt aber 

Satz 4. Ist A ein stark separabler vollkommener Raum, so ist jede 
stark stetige Linearfunktion von A auch stetig, wird also durch eine Stelle 
aus 2* vermittelt. 

Beweis. Nach Satz 2 und 3 gilt x, =» x fiir die Abschnitte jeder 
Stelle x aus 4. Ist u(x) stark stetig, so ist daher u(x) = lim u(zx,) 


= lim u(z,¢,+...+ anes) = Ez, u(e,). Mit x liegt jede Stelle x’ 
1 
mit |z;|=|2,| in A, Dy Z,u(e,) ist also absolut konvergent, die Stelle 
1 


u = (u(e,), u(e,), ...) liegt in A*. Es ist u(x) = ux, die Linearfunktion ux 
ist aber stetig. 


%) Vgl. etwa F. Hausdorff, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 167 (1931), S. 305. 
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§ 2. 
Die héheren Ableitungen von Mengen und Teilriumen. 


Ist M eine Menge von Stellen eines vollkommenen Raumes A, so 


zeigen schon einfache Beispiele, daB ein Limes von Limites von Stellen 
aus M nicht selbst Limes von Stellen aus M zu sein braucht. 


Wir untersuchen die Verhiltnisse in den symmetrischen Raumen. 
Ein vollkommener Raum hei8t symmetrisch (K.T. § 14), wenn ihm mit 
jeder Stelle x auch alle Stellen angehéren, die durch eine Permutation 
der Koordinaten aus x hervorgehen. g und sind symmetrisch, alle o, 
sind es. Ein von g und m verschiedener symmetrischer vollkommener 
Raum o liegt zwischen o, und o., 9, <9 <9, (K.T. § 14, Satz 2). 

In o, fallen Konvergenz und starke Konvergenz zusammen, es gibt 
in o, sogar eine lineare Metrik, so daB x” + x mit |x™— x|— 0 gleich- 
bedeutend ist (vgl. z.B. K.T. § 13, Satz 3). Bei metrischer Konvergenz 
ist aber jede Grenzstelle von Grenzstellen selbst wieder eine Grenzstelle*). 
Fiir » wird dies in §5 ebenfalls bewiesen werden. 

wm und oa, sind die einzigen symmetrischen vollkommenen Raume, in 
denen jede Grenzstelle von Grenzstellen selbst Grenkstelle ist. 

Beweis. o sei vollkommen und symmetrisch. Da wir fiir g weiter 
unten ein Gegenbeispiel angeben werden, kénnen wir o, <o < 0. 
annehmen. Da of = o.., 62 =<, ist, folgt aus K.T. § 2, Satz 4 fiir den 
dualen Raum die Beziehung o, < o < on. 

M sei die Menge der Stellen 2,,=—¢,+ peyi¢, DG = 1,2,.... 
Da o* > o, = oc ist, kann eine Folge x” von Stellen aus o nur dann 
konvergieren, wenn |z{"| = M ist unabhingig von n,i. Eine Folge 2, ,, 
ist also nur dann konvergent, wenn die p; beschrinkt bleiben, also nur 
bis auf endlich viele Glieder konstant sind. Ist aber p, = p und 
wachst g, tiber alle Grenzen, so ist lim to, = €y, denn wegen o* < a. 
bilden die Koordinaten jeder Stelle u aus o* eine Nullfolge, also ist 
lim uep+, = limu,,, = 0, d. h.e,,, konvergiert gegen 0. Weiter ist 
lim ¢, = 0, © ist also Grenzstelle von Grenzstellen von M, aber nicht 


p-@ 


Grenzstelle. 


q 


%) Ist lim lim x”) — lim x“) — z, so gibt es zu jedem m, m = 1,2, ..., ein 
k n k 
k(m) mit [x —2) <5 und dazu ein n(m) mit [ha <t, also 


jz*™_s) < a also ist x = lim x“, 
m m 
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Definition 1. M sei eine Menge von Stellen des vollkommenen 
Raumes A, x™ sei eine Folge von Elementen von M mit einer von allen x 
verschiedenen Grenzstelle x. Als erste Ableitung M’ von M bezeichnen 
wir die Menge aller dieser Grenzstellen. 

Fiir eine beliebige Ordnungszahl « werde die «a-te Ableitung M™ 
induktiv erklart: 

a) Ist « nicht Limeszahl, « = B+ 1, so sei M™ die erste Ableitung 
von M®). 

b) « set Limeszahl, 8, <a sei irgendeine Folge von Ordnungszahlen 
mit’ dem Limes «. M® bestehe aus allen Grenzstellen x der Folgen x™ 
mit x aus M®n) und x + x. 

Wir bringen in ¢ noch ein Beispiel dafiir, daB es zu jeder natiir- 
lichen Zahl n wirklich Mengen gibt, deren (n+ 1)-te Ableitung von der 
n-ten verschieden ist. Es kann leicht auf beliebige Zahlen der zweiten 
Zahlklasse ausgedehnt werden (vgl. auch § 3). 

y ist der Raum aller Stellen (z,, ..., z,, 0,0,...) mit nur endlich- 
vielen z; + 0. Der duale Raum ist w, der Raum der Stellen (z,, z,,...) 
mit beliebigen komplexen Koordinaten. 

Eine Folge x = (2, 2, ...) aus g ist dann und nur dann kon- 
vergent, wenn 2," fiir jedes i konvergiert und wenn ein i, existiert, so daB 
x = 0 ist fir ii, und alle mn (vgl. §1, Satz 1 und K. T. § 15, 
Satz 3). 

Die Menge M,, enthalte alle Stellen 


1 1 1 
Epi... Py _ e, +o % +t ps °P + ie = Cp, 


Py 
wobei p,, ..., P, ® elementefremde Folgen von natiirlichen Zahlen > 2 
durchlaufen. Es sei £4) a» 4a, @»--- Konvergent. Die pi? 
{%), ..., 90 9), ..., p6 


miissen beschrankt sein; Zo, po hat namlich als p%-te Koordinate 
O, ...,9ff 


7 +0, die Indizes der Koordinaten +0 haben aber eine obere 
ra 
Schranke. Durch Betrachtung der zweiten Koordinaten folgt weiter, 
da8 p sogar von einem i, ab konstant sein mu8. Ebenso schlieSt man 
auf die Fastkonstanz von p, ..., p® ., nur p kann iiber alle Grenzen 
gehen oder auch fastkonstant sein. Die zweite Méglichkeit kommt wegen 
der Bedingung x + x fiir die Bildung von M, nicht in Betracht, die 
erste liefert als Limes cin Element ate +... +5— 
1 n—1 


und nur diese Elemente sind daher in M/j,, es ist Mi, = M,_,. Mithin 
ist M~” = M,, M® besteht aus dem einzigen Element e,, M%*” ist 
schlieBlich die Nullmenge. 


ep, _,: Allle 
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M sei nun ein linearer Teilraum yu von A. Die Ableitungen pu 
von « sind wieder lineare Teilraume und es gilt 


ese sv's... Sms rr... 


In dieser transfiniten Folge mu8 einmal das Gleichheitszeichen auftreten, 
denn da A nur kontinuumviele Elemente enthilt und jedes <-Zeichen 
bedentet, daB wenigstens ein Element neu hinzukommt, mu8 spitestens 
bei der Anfangszahl der auf die Miachtigkeit des Kontinuums folgenden 
Kardinalzah] das Gleichheitszeichen auftreten. 

Definition 2. Die kleinste Ordnungszahl «, fiir die uh = we+ 
ist, heiBe die Ableitungszahl von wu. Ist u' = pw, also die Ableitungs- 
zahl 0, so heiBe uw abgeschlossen. Ist uv’ = mw", also die Ableitungs- 
zahl 0 oder 1, so heife uw regular. 

Mit i bezeichnen wir die abgeschlossene Hiille von wu. Offenbar ist 
pa = uh, wenn « die Ableitungszahl von pu ist. 

Aus der Tatsache, daB in A nicht jeder Limes von Limites ein Limes 
ist, braucht nicht zu folgen, daB es nichtregulire Teilraéume gibt. So 
gilt z. B. in ¢: 

Jeder lineare Teilraum u von ist abgeschlossen, also reguliir. 

Beweis. Man suche in mu eine Stelle a, = (a, ...,a%, 0, 0, ...) 
kleinster Lange n, auf, a, sei eine von der nichstkleineren usw. Die a; 
sind linear unabhingig und mw besteht aus allen endlichen Linearkombi- 
nationen der a,;. Ist b™ eine konvergente Folge aus m, so sind die 
Langen der b™ unter einer festen Schranke, die b™ haben also die Form 


M 

b™ = JY ba,. Nun miissen die einzelnen Koordinaten der b™ kon- 
i=1 

vergieren, daraus folgt, daB ee... gegen ein by, konvergiert, ebenso 

bY_., bY_1, ... gegen by, usw. Die Grenzstelle der b™ ist also 


M 
b= J b,a;, b liegt aber in uw. 
i=1 


In den beiden nachsten Paragraphen werden die Ableitungszahlen 
der Teilriume der konvergenzfreien und der metrischen vollkommenen 
Raiume untersucht. 


§ 4. 
Die Ableitungen in konvergenzfreien Réiumen. 


In @ hat jeder Teilraum die Ableitungszahl 0. In w gibt es Teil- 
riume der Ableitungszahl 1, z. B. ist m ein nichtabgeschlossener Teilraum 
von » mit ¢ =o. Ino und 9+ ist aber jeder Teilraum regular. 
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Wir verzichten auf einen Beweis dieser Tatsache, er kann nach dem 
Muster des jetzt fiir wm mu fiihrenden Beweises gebildet werden. 

Satz 1. Jeder lineare Teilraum von wp ist regular. 

Beweis. w@ besteht aus allen Stellen 


r= (2, weep Gene Os @ ccc Bg, 00h Ch GW vee) se df 


mit nur endlich vielen Nichtnullen in jeder Abteilung. Kine Folge von 
Stellen x ist dann und nur dann konvergent, wenn sie koordinaten- 
weise konvergiert und wenn zu jedem i ein N, gehdrt, so daB x) = 0 
ist fir k > N, unabhingig von n”™). 

x hat die Lange (é, k), wenn die é-te Abteilung die erste ist, in 
der eine von Null verschiedene Koordinate vorkommt und wenn k der 
gréBte Index einer Nichtnull in der i-ten Abteilung von « ist. 


(i, k) heiBe kleiner wie (j, !), wenn entweder i > j oder fiir i = 7 
k< l ist. 

Wahit man aus » zu jeder vorkommenden Lange (p,q) eine Stelle a, , 
dieser Lange aus, so zeigt man, wie in §6 der nachfolgenden Arbeit von 
E. Hagemann, daB jede Stelle aus u als eventuell unendliche Summe 


E= J 5,05, 
Pq 
darstellber ist; nur solche a,, sind dabei von Null verschieden, deren 
zugehérige a,, kleinere Lange haben wie x, ferner sind bei festem p nur 
endlich viele a,, + 0. 


Nicht alle dieser Bedingung geniigenden Stellen y = mong Ape 


brauchen in » zu liegen. Alle diese Stellen y gehéren aber é Grenz- 
stellen ihrer in w liegenden Partialsummen zu y’. Unser Satz ist be- 
wiesen, wenn wir zeigen kénnen, da8 bereits der Raum »v < wp’ aller 
dieser 9 abgeschlossen ist. 

Sei n™ = Lb%a,, konvergent. Es gibt dann zu jedem p7 ein q,(p), 
so daB 5S? — 0 ist fiir alle g > q,(p). Ferner konvergieren die einzelnen 
Koordinaten der y™. Sei a,,,, das a,, gréBter Lange, das in einem 
der y auftritt. Aus der Konvergenz der (p,, q,)-ten Koordinate von y™ 
folgt, daB lim bf,, = b,,,, existiert. Man schlieBt nun weiter, daB 


auch lim bfV,,—1°= bp, 9,—-1, ---> limbo, = b,,, existiert. Ist ap, +19, 
das ay, +1, gréBter Lange, das in einem der ny vorkommt, so folgt jetzt 





10) Dies folgt aus § 1, Satz 1, und K. T., § 15, Satz 3. 
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die Konvergenz von b>”, ,,, gegen eine Zahl b,,,,,, usw. Setzt man 
die itibrigen 6,, Null, so wird also 


lim 9» = Jb, Ay¢, 
Pq 


die Grenzstelle der Folge y™ liegt in », » ist abgeschlossen. 

Satz 2. In pw gibt es nichiregulire Teilrtume, deren Ableitungs- 
zahl eine beliebige Ordnungszahl der zweiten Zahlklasse ist. 

Beweis. 1. gm besteht aus allen Stellen 


Z ae (6,45 Sigs «++ [Mego Megs ooo 4-204 -. 9 = 2 Len Ce 
,&=1 


mit 2, = 0 fir i> i,, k= 1, 2, ...; eg, ist die Stelle, deren (i, k)-te 
Koordinate Eins ist, wahrend die iibrigen Koordinaten verschwinden. 
Eine Folge von Stellen x — Dai? e,, ist dann und nur dann kon- 
vergent, wenn sie koordinatenweise konvergiert und wenn es ein i, gibt, 
so daB 2) = 0 ist fiir + > i, und alle & und n”™). 
#4, sei der von allen endlichen Linearkombinationen der Stellen 


Epg = Cy + Creat Crtaes r,s=1,2,... 


gebildete lineare Teilraum von gw. Eine Stelle x = La,,z,, aus u hat 
offenbar die Gestalt 


i= (2 EB tees py Be Goce + 2+ 1Oias G95 «++ |@gy, qq, soot + + oh 
r ” om . 


Ks sei nun * = Yaz  konvergent. Aus den oben formulierten 
Konvergenzbedingungen ergibt sich sofort, daB die a® = 0 sein miissen 
fiir r > N unabhangig von i und s. Nur die ersten N Summen Ja 

’ 


kénnen daher von Null verschieden sein. Aus der koordinatenweisen 
Konvergenz ergibt sich ferner, da8 lim Ya = 6, existiert, und es ist 


im @~ 8 
der Limes der (1, 1)-ten Koordinate von x gleich 6,+ ...+ by. Die 
Folge z® hat also einen Limes der Form 


N 
(1) 0 = (Ebi, bys oy by, 0,0; -..Joe[ sd 


Die Stelle e,, ist daher nicht Grenzstelle einer konvergenten Folge aus /,, 
e,, liegt nicht in 4. e,, liegt aber in my, denn, wie man sofort be- 
statigt, ist lim e,, = e,,+¢@ir41, die Folge x, = ¢,,+¢ir41 a8 My 


-_> @ 


hat aber den Limes e,,. 
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Wir haben damit gezeigt, daB yu, wenigstens die Ableitungszahl 2 
hat. DaB uw, genau die Ableitungszahl 2 hat, folgt daraus, daB uy = pw 
ist. py enthalt ja alle e,, mit i >2 als Differenzen x,,—x,, ferner 
alle x,, und eine einfache Uberlegung zeigt, daB jede Stelle aus pw Limes 
von endlichen Linearkombinationen dieser Stellen ist. 

2. Dieses Beispiel 148t sich nun auf beliebige Ordnungszahlen der 
zweiten Zahlklasse durch transfinite Induktion fortsetzen. 


Wenn a Limeszahl ist, sei £,,8,,... eine aufsteigende Folge von 
Ordnungszahlen mit dem Limes «a. Ist « = 8 + 1, so setzen wir f, = B, 
B, = B,.... jg, sei ein linearer Teilraum von yw mit der Ableitungs- 


zahl B,. (4g, bestehe aus allen endlichen Linearkombinationen von Stellen 
der Form e,, + endlichviele e,,, (i,k) + (1,1)  ,, sei B,-ter Limes von 
Stellen aus yz, und nicht friiherer. 

“tq wird nun folgendermaBen konstruiert. Wir betrachten abzahlbar 
viele voneinander verschiedene Riume gw, wir unterscheiden sie durch 
den Index i. Wir fassen w,, als Teilraum von gw, auf. Aus ga,, 
g@,,-... bilden wir einen neuen Raum gw... vom Typus yw, indem wir 
die (1, 1)-ten Koordinaten von 9w,, pw,,... in die erste Abteilung von 
y@.. nehmen, dann den Rest der ersten Abteilung von gw, zur zweiten 
Abteilung von gw. machen, allgemein ordnen wir die Koordinaten der 
(nm — 1)-ten Abteilung von gw,, der (n — 2)-ten Abteilung von ga,,..., 
der zweiten von gw,» und den Rest der ersten Abteilung von 9a, _, 
in eine Folge und machen diese zur n-ten Abteilung von gw... SchlieB- 
lich setzen wir noch eine einzige neue Koordinate als erste Koordinate 
in die erste Abteilung von gw... 

Die Stelle e aus ga, wird so, wenn man die noch freien Koordi- 
naten mit Nullen besetzt, in gw.. zu einer Stelle Cn, mit nm, > 1. Aus 
den e mit (m,n) + (1,1) werden Stellen ¢,,,, mit m’ > i. Aus den Mg, 
werden analog Teilraume 7, von gw.., wobei die Konvergenzeigenschaften 
ungeandert bleiben. Insbesondere ist also e,,, in yw. B;ter und nicht 
friiherer Limes von Stellen aus 7, die simtlich in der (i+ 1)-ten Abteilung 
von Null verschieden sind. 

Wir addieren nun zu jeder Basisstelle e,,, + endlich viele e, 
von 7%, noch e,,. Die endlichen Linearkombinationen dieser Stellen 
€,,+€:n,+.-- bilden einen Teilraum »g, mit offenbar denselben Eigen- 
schaften wie yz, nur mit dem Unterschied, daB e,, + ¢,,, statt e,, B,ter 
und nicht friiherer Limes von Stellen aus »,, wird. 

#@_ Sei nun der aus allen »,, durch endliche Summenbildung ab- 
geleitete lineare Teilraum von gw... Nach den Voraussetzungen iiber 
die wz, besteht 4, aus allen endlichen Linearkombinationen von Stellen 


der Form e,, + endlich viele e,,. Sei wu? die b-te Ableitung, 46 < a, 
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von f,. Wir zeigen, daB pu? nicht die Stelle e,, enthalt. In pu” liegen 
sicher alle endlichen Summen Fx, x, aus vy. Eine solche Summe hat 
stets die Gestalt (1), ist also an €,, verschieden. Es geniigt also zu 
beweisen, daB uo? nur die Stellen E %,, %, aus vp enthalt. 

Dies sei fiir die Crbmeanaiie &, <6 bereits bewiesen (fiir 6 = 0 
ist es ja richtig). Ist x” eine konvergente Folge von Stellen x™ aus 


(ty) 


Be 


(n) (é,) 


x in vg”. Von einem geeignetem i, ab ist nun §,>6>«, fiir alle n. 
Fir i > i, enthilt also +f” die Stelle e,,+¢,», nicht, enthilt daher 
nur Stellen, die noch in einer spiteren als der i-ten Abteilung von Null 
verschieden sind. Nach Konstruktion der "8, haben ferner Stellen aus 


verschiedenen vgn ‘ ype nur an der (1, 1)-ten Koordinate gleichzeitig eine 


N 
, so kann also x™ in der Form x™ = r x” angenommen werden, 
1 


Na 
Nichtnull stehen, die Folge x” = 5 x!” kann daher nur konvergieren, 


1 
wenn N, < M bleibt und die einzelnen x{" fiir sich konvergieren. Die 
Grenzstelle von x mu8 also die Form «= 2x,, x, in vp, haben. 
e,, liegt also nicht in yu. 

Als Limes der Aten Limites ¢,,+ ¢,n, ist ¢,, aber a-ter Limes 
von Stellen aus u,. “4, hat daher mindestens die Ableitungszahl «. 

Aus der Induktionsvoraussetzung, daB yj"? aus allen in yw konver- 
genten unendlichen Linearkombinationen aller e,, besteht, die in den Basis- 
stellen e,,-+... von mg, als Summanden auftreten, ergibt sich schlieBlich 
wie fiir 4, dieselbe Tatsache fiir u., “. hat also genau die Ableitungs- 
zahl «. 

Dieses Beispiel 1a8t sich sofort auf yw-+ wg und die konvergenz- 
freien Raéume héherer als zweiter Stufe™) iibertragen: 

¢ ist Stiickraum aller dieser Raume x; macht man also u, zum 
Teilraum von x, indem man die fehlenden Koordinaten mit Nullen be- 
setzt, so erhilt man einen linearen Teilraum x, von x mit der Ableitungs- 
zahl a. 

SchlieBlich bemerken wir noch, daB yu, auch als Bildraum einer 
linearen Transformation von go in sich aufgefaBt werden kann. jp, he- 
steht aus allen endlichen Linearkombinationen von Stellen der Form 
€,, + endlichviele e,,. Diese abzahlbarvielen Stellen bringe man in eine 
Folge a,,4,..... g@ enthalt » als Stiickraum, e.,, ¢.,,... seien die 


11) Vgl. G. Kéthe, Math. Annalen 111 (1935), 8. 229—258. 
Mathematische Annalen. 114. 
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zu @ gehérenden Einheitsstellen von gw. Durch die Festsetzung, da8 
die @c,, €z,,--- der Reihe nach in a,,a,,... abgebildet werden und 
die von den Ca, verschiedenen Ejinheitsstellen von gw in 0 itibergehen, 
wird eine lineare stetige Transformation von gw in sich erklirt, deren 
Bildraum offenbar 4, ist. 


§ 4. 
Die Ableitungen in metrischen Riumen. 


Definition 1. Ein vollkommener Raum A heife metrisch, wenn 
in A eine lineare Metrik so erklart werden kann, daB die metrische Kon- 
vergenz mit der starken Konvergenz zusammenfallt. 

Nach K.T., § 12 bis 14, sind z. B. alle Hélder-Rieszschen Riume z,, 
r > 1, und o,, metrische vollkommene Raume. 

Der Theorie der metrischen Riume entnehmen wir den 

Erweiterungssatz fiir metrische Konvergenz. A sei ein voll- 
kommener metrischer Raum, u(x) eine in einem linearen Teilraum yu er- 
klarte, dort stark stetige Linearfunktion. Es gibt dann stets eine auf ganz u 
erklirte, stark stetige Linearfunktion, die auf u mit u(x) identisch ist"). 

Folgerung. Ist u stark abgeschlossen und x, eine nicht in mu ge- 
legene Stelle aus 4, so gibt es eine stark stetige Linearfunktion u (x) in A, 
die auf ganz wu Null ist und fiir die u (x,) = 1 ist"). 

Wir beweisen damit 


Satz 1: In einem metrischen, stark separablen vollkommenen Raum A 
ist jeder lineare Teilraum reguldr*). 

Beweis. jy sei ein linearer Teilraum von 4. Wir nehmen zu » alle 
Grenzstellen von stark konvergenten Teilfolgen aus uw hinzu. Der ent- 
stehende lineare Teilraum sei v. » ist stark abgeschlossen, d. h. enthilt 
mit jeder stark konvergenten Folge deren Limes. Denn nach Voraus- 
setzung ist die starke Konvergenz metrisch, jeder Limes von Limites ist 
bei einer Metrik aber wieder ein Limes’). 


x™ sei nun eine gegen x, konvergente Folge aus ». Wir behaupten, 
da8 x, auch in » liegt, daB » also sogar abgeschlossen ist. Ware x, nicht 
in ¥, so gabe es nach der Folgerung eine stark stetige Linearfunktion u (zx) 


2) B. S. 55, th. 2. 

18) B. 8. 57, lemme. 

14) Dieser Satz kann fast unmittelbar Resultaten von St. Banach entnommen 
werden (B. 8. 134, th. 2), doch haben wir es vorgezogen, ihn in unserem Zusammen- 
hang auf etwas anderem Wege darzustellen. 
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mit u(x”) = 0, u(x.) = 1. Nach §1, Satz 4, wird u(x) durch eine 
Stelle u aus A* vermittelt, aus ux” = 0 wiirde aber ux, = lim ux™ =0 
statt ux, = 1 folgen. 

Bereits durch die Hinzunahme aller starken Grenzstellen wird yu also 
abgeschlossen, yu ist regular. 

Nebenbei ergab sich 

Satz 2. Ist der vollkommene metrische Raum A stark separabel, so 
ist jeder stark abgeschlossene lineare Teilraum abgeschlossen, und umgekehrt. 

Nach §1 gelten diese Resultate fiir alle o,, r=>1. Wie wir an 
anderer Stelle ausfiihren werden, gilt auch die Umkehrung von Satz 1: 
Ist der vollkommene metrische Raum / nicht stark separabel, so gibt es 
nichtregulare Teilraume in A. Wir begniigen uns hier mit einem Beispiel 
IN Oxo. 

Satz 3. In oa. gibt es nichtregulire Bildréume. 

Beweis. Wir ordnen die Koordinaten von o. in abzihlbarviele Ab- 
teilungen mit je abzaihlbarvielen Koordinaten an. Eine Stelle x aus c.. 
hat also die Gestalt 


B am (B,,, B95 +> -|Magzs Magn -2-] -0-] >) - Zz te Ce, |2ae| SN. 
Es seien 8,, 8,..- und ¢,,t,,... zwei Folgen von komplexen Zahlen, 


so da8 ZX|s,;| und Z\t,| konvergieren. Wir betrachten nun die lineare 
Abbildung von a... in sich, die der Stelle e,, die Stelle 


a 
Apg = Spt, (e,, + Crpt1) thy 2 Crean 


zuordnet. Da |a,,| <= M ist, M eine Schranke fiir die Betrige der s,t, 
und t,, ist die Abbildung spaltenabsolut, nach K.T., § 13, also stetig. 
Der Bildraum y» besteht offenbar aus allen Stellen 


foe) 


(1) B= J Cyq Mpg 
Pg=1 
= (ZL lpg Sp tgs Sy 2 Cyg bys + |p ybys Oya by Oy gles «++ [Ops by 40p3 ty Peggle, ---| +++) 
P@ q 
mit |c,,| < N. 


Sei nun x” eine konvergente Folge aus 1. Sie ist koordinatenweise 
konvergent und die Koordinaten aller x™ liegen unter einer gemeinsamen 
Schranke (dies folgt z. B. aus § 1, Satz 1,2). Fiihren wir die Bezeichnung 


b” — Set, ein, so ergibt sich durch Betrachtung der zweiten, 
q=1 


dritten usw. Abteilung von x” nach (1), da8 die Partialsummen der 6”, 
also auch die 6” selbst unter einer von p und m unabhangigen Schranke K 
liegen. 


g* 
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Ware nun die Folge 
a” = (Z spb" GA ee vee bicdasa 


gegen e,, konvergent, so ware lim 6%” = 0, dann wiire aber auch 
a-> co 


oo N oo 
|Z aby] S 2 eb '|+ KIS 5+ 5 = 
p=1 1 N+1 
fiir geniigend groBes n, was unméglich ist. e,, liegt also nicht in y’. 
a i... L 4 
Andererseits ist lim =? = e,,+ @ip+it+ > lim J pera = Ci; +Crpers 


q7oe pd oq7@3~q 
also e,, = lim (e,,+ €:p+1) in w”’. yw ist daher nicht regular. 
p> 
Eine einfache Uberlegung zeigt, daB uv” = a... ist, « hat also genau 
die Ableitungszah!] 2. 


§ 5. 
Umgebungen und Hiaufungsstellen. 

In K. T., 8. 197, Anmerkung 11, wird angedeutet, wie in jedem voll- 
kommenen Raum A eine Topologie eingefiihrt werden kann, so daB die 
Konvergenz im Sinne dieser Topologie mit der Konvergenz in 4 iiberein- 
stimmt. Wir setzen dies hier ausfihrlich auseinander. 

‘ Definition 1. Sind u™, ..., u™ endlich viele Stellen aus A*, « > 0 be- 
liebig, so heiBe Umgebung U a), um, 4) (4) vom ¥ die Gesamtheit aller 
Stellen » aus A, fiir die 

ju (x —y)| <e,..., |u™ (x —9)| <e 
ist. 

Satz 1. Die vier Hausdorfischen Umgebungsaziome gelten"). 

Beweis: 1. x liegt stets in U (xz). 

2. Sind 0 a, wl, 6) (x) und 0 om, vm, 4) (x) zwei Umgebungen 
von 2, 3018 U ay) um, of), 0), in e, ) () etme in beiden Umgebungen 
enthaliene Umgebung von x. 

3. Ist » eine Stelle aus Ui, un), ) (2), 80 gibt es eine ganze Um- 
gebung V (py), die in U(x) liegt. 

Es sei 6 die kleinste der Zahlen 


e— |u® (x — p)|,...,e — | u™ (z — »)|. 


15) Vgl. F. Hausdorff, Mengenlebre, 2. Auflage 1927, S. 228 (A), (B), (C) und 
229 (5). 
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Wir bilden die Umgebung V a, um, ay (9). Sei 3 in V(y). Dann ist 
| u(y — 3)| < 6 fir i = 1, 2,...,n, also 
| u(x — 3)| S | u(x — y)| + | u® (p — 3)| 
< |u®(z—9)|+6 
< |u@ — 9)| + (¢ —|u%(e — »)|) =e. 
Das bedeutet aber, daB 3 in U (z) liegt. 
4. Ist y + 2, 80 gibt es zwei Umgebungen U(x), V(y), die keine 
Stelle gemeinsam haben. 
Zum Beweise sei u, eine Stelle aus 2*, fiir die u,(x—y) + 0. Sei 


e= [Yee =o), Die Umgebungen U ;,,..) (x) und V 1y,; « (9) sind elemente- 


fremd, denn fiir ein gemeinsames 3 miiBte 


| uy (t — 9) 1 S| uy (* — 3)| +|49(9 —3)| < 2e = |u, (x — y)| 
sein, was unmédglich ist. 

Eine Folge x aus 4 hat bekanntlich im topologischen Sinn den 
Limes x, wenn man zu jeder Umgebung U (x) ein n,(U) finden kann, so 
da8 x™ fir alle n>, in U (z) liegt. 

Satz 2. Der topologische Limesbegrijf stimmt mit dem gewéhnlichen 
Timesbegriff tiberein. 

Beweis: a) Sei x der Limes von x” im Sinne von §1. Sei 
U «a, ..., um, «) (2) ingendeine Umgebung von x. Da lim u(x — x”) = 0 
ist, gibt es ein m,, so daB fiir alle n>mn, und i=1 2,...,m 
ju (x —x™)| << e ist, d.h. von m, ab liegt x in U(x). Die Folge x™ 
ist also auch topologisch konvergent. 

b) Sei umgekehrt x topologische Grenzstelle von x”. Ist e>0 
beliebig und u aus 4*, so gibt es also ein n,, so daB x™ fir n>, in 
U tu; +) (%) liegt, d. bh. es ist [u(x —2™)|< ¢ ab m,. Fiir jedes u aus A* 
ist daher lim u(x — x™) = 0, x ist Limes von x. 

Definition 3. x heiBe Haufungsstelle einer Menge M von Steilen 
aus A, wenn in jeder Umgebung von x Stellen von M liegen, die von x ver- 

Satz 3. Jede Haufungsstelle von Haufungsstellen ist Haufungsstelle. 

Beweis. M sei eine Menge von Stellen aus 4, M die Menge ihrer 
Haufungsstellen. x sei Haufungsstelle von M. U(x) sei eine beliebige 
Umgebung von x. In U(x) liegt ein Punkt » +x aus M. Nach dem 
dritten Umgebungsaxiom liegt eine ganze Umgebung V (y) in U(x). Nach 
Axiom 4 und 2 kann V(y) so klein gewahlt werden, da8 x nicht in V (y) 
liegt. Nun ist » Haufungsstelle von M, in V(p) liegt also wenigstens 
eine Stelle 3 aus M. Da 3 + « ist, liegt in jedem U (z) eine Stelle 3 + x 
aus M, x ist Haufungsstelle von M. 
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Jede Grenzstelle einer Menge ist auch Hiufungsstelle. Nach Satz 3 
ist auch jede Grenzstelle von Grenzstellen Hiufungsstelle. Nach §2 gibt 
es also z. B. in jedem symmetrischen Raum + , o, Haufungsstellen, die 
nicht Grenzstellen sind. 

Wir untersuchen noch, wie die Verhaltnisse in w und a, liegen. 

In w ist jede Grenzstelle Hiufungsstelle. 

Beweis x sei Haufungstelle der Menge M. Wir bilden nun mit 
den ersten n Einheitsstellen ¢,,...,¢, die Umgebung Ue, ..., ¢,; im) (#)- 
Es gibt in M eine Stelle x, die in U(x) liegt, die also die ersten 
nm Koordinaten von x bis auf 1/n approximiert. Da in w die Konvergenz 
einer Folge von Stellen mit der koordinatenweisen Konvergenz gleich- 
bedeutend ist, ist die Folge x” gegen x konvergent. 

Aus Satz 3 folgt jetzt, daB jeder Teilraum von w regular ist. 

In o, ist zwar jeder Limes von Limites ein Limes (§ 2), es gibt aber 
in o, Héufungsstellen, die nicht Grenzstellen sind: 

M sei die abgeschlossene Menge aller x mit |x| = z lx,|=>1. Die 

i=1 
Stelle o ist nicht Grenzstelle von M, da |o| = 0 ist und die Konvergenz 
in o, metrisch ist. 

o ist aber Haufungspunkt von M. 

Beweis. Sei U a, w™, «) (0) irgendeine Umgebung von 0. 
u™,...,u™ gseien linear unabhangig, die restlichen m — n Stellen seien 
lineare Kombinationen davon. Sei etwa die Determinante |u{’| aus den 
ersten n Koordinaten von Null verschieden. Wir wahlen 2”, ,, . | ee 
so, daB Janta [+ |aneal + ..-2e1 ist, etwa x. , = 4, 2,., =}, ..., und 
bestimmen z{”, 2”,..., 2 aus den n Gleichungen 





wa, +... + une = — ZF ua”, 


(n) (n) 5 9%) (0) 
; 2+... +e t= —Luy Zz. 
n+1 


x, = (x, 2®,...) liegt in M, es ist |uz,| = 0 <e fir i = 1,...,m, 
x, liegt also in U (0). 

Definition 4. Eine Menge von Stellen aus A heifbe vollabge- 
schlossen, wenn sie alle thre Haufungsstellen enthiilt. 

Nach Satz 3 wird jede Menge durch Hinzunahme ihrer Hiaufungs- 
stellen vollabgeschlossen. Eine vollabgeschlossene Menge ist abgeschlossen. 
Wie das obige Beispiel in o, zeigt, braucht aber die Umkehrung nicht 
zu gelten. 
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Fiir die Gleichungstheorie ist die Frage von besonderem Interesse, 
in welchen Riaumen jeder abgeschlossene lineare Teilraum auch vollab- 
geschlossen ist. 

Aus der Theorie der metrischen Raume ergeben sich die folgenden 
beiden Siatze. 

Satz 4. Ist der vollkommene metrische Raum A stark separabel, so 
ist jeder abgeschlossene Teilraum von A vollabgeschlossen. 

Beweis. m sei ein abgeschlossener linearer Teilraum von A. In 
§ 1, Satz 4, wurde bewiesen, daB jede stark stetige Linearfunktion von A 
durch eine Stelle aus A* erzeugt wird. Nehmen wir § 6, Definition 1, vor- 
weg, so kénnen wir die Folgerung aus dem Erweiterungssatz von § 4 
auch so formulieren: Jeder stark abgeschlossene Teilraum von A, erst 
recht also yu, ist orthogonalabgeschlossen. Aus §6, Satz 1, folgt, daB x 
vollabgeschlossen ist. 

Satz 4 gilt z. B. fiir alle o, mit r>1. Aber auch in o.. ist jeder 
abgeschlossene Teilraum vollabgeschlossen, denn Resultaten von St. Banach "*) 
entnehmen wir 

Satz 5. Gilt in dem vollkommenen metrischen Raum A der Grenz- 
stellensatz, so ist jeder abgeschlossene Teilraum von A vollabgeschlossen. 

Die Verhiltnisse in den konvergenzfreien Raiumen werden in §7 
untersucht werden. 


§ 6. 
Der Orthogonalraumsatz. 


Definition 1. yu sei ein linearer Teilraum des vollkommenen Raumes A. 
Die Gesamtheit der Stellen u aus A*, die zu allen Stellen x aus yu orthogonal 
sind, fiir die also ux = 0 gilt, bildet einen linearen Teilraum von A*, den 
Orthogonalraum [4 von pM. 

Der Orthogonalraum jy von m liegt in A** = A und umfabt yu. 

Definition 2. Ist 7 = pw, 80 heife u orthogonalabgeschlossen, 

Satz 1. Hin Orthogonalraum ji ist stets vollabgeschlossen. Speziell 
ist also jeder orthogonalabgeschlossene lineare Teilraum vollabgeschlossen. 

Beweis. Sei u eine Haufungsstelle von ~. Es gibt dann zu jedem 
x aus w und jedem ¢> 0 eine Stelle p aus p, fiir die |(u—v)z|< « 
ist. Da v in 7 liegt, ist px = 0. © ist beliebig, also ist auch ux = 0, 
u liegt in 7. 

16) Ygl. B. 8.122 ff. Dort wird bewiesen, daB jeder abgeschlossene Teilraum von /* 
orthogonalabgeschlossen ist (vgl. §6, Definition 1), wenn 4 separabel ist. § 6, Satz 1 
und § 1, Satz 2 ergeben die Behauptung. 
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Satz 2 (Orthogonalraumsatz). Hin linearer Teilraum pu eines 
vollkommenen Raumes A ist dann und nur dann vollabgeschlossen, wenn 
er orthogonalabgeschlossen ist. 

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB ein vollabgeschlossener Teil- 
raum # orthogonalabgeschlossen ist. 

1. Nach dem Beweise von § 5, Satz 4 ist jeder abgeschlossene Teilraum 
von a, orthogonalabgeschlossen. 

Ist D eine Diagonalmatrix mit den unendlichvielen von Null ver- 
schiedenen Diagonalgliedern d,, so bilden die Stellen (d,z,, d,z,,...) mit 
konvergenter X |2,| einen zu o, homéomorphen ,,diagonaltransformierten“ 
vollkommenen Raum D(c,) (vgl. K. T. § 12, Satz 7). Wegen der Homéo- 
morphie ist auch in D(o,) jeder abgeschlossene Teilraum vollabgeschlossen. 

2. u™,...,u™ seien n beliebige Stellen aus 4*. Wir bilden dazu 


die Stelle u = (u,, %, ...) =(E|u®|, S'|u@|, ...), die wegen der Nor- 
1 1 


malitat von A* (vgl. K.T. §3, Satz 4) auch in 4* liegt. wm, , %,,... 
seien die von Null verschiedenen Koordinaten von u, %,, u,,... seien 
Null. Mit A, werde der Raum aller Stellen bezeichnet, die aus den 
Stellen von A entatehen, wenn man die j,-te, j,-te, ... Koordinate streicht 
Ebenso sei (A*), erklart, (A*), ist dual zu Ay, (A*), = (A,)*. 

Besitzt u unendlichviele von Null verschiedene Koordinaten, so enthilt 
Az als normaler Raum den zu ¢.. diagonaltransformierten Raum 4,, . 
aller Stellen (u,,v,, Uy, %,,.-.) mit |v,| <= M. Ebenso ist A, enthalten in 
dem zu o, diagonaltransformierten, zu 4,,.. dualen Raum A,,, aller 
(=. Zh, ...) mit konvergenter Z'|ys| 

ky ky 

Ist u, = 0 fir h>h,, so sind A, und Af endlichdimensional. In 
diesem Fall gelten erst recht die weiteren Uberlegungen, die wir nur fiir 
den unendlichen Fall durchfiihren werden. 

3. 4 sei ein vollabgeschlossener Teilraum von A mit der orthogonal- 
abgeschlossenen Hiille » =. Durch Streichen der j,-ten, j,-ten,... 
Koordinaten entstehen aus ~ und » die Teilriume “4, und »% von A,. 
Wir fassen sie als Teilriume von /,,, auf und bilden ihre im Sinn von 
Ay,, abgeschlossenen Hiillen 4, und vy. 

Bs ist jiy = Vy. 

Beweis. Wir nehmen an, es sei , echter Teilraum von 4,. 
Da ; und %, abgeschlossene Teilriume des zu o, diagonaltransformierten 
Raumes 4,;, sind, gibt es nach 1. eine Stelle v, in 4,,.., die auf allen 
Stellen von jiu, aber nicht auf allen von %, orthogonal ist. Erginzen 
wir v, durch Nullsetzen der fehlenden Koordinaten zu einer Stelle vb, 
aus 4*, so gehért 5, offenbar zu 7, ist also auf allen Stellen von 7 








Lineare Koordinatenréume. 121 


orthogonal. v, ist daher ebenfalls auf allen Stellen von », orthogonal. 
Nach den Resultaten von § 4 iiber o, ist jede Stelle x von +, Grenzstelle 
von Stellen x” aus »,, aus v,x” = 0 folgt aber v,x = lim v,x™ = 0, 
v, miiBte daher im Widerspruch zur Annahme zu allen Stellen von +, 
orthogonal sein. 

4, Aus jin = % fiir alle Systeme u”,..., u™ folgt wp = Zi. 

Beweis. x sei eine Stelle aus 7. Wir haben zu zeigen, daB x 
Haufungsstelle von yu ist, daB also in jeder Umgebung U a) ym, .) (2) 
eine Stelle y von yw liegt. Zu u™,..., u™ bilden wir den zugehdérigen 
Raum 4,,,. Streicht man die j,-te, j,-te, ... Koordinate von x, so erhilt 
man eine Stelle %, die nach 3. in jy liegt. % ist also im Sinne von 4,,, 
Limes von Stellen aus ~,. Nach 2. liegen die Stellen i, ..., i, die 
durch Streichen der j,-ten, j,-ten,... Koordinaten aus u™,..., u™ ent- 
stehen, in Ay, = (Ay;,)*. Es gibt daher ein i in wy, so dab 


| a (¢—0)| <e,..., |UM(2—D)| <e 


ist. » sei eine Stelle in mw, die durch Streichen der j,-ten, j,-ten,... 
Koordinaten in § tibergeht. Dann ist auch 
| u(x — y)| << e,...,|u™(x—y)| < ¢, 

die Stelle y aus uw liegt in Ui.) ym,,) (#); jede Stelle x aus 7 ist 
also Haufungsstelle von u. Da yu vollabgeschlossen ist, ist « = 7. 

Von F. Menn wurde der Satz bewiesen'’), daB jeder lineare Teilraum, 
der einen Komplementirraum besitzt, orthogonalabgeschlossen ist. Satz 2 
ergibt sofort 

Satz 3. Besita der lineare Teilraum pu des vollkommenen Raumes A 
einen Komplementdrraum, so ist u vollabgeschlossen. 

Dies kann auch ohne Schwierigkeiten direkt bewiesen werden. Die 
Umkehrung dieses Satzes ist nicht richtig, wie von E. Hagemann in der 
anschlieBenden Arbeit in §7, Satz 1 und 4 bewiesen wird. Die Existenz 


eines Komplementarraumes ist also eine noch scharfere Bedingung als die 
Vollabgeschlossenheit. 


§ 7. 
Vollabgeschlossene Teilriume von konvergenzfreien Raéumen. 
In § 6 der anschlieBenden Arbeit von E. Hagemann wird bewiesen, 
daB in 9,w, p+ und w@ der Komplementirraumsatz gilt. Nach § 6, 


Satz 3 sind in diesen Raumen alle abgeschlossenen linearen Teilriume 
auch vollabgeschlossen. 


17) Vgl. 1. c. Anm. *). 
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Satz 1. Jeder abgeschlossene lineare Teilraum yu von pw ist voll- 
abgeschlossen. 

Beweis. Nach §6, Satz 1 geniigt es 7 = u zu beweisen. 

Ist in 

¥ = (%,,, Bq, ---| Zyq> Zqqr---|---| -- -) =e (2, 2®,...), 2 im ow» 
die n-te Abteilung x™ die letzte, in der von Null verschiedene Koordinaten 
stehen, so heiBe x von der Linge n. Mit u, bezeichnen wir den linearen 
abgeschlossenen Raum aller Stellen der Lange < n aus yu. 

1. Der zu yw orthogonale Raum 7 ist offenbar der Durchschnitt 
aller 4,. # = mw wird bewiesen sein, wenn wir fiir alle n 
(1) (An = Mn 
zeigen kénnen. 

(4). erhalt man auch folgendermaBen: Man betrachte von den Stellen 
(u,, Uy, .--) aus f@ nur die Abschnitte (u,,...,u,). Der Raum 7 aller 
dieser Stellen ist ein Teilraum des in y permutierbaren Raumes ¢ + ... + p= no 
aller Stellen (v,,...,0,), Dy aus g. (i), ist bis auf die fehlenden Nullen 
der in (ngy)* = no gebildete Orthogonalraum 2") zu 7"), also 








(2) (@).)") = 2. 
Damit 148t sich der Nachweis von (1) auf den von 
(3) (fin)! = (a) 


zurtickfiihren: Wir gehen auf beiden Seiten von (3) zu den Orthogonal- 
raumen in nq iiber. Nach (2) ist der Orthogonalraum von 1™ gleich 
((@)n)™. Andererseits ist (u,)™ als abgeschlossener Teilraum von nw 
orthogonalabgeschlossen; da es den Orthogonalraum (7) hat, ist also 
auch umgekehrt (u,)" der Orthogonalraum von (j,)™. Durch Ubergang 
zu den Orthogonalriumen erhilt man aus (3) daher die Beziehung 
(#,)™ = ((f@),)™, die mit (1) gleichbedeutend ist. 
2. Zum Beweise von (3) leiten wir die Relationen 

(4) (fn) = (gino 1)™ =... 

ab. Ware fiir ein k (jin42)™ < (i,)™, so miiBte wegen der orthogonalen 
Abgeschlossenheit dieser beiden Teilriume von n¢ (alle Teilraume von np 


sind nach § 3 ja abgeschlossen, also vollabgeschlossen) fiir ihre Orthogonal- 
raume in nw 


(5) (pine)! > (tin )™ 
gelten. Nun besteht (4,44), wie leicht zu sehen, aus allen in nw 
liegenden Abschnitten der Stellen der Linge < n aus f4,4;, andererseits 
ist (Ha)™, wie oben gezeigt, gleich (u,), der Gesamtheit der Abschnitte 
der Stellen der Lange < nm aus “,,,, (5) wiirde also n+: > Mase ergeben. 
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Da jn nur Stellen der Linge < n-+k enthalt, wiirde dies (4,,,)°"™ 
> (4n4.)"*" bedeuten, was unméglich ist, da (4,,,)"+" als abgeschlossener 
Teilraum von (n + k)w orthogonalabgeschlossen ist. Damit ist (4) bewiesen. 

Da (in) > 7™ ist, geniigt es zum Beweise von (3), zu jeder Stelle 
(u\”, ..., uf’) aus (7) eine ebenso beginnende Stelle (u\”, ..., un’, ...) 
aus jj anzugeben. Nach (4) ist (7, 4,)™ = (jzq)™, also gibt es in (7, 43)"*" 


eine Stelle (u\”,..., us”, uy’). Da in jy, alle Stellen 








(0, .. +) 0, Un+a, Un¢ss---) 
mit beliebigen t,i2, Unys,-.- aus @ liegen, sind auch simtliche 


Fortsetzungen (u\”, ..., Un’, Un+2, Unas,---) iM jaa So kénnen 
wir der Reihe nach uf), ,, uQ,,,... festlegen und erhalten damit eine 


Stelle (u{”, ul”, ...), die in allen jy, also in 7 liegt. Damit ist (3) 
bewiesen. 

Satz 2. In pw+aq gibt es abgeschlossene lineare Teilriume, die 
nicht vollabgeschlossen sind. 

Beweis. 1. Wir schreiben die Stellen von gw +m @ in der Gestalt 


= (0045 Eon Rally By --) 


amt (, oo] oo og Ming mg hy 6icy Marg, adp Ming, 08 Bigs Bins 60s Pligg oof cold 


die x_, sind Stellen aus , die x, Stellen aus g, nur endlich viele x_, 
sind von o verschieden. Die linke Hilfte von x ist also eine Stelle aus 
gm, die rechte eine aus w 9. 

Wir werden einen abgeschlossenen echten Teilraum u angeben, dessen 
Orthogonalraum 71 Null ist, es ist dann 7 = pw+ogp+u. Zu pw+op 
ist op + qq dual. Die Stellen aus ~ haben also die Gestalt 

.. +e, Ung, Uy || U,, Uy, -- +) 
u_, in gy, U, in w, nur endlich viele u, + 0. 

Mit u™, n = 0,1, 2, ..., bezeichnen wir den Teilraum von gw+nq, 
der entsteht, wenn man in den Stellen x aus yw die %4,, ine, --- 
streicht. Der in (pw +n g)* = wp + nw gebildete Orthogonalraum von 
ui") sei wi. Erginzt man jede Stelle aus ~™ durch die Festsetzung 
Unis = Unge =... = 0 gu einer Stelle aus wy + gpm, so erhilt man 
einen Teilraum 7") von w¢+ gw. 7 ist der Vereinigungsraum der 7‘). 
Um ein » mit der gewiinschten Eigenschaft zu konstruieren, geniigt es 
daher, einen abgeschlossenen Teilraum ~ von yw -+q@ zu konstruieren, 
dessen yu) echte Teilriume von gw+ np sind, aber pw+ np als ab- 


geschlossene Hiille haben, dann sind ja offenbar alle ~'*) = 0, also 
p= 0. 











124 G. Kothe. 


2. Wir geben nun eine Menge von Stellen an, deren linear ab- 
geschlossene Hiille ~ sein soll. Wir gehen sukzessiv vor, wir nehmen 
zuerst so viele Stellen zu yu, daB sicher uv < pw, aber die abgeschlossene 
Hiille von w™ gleich gw wird. 

Mit e,, bezeichnen wir die Stelle x aus pw+omg mit z,, = 1, 
z,, = 0 fiir (r, 8) + (p,q). jy enthalte alle Stellen 

at) = e_ 44+ Cia 


ong si-1 
om (1.50 Saas & 02m GER «en & & A. 68 28.2. 
Die Koordinaten a” von a” sind also simtlich Null bie auf af _, = 1 


und f* = a 


In y liegen alle endlichen Linearkombinationen der a“. Da yu ab- 
geschlossen sein soll, liegen auch noch alle Grenzstellen von konvergenten 
Folgen solcher Linearkombinationen in uw. Es ist aber leicht zu sehen, 
da8 als Grenzstellen nur endliche Linearkombinationen der a” auftreten. 
Die Gesamtheit aller endlichen Linearkombinationen der a” bildet daher 
einen abgeschlossenen Teilraum yu, von pw+ag. pl) besteht aus allen 
finiten Stellen von gw, die abgeschlossene Hiille von pu) ist also pw. 

3. Damit auch »™ in gw + dicht ist, miissen wir zu den Stellen 
von #, noch weitere hinzunehmen, die die e,, approximieren. jy enthalte 
auBer den a“ noch die Stellen 

ba Ai = (..., 0, 0, X*™ lle, On, 0, 0, ...)3 k,n = 1,2,.... 
Jedes xi” sei eine Summe von abzahlbar vielen verschiedenen e_, _;, 
aber so, daB verschiedene x“:” niemals gleiche Koordinaten gleich Eins 
haben, m,, durchlaufe die in ein Doppelschema geordneten natiirlichen 
Zahlen. Die ¢,, bewirken, da8 nur endliche Linearkombinationen der 
a®® und b%:*i™ als Grenzstellen einer konvergenten Folge soleher Linear- 
kombinationen auftreten. Der Raum y, aller dieser Linearkombinationen 
ist also abgeschlossen. In gw +o ist lim (..., 0, 0, 2*'™ le.) = e.2, 


die abgeschlossene Hiille von ) muB also gw -+ o sein. 
4. j—, sei schon erklart. Zu ~;_, nehmen wir die Stellen 
aj 
+ +9 0, Cm 9, --+)s 
k,n =1,2,... 
hinzu. Wieder gilt, daB der Raum jy; aller endlichen Linearkombinationen 
der a” und b%*i™ mit | < 7 abgeschlossen ist und daB aus 


lim (..., 0,2%™, 0, ..., 0|]0,..., 0, 2) = ye 
a> @ 


folgt, daB die abgeschlossene Hiille von pw wegen uw > pu, gleich 
yo+jo ist. 


Z £ 
bGt™ = (..., 0, £*5", 0, ..., 0 || 0, ..., 0, ey, 0, . 
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Der Vereinigungsraum ym aller 4, ist wieder abgeschlossen und be- 
steht aus allen endlichen Linearkombinationen der a" und b%*i™ 
Also ist «S ein echter Teilraum von pw+jm mit der abgeschlossenen 
Hille pw + jo. 

In der Terminologie der Einleitung kénnen wir auch sagen, p ist 
ein zu @ dhnlicher abgeschlossener echter Teilraum von gw+oq mit 
pz = (0). Wie in §7 der anschlieBenden Arbeit von E: Hagemann kann 
man aus “ leicht einen zu gw +a selbst ahnilichen abgeschlossenen 
echten Teilraum » von gw +g mit ¥ = 0 ableiten. 

Die Matrix &, die die ahnliche Abbildung von gw-+am@@ auf » 
liefert, ist nach unten beschrankt, das transponierte homogene Gleichungs- 
system u%M =o ist wegen ¥ = 0 nicht lésbar, wir haben damit in 
gw +o ein Gegenbeispiel gegen die Alternative aus §4 der anschlieBenden 
Arbeit. 

Diese Uberlegungen lassen sich sofort auf die konvergenzfreien Raume 
héherer Stufe iibertragen. 


(Eingegangen am 3. 10. 1936.) 











Das Reziprokentheorem in beliebigen linearen 
Koordinatenriumen. 


Von 


Elisabeth Hagemann in Essen *). 


Fiir den Hilbertechen Raum o, hat O. Toeplitz') ein Theorem auf- 
gestellt, das seither vielfache Verwendung gefunden hat: 

Reziprokentheorem. Ist U = (a,,) eine im Hilbertschen Sinne 
beschrinkte Matriz und ist das Infimum der positivdefiniten Hermiteschen 
Form <U*Uxr = jx FE hua tne he Xe unter der Nebenbedingung %x = 1 


gréBer als Null, co bevitet Wi cine beschetnlte linke Reziproke 2, 2U = E, 
und umgekehrt. 

Daneben haben E. Hellinger und 0. Toeplitz die beiden folgenden 
Sitze angegeben’): 

1. Formalsatz. Besitzt die beschrinkte Matrix U sowohl eine linke 
beschrinkte Reziproke 2 als auch eine rechte beschrinkte Reziproke R, so 
ist 2 = R= A-* die einzige beschrinkte Reziproke; U heiBt dann ,,intakt. 

2. Formalsatz. Besitzt U nur eine einzige linke beschriinkte Reziproke 2, 
so ist diese auch rechte Reziproke und daher XU intakt. 

Wahrend sich die Formalsatze unmittelbar auf jeden anderen Matrizen- 
ring tibertragen, ist dies beim Reziprokentheorem nicht der Fall. Nicht 
nur der Beweis, den Toeplitz dafiir gegeben hat, und auch die Beweise 
von E. Hilb*) und K. Friedrichs*) sind ganz und gar auf den Hilbert- 
schen Raum zugeschnitten, sondern auch der Wortlaut des Satzes selbst 
haftet zunichst ganz am o,, da in vielen Matrizenringen die Bildung 
von U*Y iiberhaupt unmédglich ist. 

Es gelingt nun in folgender Weise, den Wortlaut des Theorems so 
umzuformen, da8 man iiberhaupt erst die Frage stellen kann, ob es in 
anderen Raumen gilt: #U* Wx ist nichts anderes als |y|* = |Wx|*, wo 
) = Ux die der Stelle x vermége der linearen Transformation & ent- 


*) Diese Arbeit ist von der philosophischen Fakultét der Universitat Bonn als 
Dissertation angenommen worden. Den Herren O. Toeplitz und G. Kéthe bin ich 
fir mannigfache Anregungen und RatschlAge zu gréBtem Dank verpflichtet. 

1) Gétt. Nachr. Math.-Phys. Klasse 1907, S. 101—109. 

9) Math. Anralen 69 (1909), 8. 289—330. 

5) Sitzungs-Ber. d. Phys. Med. Soz. Erlangen 40 (1908), S. 84—89 

*) Math. Annalen 109 (1933), S. 254—256. 
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sprechende Stelle » mit den Koordinaten y, = Da,,2, (p = 1, 2, ...} 
q=1 
ist und |y|? = J |y,|*. Das Infimum von ¢U* Wx ist also nichts anderes 
p=1 
als das Quadrat von m = int Ty!» und m > 0 bedeutet, daB aus |x| + 0 
f oO 
stets auch |x™|-—0 folgt. Definiert man also 

Eine beschrinkte Matrix heiBe stark nach unten beschrankt 
(st. n. u. b.), wenn die starke Konvergenz von y™ = Ux™ gegen o stets die 
starke Konvergenz von x™ gegen 0 zur Folge hat, 

so Jautet das Reziprokentheorem: 

Ist eine beschrinkte Matrix st.n.u.b., so besite sie eine linke Rezi- 
proke, und umgekehrt. 

Diese Formulierung 148t sich nun auf beliebige vollkommene Ko- 
ordinatenriume / iibertragen®): Dem System der beschrinkten Matrizen 
entspricht allgemein der Ring (A) der A in sich transformierenden 
Matrizen. In A la&t sich ferner die starke Konvergenz erkliren und damit 
auch der Begriff der st. n. u. b. Matrix. Es erhebt sich damit die Frage, 
in welchen vollkommenen Riumen 4A folgender Satz gilt: 

I. Ist eine Matric U aus L(A) st. n.u.b., so besitzt sie in D(A) eine 
linke Reziproke und umgekehrt. 

Hat man das Problem einmal so formuliert, so liegt es nahe, statt 
der starken Konvergenz auch die gewéhnliche (schwache) Konvergenz *) 
heranzuziehen. Man definiert also: 

Eine Matric U aus 2 (A) heiBe nach unten beschrankt (n. u. b.), 
wenn die Konvergenz von y™ = Ux” gegen o stets die Konvergenz von 
x™ gegen 0 zur Folge hat. 

Der I. entsprechende Satz lautet 

II. Ist eine Matric U aus L(A) n. u.b., so besitzt sie in L(A) eine 
linke Reziproke und umgekehrt. 

In o, ist dieser Satz ebenfalls richtig, ist bisher allerdings nicht 
hervorgehoben worden. 

Die Umkehrungen von Satz I und II sind fiir jedes vollkommene A 
sofort einzusehen. Die Sitze selbst sind fiir die Raume g, » aus 
der vollen Auflésungstheorie, die O. Toeplitz’) dafiir gegeben hat, un- 
mittelbar abzulesen. Auch fiir den halbfiniten Raum yp = 9 +o er- 


5) Fir die aus der Theorie der linearen Koordinatenraume verwendeten Be- 
griffe und Satze vgl. G. Kéthe und O. Toeplitz, Journal f. d. reine u. angew. Math. 
171 (1934), S. 193—226, im folgenden als K. T. zitiert. 

*) K.T. §3. ; 

7) Palermo Rendiconti 28 (1909), S. 88—96. 
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geben sie sich unmittelbar aus der Gleichungstheorie von G. Kéthe und 
0. Toeplitz *). 

Nachdem es nun gelungen ist, dem Reziprokentheorem eine Gestalt 
zu geben, in der es fiir g,@, y einerseits und o, andererseits giiltig ist, 
entsteht der Wunsch nach einem Beweise, der fiir alle diese voneinander 
so verschiedenen Raiume zugleich gilt. Es ist das Ziel dieser Arbeit, 
einen solchen Beweis aufzustellen und damit auch fiir beliebige voll- 
kommene Raume A gewisse Aufschliisse iiber die Giiltigkeit des Reziproken- 
theorems zu erhalten. 

Es gelingt uns, fiir beliebige vollkommene Raume A folgenden Satz 
abzuleiten (§ 2): 

Hauptsatz. Eine Matriz U aus 2 (A) besitet dann und nur dann 
eine linke Reziproke in (A), wenn U n. u. b. ist und wenn der Bildraum 
UA emen Komplementdrraum besiizt. 

Der hier auftretende Begriff des Komplementarraumes ist ebenfalls 
aus der Theorie des Hilbertschen Raumes geliufig*): » heiSt Komple- 
mentirraum zu uw in A, wenn jede Stelle x aus A sich auf eine und nur 
eine Art als x = ny + 3 darstellen ldBt, » aus wu, 3 aus », und wenn aus 
der Konvergenz einer Folge x = y™ + 3™ stets folgt, daB y™ und 3 
einzeln konvergente Folgen sind. 

Im Hilbertschen Raum g, leistet bekanntlich das Orthogonalisierungs- 
verfahren die Konstruktion eines Komplementirraumes fiir jeden ab- 
geschlossenen Teilraum von o,. Fiir o, liefert also Theorem II das 
Reziprokentheorem. Allgemein ist durch den Hauptsatz die Frage nach 
der Giiltigkeit von II auf die Frage nach der Existenz eines Komplementiar- 
raumes speziell fiir den Teilraum %A von A zuriickgefiihrt. 

In den §§ 6 und 7 wird diese Frage fiir die konvergenzfreien Raume 
abzahibarer Stufe"*) gelést. In », w, y, pw und w gilt der Komplementar- 
raumsatz, d.h. jeder lineare abgeschlossene Teilraum eines dieser Raiume 
besitzt einen Komplementirraum. In gyw+q@q und allen Raiumen 
héherer Stufe ist dies nicht mehr der Fall, und es gibt in diesen Raumen 
Gegenbeispiele sowohl zu I wie zu IL. 

Kine fiir beliebige vollkommene Raume giiltige Aussage erhilt man, 
wenn man sich auf abgeschlossene Teilriume von endlichem Index in 4 


8) Journal f. d. reine u. angew. Math. 165 (1931), S. 116—127. 

*) Der Begriff des Komplementérraumes tritt in der hier gebrauchten Fassung 
far beliebige vollkommene Réume schon in der Dissertation von F. Menn auf: Die 
konvergenzfreien linearen Réume endlicher Stufe und die dazugehdérigen Matrizen- 
ringe, Minster 1934. Vgl. auch G. Kéthe, Math. Annalen 111 (1935), S. 229—258, 
speziell § 5, Definition 1. 

10) Vgl. die in Anm. *) zitierten Arbeiten. 
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beschrinkt. Sie haben stets einen Komplementirraum (§ 5). Man kann 
dieses Resultat anwenden, um fiir gewisse spezielle Matrizentypen das 
Reziprokentheorem in der Fassung II zu beweisen. 

Der Zusammenhang zwischen I und II wird in §3 klargestellt: In 
allen Raéumen, in denen jede beschrinkte unendliche Menge von Stellen 
eine konvergente Teilfolge besitzt, fallen n. u. b. und st. n. u. b. Matrizen 
zusammen; in diesen Raumen la8t sich also ein dem Hauptsatz ent- 
sprechendes Theorem fiir st. n. u. b. Matrizen aufstellen. 

Da zu vermuten ist, daB die Zahl der vollkommenen Riaume, in 
denen der Komplementiarraumsatz gilt, recht gering ist, es also auch nur 
wenige Riume geben wird, in denen I und II gelten, taucht die Frage 
auf, ob vielleicht Teile des Reziprokentheorems fiir gréBere Klassen von 
Riumen nachgewiesen werden kénnen. 

Nun ergibt sich aus den oben angegebenen Formalsiitzen sofort, daB 
aus der Existenz der linken Reziproken 2 von W folgt, daB entweder 


die transponierten homogenen Gleichungen u WM = 0, d. h. z Gog%, = 0 
p=1 


eine Lésung u + o im dualen Raum /* haben, oder daB Y intakt ist. 
Als Teilaussage des Reziprokentheorems kann man also folgenden Satz 
aufstellen: 

Alternative. Ist Un. u. b. oder st. n. u.b., so ist entweder U intakt 
oder die Gleichungen uU = o besitzen eine nichttriviale Lésung. 

Es zeigt sich (§ 4), daB dieser Satz in allen den Riumen giltig ist, 
in denen jeder abgeschlossene Teilraum vollabgeschlossen ist. Die Resultate 
der vorangehenden Arbeit von G. Kéthe"') zeigen, daB dies fiir verhiltnis- 
maiBig viele Raume der Fall ist. Immerhin ist auch dieser Satz schon in 
gw -+oq und den konvergenzfreien Riumen hoherer Stufe falsch. 


§ 1. 
Nach unten beschrinkte und stark nach unten beschrinkte Matrizen. 


A sei ein vollkommener Raum im Sinne von K. T. § 2, 2(A) der zu 
A gehérige Matrizenring (vgl. K.T. § 6). 

Definition 1. Eine Matriz U aus’ S (A) heibe nach unten be- 
schrankt (n. u. b.), wenn jede Folge x aus i, deren Bildfolge y = Ux” 
gegen 0 = (0,0,...) konvergiert, selbst gegen 0 konvergiert. 

Definition 2. Eine Matrix U aus L(A) heife stark nach unten 
beschrankt (st.n.u.b.), wenn jede Folge x” aus 4, deren Bildfolge 
y™ = Ux” stark gegen o konvergiert, selbst stark gegen 0 konvergiert. 


11) Wir zitieren sie im folgenden mit K. 
Mathematische Annalen. 114. 
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Satz1. Besitet U eine linke Reziproke in Z(A), so ist U n. wu. b. 

Beweis. Sei 2& = € und sei yn = Ax” gegen o konvergent. 
Wegen der Stetigkeit von 2 (K.T. §6, Satz 6) ist dann auch 2n™ = 2 (Ux™) 
= (2M)x* — x” gegen o konvergent. 

Satz 2. Besitz & eine linke Reziproke in 2 (A), so ist UW st.n.u.b. 

Beweis analog mit Hilfe von K. T. §7, Satz 6. 

Definition 3. yu und » seien zwei lineare Teilritume von A. uw und v 
heiBen dhnlich (beziiglich 4), wenn es eine eineindeutige und im Sinne 
der in A erklirten Konvergenz beiderseits stetige Abbildung von pu 
auf v gibt. 

Definition 4. u und » seien zwei lineare Teilrdume von 4. u und v 
heiBen stark adhnlich (beziiglich 4), wenn es eine eineindeutige und im 
Sinne der in A erklarten starken Konvergenz beiderseits stetige Abbildung 
von wu auf v gibt. 

Satz 3. Ist U nach unten beschriinkt, so ist die durch » = Ux ver- 
mittelte Abbildung von 4 auf uw = WA eine ahnliche Abbildung. 

Beweis. 1. Die Abbildung ist eineindeutig. 

Es sei Az = Ay fiir xs und yn aus A. Die Folge A(z — yn) = 0, 
U(z— yp) = 0,... ist gegen o konvergent. Da & n. u. b. ist, ist auch 
z—¥, —p,... gegen o konvergent, d.h. s = py. 

2. Die Abbildung ist beiderseits stetig. 

Nach K.T. § 6, Satz 6, ist die Abbildung von A auf yu stetig. Sei 
umgekehrt »y” = Mx" konvergent. Dies ist gleichbedeutend mit 
p™ — 9™ = A(x —x™) +0 fir n,m>o. Da UA nub. ist, gilt 
auch x — x) 9 fiir n,m — oc; also ist x konvergent. Ebenso ent- 
sprechen auch Folgen mit Limes einander. 

Satz 4. Ist U st. n. u.b., so ist die durch y = Ux vermittelte Ab- 
bildung von A auf u = MA eine stark ahnliche Abbildung. 

Der Beweis verliuft genau so wie der von Satz 1. 

Definition 5. Fin linearer Teilraum u von A heife abgeschlossen, 
wenn mit den Gliedern einer konvergenten Folge stets auch ihr Limes in u 
liegt. 

Definition 6. Hin linearer Teilraum pu von A heife stark abge- 
schlossen, wenn mit den Gliedern einer stark konvergenten Folge stets auch 
thr Limes in pu liegt. 

Satz 5. Ist U n.u.b., so ist der Bildraum u = GA linear und ab- 
geschlossen. 

Beweis. wu ist linear, da & linear ist. Da ferner jede konvergente 
Folge von Stellen aus 4 nach K. T. § 3, Satz 5, einen Limes besitzt, hat 
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nach Satz 3 auch jede konvergente Folge von Stellen aus u einen Limes 
in “4, p ist abgeschlossen. 
Mit Hilfe von K. T. § 5, Satz 3, Folgerung, beweist man analog 
Satz 6. Ist U st.n. u. b., so ist der Bildraum uw = UA linear und 
stark abgeschlossen. 


§ 2. 
Der Hauptsatz fiir n. u. b. Matrizen. 

Definition 1. yu sei ein abgeschlossener linearer Teilraum von A. 
Der abgeschlossene lineare Teilraum v heift Komplementdrraum zu p, 
wenn jede Stelle x aus A sich eindeutig in der Form x = yn + 3 darstellen 
lapt, wo » in pw, 3 in v liegt, und wenn ferner aus der Konvergenz von 
x” = y™ + 3 stets die Konvergenz von y™ und 3™ einzeln folgt"). 

Satz 1. Ist Un. u. b. und hat uw = UA einen Komplementarraum », 
so besitet U eine linke Reziproke in 2 (A). 

Beweis. Nach § 1, Satz 3, ist die Umkehrung der Abbildung » = Ux 
eine abstrakte lineare stetige Transformation T(u) = 4. Wir erweitern 
den Definitionsbereich von T von yw auf das ganze A, indem wir T auf 
allen Stellen von v gleich 0 setzen. Da jede Stelle x aus A sich aus 
einer Stelle y aus ~ und einer Stelle 3 aus » zusammensetzt, x = + 3, 
ist Z durch die Festsetzung T(x) = T(y) + T(z) = T(y) + 0 = T(y) 
auf dem ganzen A erklart und linear. T ist auch auf dem ganzen A 
stetig, denn ist <= — n™ + 3 gegen x = yn + 3 konvergent, so konver- 
giert T(x™) = T(y™) gegen T(y), da TI auf w stetig ist; es ist aber 
X(y) = T(y) + 0 = T(y) + T(g) = T(z). 

Nach K. T. § 6, Satz 7, wird jede abstrakte, stetige, lineare, auf dem 
ganzen A erklarte Transformation T durch eine Matrix 2 aus 2(A) ver- 
mittelt. 2 ist nun die linke Reziproke von &: Nach Definition von T 
ist T(Ux) = x, also 2(Mx) = (LU)x = x. Setzt man fiir x der Reihe 
nach die Einheitsstellen e, = (1,0,0,...), e, = (0,1,0,...),... ein, so 
ergibt sich 2U& = €. Umgekehrt gilt 

Satz 2. Hat U eine linke Reziproke 2, so besitete u = UA einen 
Komplementérraum. 

Beweis. y sei der Raum aller 3 aus A, fiir die 23 = o ist. Da 2 
nach § 1, Satz 1 und 3, eine ahnliche Abbildung von uw auf das ganze A 
vermittelt, gibt es zu jedem x aus A eine und nur eine Stelle » aus y, 
fiir die 2 = Ly gilt. Es ist also 2(x — yn) = 0, 3 = —y ist eine 
Stelle aus v; jede Stelle x aus A ist daher in der Form x = yn + 3 dar- 
stellbar, » in #, 3 in ». : 


12) Vgl. Anm. °). 
9* 
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Diese Darstellung ist eindeutig; denn wire zugleich = 9, + 3,, 80 
hatten wir 2x = Lyn, + L3, = Ly, = Ly, also L(y, — y) = 0, woraus 
9), — 0} = © folgen wiirde, da y, — 9 in yu liegen miiBte. 

Diese Zerlegung von A ist schlieBlich auch stetig: Es sei x = n™ + 3™ 
konvergent. Da 2 als Matrix aus 2(A) stetig ist, ist auch 22 — Qy™ 
konvergent. 2 vermittelt eine ahnliche Abbildung von y auf A, also ist 
auch y™ konvergent. 3” konvergiert schlieBlich als Folge der Differenzen 
x —y™, » ist daher Komplementérraum zu uy. 

Wir fassen Satz 1 und 2 zusammen zu 

Hauptsatz 1. Eine nach unten beschriénkte Matric U aus Z(A) 
besitzt dann und nur dann eine linke Reziproke in 2 (A), wenn der Bild- 
raum UA einen Komplementérraum hat. 

A sei speziell der Hilbertsche Raum o,. Jeder abgeschlossene lineare 
Teilraum » von a, besitzt bekanntlich einen Komplementarraum, namlich 
seinen Orthogonalraum, der aus allen auf allen Stellen von « senkrechten 
Stellen besteht. Damit ist fiir den Hilbertschen Raum das Reziproken- 
theorem in der Fassung II der Eimleitung bewiesen. Weitere Beispiele 
fiir Raume, in denen jeder abgeschlossene lineare Teilraum einen Kom- 
plementérraum besitzt, folgen in § 6. 


§ 3. 
Der Hauptsatz fiir st. n. u. b. Matrizen. 

Eine Ubertragung der Schliisse von § 2 auf st. n. u. b. Matrizen 
148t sich nicht ohne weiteres durchfiihren, da nicht mehr in allen vollkommenen 
Raumen eine abstrakte, stark stetige, lineare Transformation T stets durch 
eine Matrix vermittelt wird. Wir miissen deshalb noch eine einschrankende 
Voraussetzung iiber die Raiume machen, um zu einem analogen Ergebnis 
zu kommen. 


Definition 1. In dem vollkommenen Raum A gilt der Grenzstellen- 
satz, wenn jede beschrinkte unendliche Menge von Stellen aus A eine koi 
vergente Folge enthilt. 

Fiir.ein Kriterium, wann diese Voraussetzung erfiillt ist, vergleiche K. 

Satz 1. Gilt in A der Grenzstellensatz, so ist jede st. n. u. b. Matriz 
aus 2 (A) auch n. u. b. 

Beweis. W& sei st. n. u. b., aber nicht n. u. b. Dann gibt es eine 
nicht nach o konvergente Folge x’, deren Bildfolge »™ = Ux™ gegen o 
konvergiert. Ware die Folge x™ beschrinkt, so gabe es nach dem 
Grenzstellensatz eine konvergente Teilfolge mit einem Limes z+ 0, die 
homogenen Gleichungen &x = o waren lésbar, was §1, Satz 4, wider- 
spricht. 
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Sei also x unbeschrinkt. Dann gibt es eine Folge von natiirlichen. 
Zahlen n,,n,,... und eine Stelle u aus A*, so daB 


jux™)|> 1, |ux™|> 4, |ux™|>9,... 


ist. Die Folge zg" — ree ware dann ebenfalls noch unbeschrankt, da 


|uz*” | > k ausfallt. Die Bildfolge }"? = 42” — 1 y"» konvergiert 


aber stark gegen 0: Die konvergente Folge y™’, y™), ... bildet nach K. T. 
§ 5, Satz 5, eine beschriinkte Menge in 4. Ist U eine beschrinkte Menge 
aus A*, so ist nach K.T. §5, Satz 1, fiir jedes u aus U juy™ | <= M(D), 


also |u| < + M(U), db. HP konvergiert stark gegen o. Da % 


st. n. u. b. ist, miBte nach §1, Satz 4, auch #, stark gegen o konver- 
gieren; damit erhalten wir einen Widerspruch. 

§ 2, Hauptsatz 1 ergibt sofort 

Hauptsatz 2. In A gelte der Grenzstellensatz. Eine st. n. u. b. 
Matric Uaus 2 (A) besitzt dann und nur dann eine linke Reziproke in 2 (A), 
wenn der Bildraum UA einen Komplementérraum hat. 

Da im Hilbertschen Raum der Grenzstellensatz gilt (vgl. etwa K.) 
enthilt Hauptsatz 2 das Reziprokentheorem fiir den Hilbertschen Raum 
in der urspriinglichen Fassung von O. Toeplitz. 

Satz 1 148t sich umkehren fiir metrische vollkommene Raume, d. h. 
solche Riume, in denen es eine lineare Metrik gibt, so daB die metrische 
Konvergenz mit der starken Konvergenz iibereinstimmt. Ein Kriterium, 
wann ein vollkommener Raum metrisch ist, ist in K. T. 8. 203, Anm. 14 
gegeben. 

Satz 3. Ist A vollkommen und metrisch, so ist jede n. u. b. Matriz 
aus L(A) auch st. n. u. b. 

Beweis. & sei eine n. u. b. Matrix, die nicht st. n. u. b. ist. Dann 
gibt es eine Folge x™, die nicht stark gegen o konvergiert, obwohl 
Uz — y™ stark gegen o konvergiert. Aus der starken Konvergenz 
folgt die Konvergenz von y™ gegen 0. & ist n.u. b., also mu8 nach 
§ 1, Satz 3, x™ gegen o konvergieren. Die Folge x™ ist nach K. T. § 5, 
Satz 5, beschrinkt, nach der Voraussetzung iiber die Metrik ist also 
|z™| =< K. Da |x™|++0, gibt es eine Teilfolge, sie heiBe wieder x™, 
mit |x™|+r+0. Wir kénnen |x™|-—- 1 annehmen. Es ist also |x| — 1, 


: 1 
=™ +o, |\Ax™| = |y™|-> 0. Die Folge t = x™ ist unbeschrankt; 
| | = |9™|> ige Ter 


1 
|p| 
aussetzung |At”| = yiy™|-+0. Erst recht ist Mt gegen o konver- 


ihre Bildfolge Ut = 





y” konvergiert stark gegen 0, da nach Vor- 
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gent. Da 4% n. u. b. ist, ist auch to, was der Unbeschrinktheit 
von t™ widerspricht. 

Wie aus K. T. § 12 bis § 14 und aus K. folgt, sind also z. B. in 
allen Raumen o,, 7 reell und > 1, und in go... st. n. vu. b. und n. u. b. 
Matrizen identisch. 


§ 4. 
Die Alternative. Kriterien fiir intakte Matrizen. 

Satz1. Ist Un. u. b. und ist p= UAS Q, 80 ist w= A und U 
ist intakt. 

Beweis. Da «=> ¢ ist, enthalt u~ die Abschnitte x, jeder Stelle x 
aus A. yw ist abgeschlossen (§ 1, Satz 5), daher enthilt es auch x als 
Limes seiner Abschnitte (vgl. K. T. § 3, Satz 2), also ist «= 4/4. Nach 
§ 1, Satz 3, vermittelt M daher eine Homéomorpbie von A auf sich selbst. 
Nach K. T. § 8, Satz 1 und 4, wird die zu & inverse Abbildung ebenfalls 
durch eine Matrix 8 aus 2(A) vermittelt und es ist BUA = AB = E. 

Zur Formulierung der Alternative benétigen wir einige Begriffe, fiir 
deren ausfiihrliche Untersuchung wir auf K. verweisen. 

Definition 1. yu sei ein linearer Teilraum des vollkommenen Raumes A. 
Die Gesamtheit der Stellen u aus A*, die zu allen Stellen x aus pu ortho- 
gonal sind, fiir die also ux = 0 gilt, bilden einen linearen Raum jp, den 
Orthogonalraum von yu. 

pz ist stets abgeschlossen; denn ist eine Stelle u Limes von Stellen u™ 
aus ji, so liegt auch u in jy, da aus u™ x = 6 auch ux = limu™ x = 0 
folgt. 

Der Orthogonalraum 7 von jy umfaBt « und ist abgeschlossen, ent- 
halt also die kleinste lineare abgeschlossene Hiille von uw. Ist wu = 7, 
so heiBe uw orthogonalabgeschlossen. Jeder orthogonalabgeschlossene 
Raum ist abgeschlossen, aber nicht umgekehrt (vgl. K.). 

Definition 2. Eine Menge von Stellen heift vollabgeschlossen, 
wenn sie alle ihre Haufungspunkte enthilt. 

Der Begriff ,,Haufungspunkt’ ist im Sinne der in K. T., 8.197, 
Anm. 11 eingefiihrten Topologie zu verstehen. 

Orthogonalraumsatz. Jeder orthogonalabgeschh e lineare Teil- 





raum eines vollkommenen Raums ist vollabgeschlossen, und umgekehrt. 

Fiir den Beweis vergleiche K. 

Wir sind jetzt in der Lage, folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 2 (Alternative). IJst ~ = NA vollabgeschlossen, U n. u. b., 80 
gilt: Entweder ist das transponierte homogene Gleichungssystem uU = o 
in A* lésbar, oder U ist intakt. 
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Beweis. Aus dem Orthogonalraumsatz folgt, daB u = ist. Es 
sei uM = o unlésbar. Aus uAzx = 0 fir alle xz, d.h. uy = 0 fir alle yn 
aus yu folgt also stets u = 0, dh. es ist 7 = 0. Daher ist 7 = uw =A. 
Satz 1 ergibt, daB & intakt ist. 

Satz 2 kann unter der zusitzlichen Voraussetzung des Grenzatellen- 
satzes fiir 4 auch fiir st. n. u. b. Matrizen ausgesprochen werden. 

In allen den vollkommenen Raumen, in denen jeder abgeschlossene 
Teilraum vollabgeschlossen ist, ist die Alternative ohne jede Voraus- 
setzung iiber yu giiltig, In K. wird eine groBe Klasse von Raiumen an- 
gegeben, in denen dies zutrifft. So in allen Raumen, in denen der 
Komplementarraumsatz gilt, wie o,, aber auch in solchen Fallen, in denen 
tiber die Giiltigkeit des Komplementarraumsatzes noch nichts bekannt ist, 
z. B. in allen von a, verschiedenen o, und in go... 

In yw + und den konvergenzfreien Riumen héherer Stufe gibt 
es jedoch abgeschlossene, aber nicht vollabgeschlossene Teilriume. Mit 
diesen lassen sich auch n. u. b. Matrizen konstruieren, fiir die uW% = o 
unlésbar ist, obwohl & nicht intakt ist. 

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einem dritten Kriterium fiir 
die Intaktheit einer Matrix, 

Satz 3. Hine Matriz MU aus L(A) ist dann und nur dann intak, 
wenn UA = A und UW A* = A* ist, U' die zu UA transponierte Matriz. 

Beweis. a) Eine intakte Matrix M hat als Bildraum den ganzen 
Raum A. Ist & intakt, so ist YM’ eine intakte Transformation von /A* in 
sich (vgl. K. T. §8, Satz 5), die Bedingungen sind also notwendig. 

b) Es sei MA =A und WA* = A*. Wir nehmen Ax =o an fiir 
ein x aus A. Dann ist auch uM%z = 0 fiir alle u aus A*. Da die u& 
nach Voraussetzung alle Stellen von A* durchlaufen, muB x =o sein. 

Die Abbildung x + Mz = y 14Bt sich also umkehren. 

Die inverse Abbildung ist stetig. 

Sei »™ = Ax™ konvergent. Nun bedeutet die Konvergenz von y™, 
da8 fiir alle u aus A* uy™ = ux” konvergiert. Da uW alle Stellen v 
von A* durchliuft, also vx fir alle » aus A* konvergiert, ist auch x 
konvergent. 

Die durch & gegebene Abbildung von A auf das ganze A ist also 
eineindeutig und in beiden Richtungen stetig, also eine Homéomorphie. 
Nach K. T. § 8, Satz 4, ist & intakt. 


§ 5. 
Das Reziprokentheorem fiir spezielle Matrizentypen. 
Wir werden in diesem Paragraphen einige Typen von Matrizen be- 
handeln, fiir die aus der Beschranktheit nach unten anmittelbar die 
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Existenz der linken Reziproken folgt. Eine einfache Folgerung aus § 4, 
Satz 1, ist 

Satz 1. A sei ein vollkommener Raum, & eine Matriz aus 2 (A). 
Ist U n. u. b. und verschwinden alle Elemente von U unterhalb der Haupt- 
diagonalen, so ist U intakt. 

Beweis. Alle Diagonalelemente a,;, von &% sind von Null ver- 
schieden; denn wire etwa a,,, = 0, so wiren die ersten n Spalten von W 
linear abhangig, die Gleichung Mx = o wire durch ein x + 0 lésbar, 
UM kénnte also nicht n. u. b. sein. Aus den Spalten von W lassen sich 
daher alle finiten Stellen linear kombinieren. A enthialt alle finiten 
Stellen, also auch MA, d. hh. MA > —~. Nach §4, Satz 1, ist M intakt. 

Allgemeinere Aussagen liefert 

Satz 2. A sei vollkommen. Hat der abgeschlossene lineare Teilraum mu 
endlichen Index n in A, d.h. lat sich jede Stelle von A linear kom- 
binieren aus einer Stelle von u und n (und nicht weniger) festen linear 
unabhiingigen Stellen aus A, so besitzt « einen Komplementirraum der 
Dimension n. 

Beweis. Wir zeigen zuerst, daB es eine Stelle a, in A gibt, derart 
daB der Raum yp, der Stellen s+ aa,, t aus mw, a beliebig komplex, 
einen abgeschlossenen Teilraum von 4 vom Index n — 1 bildet und daB 
der eindimensionale Raum », aller «a, ein Komplementirraum von 4 
in pm, ist. 

a, sei eine von m Stellen, die ~ zu A erganzen. Offenbar ist jede 
Stelle aus ~, auf eine und nur eine Weise in der Form s+ aa, dar- 
stellbar, x aus w, aa, aus ». Sei ferner x -+a,a,-0. Ist |a,| +0, 
so ist a,a, +0, also auch x” -+0. Ist |a,|+» 0, so gibt es eine Teil- 
folge a; mit |a;| > k> 0. Dann ist auch 


5, + 4, 4) =EW+a,>0, 


a, ist Limes von Stellen aus pv, miiBte wegen der Abgeschlossenheit 
von mw in uw liegen, was unméglich ist. Mithin ist », Komplementérraum 
von # in w,. wf, hat offenbar den Index n —1 und ist abgeschlossen, 
da » und », abgeschlossen sind. 

Fortsetzung des Verfahrens liefert n eindimensionale Raume »,, .... ¥,, 
die zusammen einen n-dimensionalen Raum » bilden, der Komplementir- 
Traum zu pu ist. 

Satz 2 und Hauptsatz 1 ergibt sofort 

Satz 3. Ist Un. u.b. und hat der Bildraum UA endlichen Index 
in A, so besitzt U eine linke Reziproke. 

Satz 4. Ist UM n. u.b. und enthilt es unterhalb einer bestimmien 
Diagonalparallelen nur Nullen, so besitet U eine linke Reziproke. 











Reziprokentheorem in linearen Koordinatenriumen. 
Beweis. habe die Form 


G1 Ns a3 


Gn, Ing ans 
0 Gn+1,2 On+1,8 + 
0 0 On+2,3 - 








Es geniigt zu zeigen, daB YA endlichen Index in A hat. Da & n. u. b. 
ist, besteht zwischen den Spaiten a, von W keine lineare Abhangigkeit. 
Als Bildstelle von e, liegt a, in MA, ebenso alle endlichen Linear- 
kombinationen der a,. 

Sind alle a,.,, 2+: + 0, so sind die a; linear unabhingig und bei 
Hinzunahme von ¢,, ..., ¢,—, kann ich alle Stellen aus g in der Form 


x+ le e, darstellen, x aus M/A. Wir nehmen nun wie beim Beweise 
i=1 


von Satz 2 zu MA soviele der ¢,,..., €,, zu mw hinzu, daB der ent- 
stehende abgeschlossene Raum j; > u alle e,,..., ¢,—, enthilt. Dann 
ist 7 > ¢, also 7 = A, mw von endlichem Index in A. 

Sind nicht alle a,,444, +0, so kann man so schlieBen"): Als 
»Lange“ einer finiten Stelle (z,, z,, ..., %, 0,0, ...) bezeichnet man den 
Index n der letzten von Null verschiedenen Koordinate. Man bilde nun 
der Reihe nach die Linearkombination b, der a,, a,,... von kleinster 
Lange, dann eine, b,, von der nichstgréBeren Linge usw. Die Lange 
von b, ist dann wegen der linearen Unabhingigkeit der a, hdéchstens 
gleich der von a,, also — m+i—1. Als Langen der b,; kommen also 
simtliche natiirlichen Zahlen mit Ausnahme endlichvieler vor, etwa 
My, +++) My. Aus Cayo - +> Ong und den Stellen von yw lassen sich jetzt 
wieder alle Stellen aus 4 linear kombinieren und man schlieBt weiter wie 
im friheren Fall. 

Die Schliisse von Satz 4 gelten auch noch fiir den folgenden Typ 
von Matrizen: 
















Y ) 
yyy 
% k Yy 
| a 





13) Wir folgen der von 0. Toeplits in der in Anm. ’) zitierten Arbeit an- 
gegebenen Methode. 
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Im nicht schraffierten Teil stehen Nullen, die Kontur des schraffierten 
Teiles mu8 immer wieder die k-te Parallele zur Hauptdiagonalen trefien; 


aber die darunterragenden Ecken kénnen unbeschrinkte Dimensionen 
haben. 





§ 6. 
Der Komplementérraumsatz in wap und 9 w. 
Satz 1. In wo besitet jeder abgeschlossene lineare Teilraum pu einen 
Komplementdrraum. 
Beweis. 1. w@ besteht aus allen Stellen 


& ae Ge... Gag, - +> Meas Gane >| 


die in jeder der unendlich vielen Abteilungen nur endlichviele von Null 
verschiedene Koordinaten enthalten. x hat die Lange (i, k), wenn die 
t-te Abteilung die erste ist, die tiberhaupt eine von Null verschiedene 
Koordinate enthalt, und wenn k der Index der letzten Nichtnull in der 
i-ten Abteilung ist, wenn also gilt 
2, = 0 fir 7 <i und alle J, und fiir j = ¢ und 1 >F. 

(i, &) heiBe kleiner als (7,1), wenn entweder + >j oder fir i =j 
k<l ist. 

Wir wahlen nun aus » zu jeder vorkommenden Lange (p, q) eine 
Stelle a,, dieser Linge aus. (r,s) durchlaufe die nicht als Langen von 
Stellen aus yw auftretenden Paare von natiirlichen Zahlen. » sei der 
Raum aller Stellen aus wg, deren (p, g)-te Koordinaten simtlich ver- 
schwinden. Die Stellen aus » haben nur Langen (r,s). Wir werden 
zeigen, daB » Komplementirraum von jy ist. 

2. uw enthilt alle Stellen der Linge (p, 9). 

Eine Folge x = (2, 2, ...,|2, 2,...|...) von Stellen 
aus w @ ist dann und nur dann konvergent, wenn zu jedem i ein N, 
gehért, so daB z{) = 0 ist fiir k > N, und alle n und wenn fiir jedes 
(i, R) lim x", existiert (vgl. K. T. § 5, Satz 6 und § 15, Satz 3, 4). 


Es sei nun « eine beliebige Stelle der Lange (p,,q,). Wir be- 
haupten, x ist Limes einer Folge von Linearkombinationen der a,,, also 
in » gelegen. Um dies zu beweisen, ziehen wir von % ein so.ches Viel- 
faches a», o, Gp, o, von x ab, daB die (p, , ¢,)-te Koordinate von t — ap, ¢, Gp, o, 
Null wird. — a», ¢,@p,¢, liegt in # und hat kleinere Lange als x. Wir 
kénnen das Verfahren fortsetzen. Ist die Lange von x — ap, ¢, Gp, ¢, gleich 
(Pi, 7:1) mit demselben p,, so ist g; << q,; nach endlichvielen Schritten 
erhalten wir daher eine Stelle x — ap, 4, Gp, 9, — --- — %p,t, %,¢, VON einer 
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Lange (p,, 9,) mit p, > p,. Wiederum nach endlichvielen Schritten er- 


halten wir eine Stelle von einer Lange (p,,q,) mit p,>p, usw. Die 
so erhaltene Folge von Stellen 


Do=F WS F— SpA ars Da = F — Sp. 91 Api gn — Spi ot Mri ais «++ 
konvergiert gegen die Stelle o = (0, 0,...|0, 0,...|...), da fir jedes 
(i, k) von einem bestimmten n, ab die (i, k)-ten Koordinaten der y™ 
gleich Null sind. Setzen wir a,, = 0 fiir alle (p,q), die bei dem Re- 
duktionsverfahren nicht vorkommen, so ist also 

I= a Age Agg- 
(pO 
3. e,, sei die Stelle, deren (r, s)-te Koordinate gleich 1 ist, deren 
iibrige Koordinaten verschwinden. Nimmt man zu den a,, noch alle e,, 
hinzu, so zeigt man wie in 2., daB jede Stelle x aus w@ in der Form 


(1) i= ros hpqApg+ Zi Prates 
darstellbar ist. ~ Hye Ong ‘ in 4, P in », jede Stelle aus wp 


ih shh On te En eee Di 0 od ee ee 

Diese Darstellung ist eindeutig, da « und »v elementefremd sind, denn 
eine Stelle aus u hat eine der Langen (p, q), eine Stelle aus » eine der 
Langen (r,.8). 

4. Es bleibt noch die Stetigkeit der Zerlegung von wg in mw und » 
zu beweisen. 

Sei x = n™ + 3™ eine konvergente Folge, y»™ in uw, 3” in ». Wir 
haben zu zeigen, daB auch y™ und 3” konvergieren. Wir kénnen uns 
darauf beschrinken zu zeigen, daB aus x™-—+o auch y™-—+o und 
3” — o folgt. 

Wir betrachten zuerst die Koordinaten von x™ in ry ersten Abteilung. 
Nach Konstruktion der » und 3” werden, wenn 2;> = 0 fiir k> N, 
und alle n ist, nur a,, und e,, mit g,¢ <= N, in der Darstellung (1) fir 
x™ vorkommen. M, = N, ist also eine geneinseme obere Schranke fiir 
Nichtnullen in der ersten Abteilung der Stellen y™ und 3”. Die a,, 
und ¢,;, mit g,¢ <= N, sind in den ersten N, Koordinaten linear unab- 


hangig; aus S, ai) G1 ts Bi? e,, > 0 folgt daher in der ersten Abteilung 
ean wt 
die koordinatenweise Konvergenz sowohl von 9”) = ZY ayy Qyg Wie von 
a” = ZB? es gegen o. 
Wir zeigen ferner, da es wieder ein M, gibt, so daB y,;) und 2,7 
Null sind fir k>M, und alle n. Da x” konvergent ist, ist 2,’ = 0 
fir k>N, und alle n. Daher ist auch die Folge 


) (n) 
x™ — = ay’, aq — - By Cit 
SM = 
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in der zweiten Abteilung in den Nichtnullen gleichmaB&ig beschrinkt (in 
der ersten Abteilung ist sie Null), etwa durch M,. Beim Weiterreduzieren 
dieser Folge in der zweiten Abteilung werden also nur a,, und e,, sub- 
trahiert mit q.t <= M,. M, ist die gesuchte gemeinsame Schranke. 

Die koordinatenweise Konvergenz im zweiten Abschnitt folgt jetzt 
wie oben aus der linearen Unabhangigkeit der a,,, a,,, ¢:, und ¢@g; in 
den beiden ersten Abteilungen. 

In analoger Weise kann der Komplementirraumsatz fiir die Raiume 
y,® und y = p+ @ bewiesen werden. 

Satz 2. In pw besitzt jeder abgeschlossene lineare Teilraum fu einen 
Komplementirraum. 

Beweis. Wir bilden den Orthogonalraum jy zu m (vgl.§ 4). 2 ist 
ein abgeschlossener Teilraum von (gw)* = wq@. Nach Satz 1 besitzt 7 
einen Komplementérraum » in wg. Nach einem Satz von F. Menn“) 
ist der Orthogonalraum » von v in (wq)* = gw komplementir zum 
Orthogonalraum jf von pz. Nach K. ist jeder abgeschlossene Teilraum 
von pw sogar orthogonalabgeschlossen, d.h. es gilt 7 = mu. 7% ist also 
der gesuchte Komplementarraum. 

In 9,0, 9 +,@9 und gw gilt daher das Reziprokentheorem in den 
Formen I und II, die hier zusammenfalien, da in konvergenzfreien Raumen 
starke und schwache Konvergenz identisch sind (vgl. K.T. § 15, Satz 4). 


§ 7. 
Das Kéthesche Gegenbeispiel. 

Auf gw und w®@ folgt in der Reihe der konvergenzfreien Raume 
g®-+ mq. Schon in diesem Raume und erst recht in den konvergenz- 
freien Raumen hdherer Stufe (vgl. die in Anm. °) zitierten Arbeiten) ist 
der Komplementérraumsatz und das Reziprokentheorem in den beiden 
Fassungen I und II falsch. Wir bringen ein Gegenbeispiel, das Herr 
Kéthe aus einem friiher von ihm angegebenen (Diss. F. Menn, 8. 13, 
Anm. 8) durch wesentliche Vereinfachung hergeleitet hat. 

Die Stellen aus gw + mq haben die Form 


Bam (...]. .. Rig gp Bg —g]-.- Bs, 9p R—- 5,3 |B qq Boge +> - Nays Mage «+ |-oo)p 


wobei die linke Hilfte J z_,,e_,—, eine Stelle aus pq, die rechte 
ik=1 


~o 


P Zit Cee eine aus op ist. 
ijk=1 


4) §2, Satz 2 der in Anm. *) zitierten Arbeit. 
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yy ist der Raum aller Stellen (z,,, 2,,, .-- | % 1, %9,---|--.) mit nur 
endlichvielen von Null verschiedenen Koordinaten z,,. gq ist offenbar 
bis auf die Anordnung der Koordinaten mit ¢ identisch, in der Bezeichnungs- 
weise von Kéthe (vgl.l.c.,Anm.*)) sagen wir, g¢ ist in » permutierbar, 
P=? 

Wir betrachten die durch die Matrix 























"7 
\ “ae 
(die nicht bezeichneten Elemente der Matrix sind Null) vermittelte Ab- 
bildung des Raumes gg in gw+o@q. uw sei der Bildraum U(¢ —) bei 
dieser Abbildung. ju besteht offenbar aus allen endlichen Linearkombi- 
nationen der Spalten e_;,4+ ¢, von U. 

Satz 1. ym besitzt keinen Komplementirraum. 

Beweis. Wir nehmen an, y sei ein Komplementirraum zu uz. 
Dann wire speziell 


(1) Q_4—2 = Q-4,-2 + d_i,-¢, 
a_;-. in w, b,-, in ». Nun ist fir i= 1,2,... lim e_,-, = 0. 
k—> © 
Aus der Definition des Komplementirraumes folgt, da dann auch 
lim a_,-,=0 ist. a_,—, habe in der rechten Hilfte die Koordinaten 
k—> = 
a’ -»®. Da a_;,_, in p liegt, mub 


(2) aj; i,—bk = a5 k) 








sein. Eine Folge von Stellen x” aus w@ konvergiert nur dann, wenn 
die x” in jeder der Abteilungen gleichmaBig endlich sind. Nun ist 


lim a_;—,=0 Von den a{;"~ ” diirfen also bei festem i und k + o 
k—->o 
nur endlichviele von Null verschieden sein. Nach (2) sind daher auch 


nur endlichviele der a{%,"—," (k = 1,2,...) von Null verschieden. 


Wir betrachten nun die Zerlegung von e,;, nach w und v. Sie ist 
nach (1) gleich 


Ce = (C_4,-2 + Gra) — C- -% 


[(e~«,—& + Cex) — O-«,-2] — D-g-e 
Qik + Dye. 
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Die (—i, —k)-te Koordinate von a,, ist bei festem i fiir fast alle & 
gleich 1, denn in a_, —, ist sie nach dem obigen Schlu8 nur endlich- 
oftmal ungleich Null, in e_, —, ist sie Eins, in e,, Null. 

Wir wahlen nun eine Folge ¢,;,, ¢s:,,.-. 80 aus, daB stets die zugehérige 
(— 1, —k,)-te, (— 2, —k,)-te, ... Koordinate von a,,,, @:2,, --- gleich Eins 
ist. Die Folge ¢,,,, ¢s:,,--. konvergiert gegen 0, die Folge ihrer Kompo- 
* nenten in yp, Qe,; ,,,,---, aber nicht, womit wir zum Widerspruch 
gekommen sind. 

Die Abgeschlossenheit von « wird in Satz 2 mitbewiesen werden. 

Um auch ein Gegenbeispiel gegen das Reziprokentheorem zu erhalten, 
miissen wir eine n.u.b. Matrix & aus 2(yw-+wq) angeben, deren 
Bildraum keinen Komplementarraum hat. Nach § 1, Satz 3, kommen als 
Bildraume nur Teilriume in Frage, die zu gw-+qmq@ dhnlich sind. Fir 
den von uns betrachteten Raum yu gilt aber 

Satz 2. m ist zu p dhnlich. 

Beweis. Wir zeigen, da8 U& eine abnliche Zuordnung von gy ~ ¢ 
auf mw vermittelt. x liege in gq, besitze also nur endlichviele von Null 
verschiedene Koordinaten z,,. jm enthilt also alle Stellen y = Ux 
=z 2x (€—«,—e + yx) mit nur endlichvielen von Null verschiedenen z,,. 

ik=1 
Die Zuordnung x — » ist offenbar eineindeutig. Eine Folge x” = z oth eee 


aus gq konvergiert dann und nur dann, wenn sie koordinatenweise 
konvergiert, und wenn 2; = 0 ist fiir i> i, und alle k,n und wenn 
zu jedem i <i, ein &, existiert, so daB 2,7 = 0 fiir alle k > k, und 
alle n gilt. 

Eine Folge 3” = 2 2 pti aet Z 2ff ee, von Elementen 

1 ik=1 
aus gw + konvergiert dann und nur dann, wenn sie koordinatenweise 
konvergiert und wenn ein i, existiert, so daB z™,_, = 0 fiir i> i, 
und alle k,n, und wenn zu jedem i ein k; existiert, so daB zi) = 0 
fir k > k, und alle n ist. 

Die Folge y™ = Ax™ = Fai (e,_. +e) aus pf ist also 
genau unter denselben Bedingungen konvergent wie x”; yu ist zu @ 
abnlich. 

Speziell folgt aus der Vollstindigkeit von py, daB « abgeschlossen ist. 

Einen zu gw-+oq dhnlichen abgeschlossenen Teilraum ohne 
Komplementarraum erhélt man nun folgendermaBen: 

In dem in pw + @ permutierbaren") Raum (gw + 9)+(yw+oq) 
mit den Stellen x = (x, x) betrachten wir den abgeschlossenen Teil- 


15) Vgl. die in Anm. *) zitierte Arbeit von C. Kéthe, § 2 Satz 1. 
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raum x aller Stellen x mit x beliebig aus u, x beliebig aus pw +wg. 
x besitzt ebenfalls keinen Komplementiérraum, man fiihrt den Beweis 
genau so wie fiir Satz 1. ist nach Satz 2 dhnlich zu p + (gw + w@), 
einem in gw-+@g permutierbaren Raum (vgl. die in Anm. °) zitierte 
Arbeit von G. Kéthe, § 2, Satz 3). Bei Permutation von (yw + 9) 
+(gw+o 9) in pw +p geht also x in einen zu gw + w¢ Shnlichen 
abgeschlossenen Teilraum 7 von yw-+wg@ iiber. Die ahnliche Abbildung 
von gw-+mq auf 7 wird nach K.T. § 6, Satz 7, durch eine Matrix 8 
vermittelt. Diese Matrix ist n.u.b., denn die Existenz einer gegen o 
konvergenten Folge 62”, deren Urbildfolge x nicht gegen o kon- 
vergieren wiirde, widerspricht der umkehrbaren Stetigkeit der ahnlichen 
Abbildung. Die n. u. b. Matriz B aus Z(pw-+wgq) besitzt nach dem 
Hawptsatz von § 2 keine linke Reziproke. 

Dieses Beispiel kann miihelos auf alle konvergenzfreien Raume x héherer 
als zweiter Stufe iibertragen werden. Aus § 2, Satz 3, der in Anm. °) 
zitierten Arbeit von G. Kéthe folgt, daB (yw+g)+ x stets in x 
permutierbar ist. Man bilde, wie oben, den Raum aller Stellen (x, x) 
mit <” in gw, x in x. Er ist zu » &hnlich und besitzt keinen Kom- 
plementarraum. Die ahnliche Abbildung wird durch eine n.u.b. Matrix 
dargestellt, die keine linke Reziproke besitzt. 

Der Raum y ist noch in anderer Beziehung wichtig. Man kénnte 
vermuten, da8 vielleicht jeder vollabgeschlossene Teilraum eines voll- 
kommenen Raumes einen Komplementarraum besitzt, es gilt aber 

Satz 4. jy ist orthogonalabgeschlossen, also vollabgeschlossen. 

Beweis. Die Stellen e_;,—e,, gehéren offenbar dem Ortho- 
gonalraum 4 von « an. Der Raum 7 kann daher nur Stellen enthalten, 
die auf den Stellen e_;,— ¢,, orthogonal sind. In 7 liegen also nur 
Mellen x mit z_,_, = 2, fiir alle t,k. Die Stellen aus gw + gq, die 
diese Bedingungen erfiillen, sind alle finit, liegen also in w, d.h. 7 Sy. 
Da stets 7 = mu ist, ergibt sich die Behauptung. 


(Eingegangen am 28. 8. 1936.) 











Uber den Noetherschen Fundamentalsatz. 
Il. Allgemeiner Fall. 
Von 
W. van der Woude in Leiden (Niederlande). 





In einer friiheren Mitteilung') gab ich einen einfachen Beweis des 
Noetherschen Fundamentalsatzes fiir den Fall, daB die beiden zugrunde- 
liegenden Kurven in ihren Schnittpunkten, die auch mehrfache Punkte 
von beiden sein diirfen, keine gemeinsame Tangente haben. 

Herr van der Waerden wies dann auf die Bedeutung hin, die dieser 
Beweis fiir einige Punkte der Kurventheorie haben kénnte*), sprach aber 
dabei die Ansicht aus, daB der Beweis sich nicht auf den ganz all- 
gemeinen Fall des Noetherschen Satzes ausdehnen lasse. In dieser kurzen 
Note méchte ich zeigen, daB mein Kollege, dem ich fiir sein Interesse 
besten Dank sage, die Tragweite des Beweises unterschitzte. 

Bezeichnungen: 


F, (z, y), F,(z, y), F;, L, R... Polynome in z und y. 

o (y) Polynom in y. 

a(z, y), 6(z, y), c, at ........ Potenzreihen in z und y. 
Das Polynom, das von den Gliedern des niedrigsten, in einem Polynome F 
oder in einer Potenzreihe a vorkommenden Grades gebildet wird, werde 
ich fernerhin das Anfangspolynom von F oder a nennen. 


§ 1. 

Hilfssatz. Es mégen a(z, y), b(2, y), c(z, y) Potenzreihen und 
F,(z, y), F,(z, y) Polynome in z und y darstellen. Es diirfen F, und F, 
in Faktoren (im Polynomring; Zahlenfaktoren werden stets auBer Acht 
gelassen) zerlegbar sein; nur diirfen sie keinen Faktor gemeinsam haben. 
Es sei gegeben 


(1) c=aPF, = bF,. 


1) W. van der Woude, Uber den Noetherschen Fundamentalsatz, Math. An- 
nalen 111 (1935), 8. 425—431. 

2) B. L. v. d. Waerden Ein neuer Beweis des Restsatzes, Math. Annalen 111 
(1935), S. 432—437. 
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Behauptung: Das Anjangspolynom von c ist durch das Produkt 
der Anfangspolynome von F, und F, teilbar. 

Es ist klar, daB diese Behauptung trivial ist, wenn die beiden letzt- 
genannten Anfangspolynome keinen gemeinsamen Faktor haben. 

Beim Beweise nehme ich an — aber diese Annahme ist unwesentlich — , 
daB keines der Anfangspolynome von F, und F, durch y teilbar ist. 
Tatsichlich ist diese Annahme unwesentlich, da man diese Voraussetzung 
stets durch eine lineare Substitution 


e=ar+By, y=yr'+ dy’ ( 


erfiillen kann. 

Durch o(y) werde nun die z-Resultante von F, und F, dargestellt, 
so daB also 
(2) ety) = LF,+MF,, 


wo L und M wieder Polynome in z und y sind. 
Es folgt dann aus (1) und (2) 

co =c(LF,+MF,) =6F,LF,+aF, MFP, 

co = (6L+aM)F,F,. 
Das Anfangspolynom von cg ist also durch das Produkt der Anfangs- 
polynome von F, und F, teilbar. Das erstgenannte Anfangspolynom ist 
aber nichts anderes als das Produkt des Anfangspolynoms von c mit der 
niedrigsten in g vorkommenden Potenz von y. Der Faktor y kommt 
aber in den Anfangspolynomen von F, und F, nicht vor und so folgt 
sogleich die Behauptung. 








7 . 0), 


Folgerung. Sind die Anfangspolynome von F, und ¥, bzw. vom 
p-ten und q-ten Grade, dann sind die Gradzahlen der Anfangspolynome 
von c, a, b nicht kleiner als p+ q, q, p. 


§ 2. 
Der Noethersche Fundamentalsatz (allgemeiner Fall). 
Es liegen drei algebraische Kurven, dargestellt durch 
F,(z, y) = 0, F,(z,y)=90 und F,(z, y) = 0, 
vor. Die Kurven F, und F, diirfen in Kurven niedrigerer Ordnung 
(Faktorkurven) zerfallen; nur diirfen sie keine Faktorkurve gemeinsam 
haben. 
Einer der Schnittpunkte von F, und F, sei als Koordinatenursprung 
angenommen. Wenn es nun stets, d. h. welcher Schnittpunkt auch gewdhlt 
Mathematische Annalen. 114. 10 
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sein mége, médglich ist. Potenzreihen a(x, y) und b(x, y) zu bestimmen, 
welche die Identitdt 
(3) F, =aF,+ dP, 
formal befriedigen, dann existieren solche Polynome A(z, y) und B(z, y), 
daB die Identitat 

F,=AF,+ BF, 
befriedigt wird. 

Die Kurven F, und F, mégen vom m-ten und n-ten Grade sein. 

Einer der Schnittpunkte von F, und F, wird als Koordinatenursprung 
angenommen; durch eine projektive Transformation kann stets erreicht 
werden: 

1. daB das Glied mit z” in F,, und ebenso das Glied mit 2” in F, 
vorkommt; 

2. daB auBer dem Punkte 0(0,0) kein zweiter Schnittpunkt von F, 
und F, auf der X-Achse liegt und daB die X-Achse auch nicht mit einer 
der Tangenten von F, und F, in O zusammenfillt. 

Von der Kurve F, wird vorlaufig angenommen, da8 ihre Gleichung 

F,(z, y) = 0 


in x héchstens vom Grade (m-+n—1) sei. Diese Einschrankung ist, 
wie in der friiheren Mitteilung gezeigt wurde und hier am Schlu8 noch 
kurz wiederholt werden soll, wieder unwesentlich. 

Durch g(y) wird die z-Resultante von F, und F, dargestellt. 

Der Ausgangspunkt des Beweises ist wieder der 

Hilfssatz. Es gibt Polynome R und S derart, daf 
(4) o(y) F, = RF, + SF,, 
wo R und S héchstens vom (n — 1)-ten, bzw. (m — 1)-ten Grade in «x sind. 

Ich unterlasse hier den, in der friiheren Mitteilung enthaltenen, ganz 
einfachen Beweis des Hilfssatzes. (Hier ist in bezug auf F, noch nichts 
weiteres vorausgesetzt, als daB der Grad in x héchstens (m +n — 1) ist). 


Nun wurde ja angenommen, daB solche Potenzreihen a (z, y) und b(z, y) 
bestehen, da8 


(3) F, = aF, + OF,. 
Aus (3) und (4) folgt dann 
(5) at Fi = b+ F, 
mit 

at =ao— R, 


b+ = —bo+S. 
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Sind nun p und g die Gradzahlen der Anfangspolynome von F, 
und F,, so folgt aus (5) — siehe §1, Folgerung —, daB die Anfangs- 
polynome von a+ und 6+ wenigstens vom g-ten, bzw. vom p-ten Grade 
sind. Ein Glied cz* (c konstant, k <q) kommt also in a+ nicht vor. 

Nun ist aber 

R=ao—at; 


und weil o(y) gewiB einen Faktor y hat — die Kurven F, und F, 
gehen ja beide durch den Koordinatenursprung —, wird auch in R ein 
Glied ¢z* (c konstant, k <q) nicht vorkommen. 


§ 3. 


Es folgt aus dem Schlusse des vorangehenden Paragraphen, da8 die 
Kurve 
R=0 
von der X-Achse in O geschnitten wird und daB dieser Schnittpunkt 
wenigstens g-fach gezihlt werden mu. Um die Anzahl ihrer weiteren 
Schnittpunkte mit der X-Achse zu bestimmen, betrachten wir zuerst die 
Schnittpunkte von 


2=0 

y «9 
Die Anzahl dieser Schnittpunkte ist m; sie liegen, wegen 
(4) oly) Ff; = RF, +SF,, 


entweder auf F, oder auf R. Wir haben aber Sorge getragen, daB auBer 
dem Koordinatenursprunge kein einziger Schnittpunkt von F, und F, auf 
der X-Achse liegt. Der Schnittpunkt O von F, und der X-Achse soll 
aber q-fach gezihlt werden (genau), weil F, in O einen g-fachen Punkt 
hat und die X-Achse nicht mit einer der Tangenten in O zusammenfillt, 

Die anderen Schnittpunkte von F, und der X-Achse, (mn —q) in 
Anzahl, liegen also auf R. 

Wir haben nun aber schon n Schnittpunkte von 

R=0 
y =0 
gefunden, waihrend der Grad von R in z héchstens (mn — 1) ist. Es folgt 
also, daB y in R als Faktor enthalten ist. 

Das nimliche kann man fiir S, statt R, beweisen; d. h. beide Glieder 
von (4) sind durch y teilbar. In dieser Weise fortgehend kann man 
beide Glieder von (4) durch alle Faktoren y der Resultante kiirzen. 

10* 
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Dann wird der Koordinatenursprung in einen anderen Schnittpunkt 
gelegt und alle Faktoren der Resultante werden aus (4) vertrieben. So 
findet man aus (4): 


F, = AF, + BF,. q.e. d. 


Ich wiederhole noch kurz, daB die Beschrinkung: ,,F, ist in z 
héchstens vom Grade (m + — 1)“ unwesentlich ist. 
Ist namlich dieser Grad héher, dann setzt man: 


F, = QF,F,+Fi 


(Grad von F, in z < (m-+n)) und beweist dep Satz fiir F}, wonach 
seine Giiltigkeit fiir F, sogleich folgt. 


Zusatz bei der Korrektur, November 1936. Der Hilfssatz in 
§ 1 lé8t sich leicht zum folgenden Satz erweitern. 

Satz. Es seien wieder a, 6 und c Potenzreihen, und F, und FP, 
Polynome in x und y; F, und F, haben keinen Faktor gemein. Es sei 
(rein formal) gegeben 

c=aF, = dP,. 

Dann ist c durch F, F, teilbar. 

Beim Beweise wird angenommen, daB keines der Anfangspolynome 
von F, und F, den Faktor y enthilt. Es zeigte sich schon, daB diese 
Annahme unwesentlich ist. 


Die Potenzreihef a, 6, c werden nach steigenden Potenzen, in z 
und y zusammen, geordnet gedacht. Also z. B. 


oc 
c= J U,, 
r=0 


wo 
U,= J ary’ (eo+o= r). 
@o=0 


Durch d, e, g, h werden weiterhin auch Potenzreihen in x und y 
dargestellt. 


Es zeigte sich (§ 1) 
co(y) = (6L+aM)F,F, =¢4F,F,, 
wo @ die z-Resultante von F, und F, ist. 
Man kann nun o¢ darstellen durch 
oe = y'a(y) (i > 0), 
wo o ein Polynom in y ist, das ein konstantes Glied enthilt. Also ist 
(6) cy'a(y) = dF, F,. 
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Es sei an erster Stelle angenommen: 
I> 0. 


Dann enthilt also auch das zweite Glied von (6) den Faktor y. Es 
la68t sich nun zeigen, daB d durch y teilbar ist, d. h. daB jedes Glied 
von @ den Faktor y enthilt. 

Wir schreiben dazu 

d= JZ V,, 
r=0 


wo 
fr 


= S boomy’ (o +o= r), 
und nehmen an, daB es Polynome V gibt, die den Faktor y nicht ent- 
halten. Von diesen Polynomen sei V, dasjenige vom niedrigsten Grade. 
Dann wiirde aber in dF, F, nicht jedes Glied, das beim Ausmultiplizieren 
von V, mit dem Anfangspolynom von F,F, entsteht, den Faktor y ent- 
halten. Das stinde aber im Widerspruch zu (6). 

Man kann also (6) durch y kiirzen und bekommt dann 


cy'—a(y) = eF,F, 
und kann dann wieder durch y kiirzen, bis man 
co(y) = 9F,F, 


V, 


erreicht. 
Aber weil a(y) ein Polynom ist, das ein konstantes Glied enthilt, 
findet man dann sogleich 


c= hF,F,; q. e. d. 
Fir den Fall | = 0 ist der Beweis schon im Vorangehenden enthalten. 


(Eingegangen am 30. 8. 1936.) 











Zum Dteikérperproblem. 
Von 


O. Pylarinos in Minchen. 





1. In einer Arbeit, die Herr Carathéodory in der Bayerischen Aka- 
demie der Wissenschaften vorgetragen hat'), behandelt er als erster mit 
einfachen Mitteln die einzigen bis heute bekannten Fille, in denen das 
Dreikérperproblem mit Hilfe von elementaren Funktionen integriert werden 
kann. In diesen Fallen, die zuerst Lagrange angegeben und mit Hilfe seiner 
Theorie des allgemeinen Dreikérperproblems behandelt hat*), sind die gegen- 
seitigen Abstinde der drei Kérper stets drei konstanten GréBen propor- 
tional, so daB die drei Kérper, wenn sie nicht in einer Geraden liegen, 
ein Dreieck bilden, das bestindig sich selbst ahnlich bleibt. Auch in 
modernen Darstellungen wird entweder die ganze Reduktionstheorie des 
allgemeinen Dreikérperproblems vorausgesetzt*), oder die einschrankende 
Voraussetzung gemacht, daB die Bewegung der drei Kérper in einer festen 
Ebene stattfindet*). Herr Carathéodory hat nun das Problem auf die 
einfachste Weise durch Benutzung eines Koordinatensystems gelést, das 
im Schwerpunkt der drei Massen seinen Anfangspunkt hat und sich so 
bewegt, daB die darauf bezogene relative Bewegung jedes einzelnen der 
drei Kérper geradlinig ist. 

Wir wollen in der vorliegenden Arbeit dasselbe Problem obne Be- 
nutzung des obigen Bezugsystems mit Hilfe eines leicht zu erschlieBenden 
Satzes behandeln, auf den Herr N. Delaunay als erster aufmerksam ge- 
macht hat*) und der so lautet: 

»Die Geraden, auf denen die Beschleunigungen von drei sich nach 
dem Newtonschen Gesetz anziehenden Kérpern liegen, gehen in jedem 
Zeitpunkt durch denselben Punkt hindurch.“ 


1) C. Carathéodory, Uber die strengen Lésungen des Dreikérperproblems. 
Sitzungsber. d. Bayer. Akad. d. Wissenschaften (math.-naturwiss. Abteilung) 1933, 
S. 257—267. 

%) Oouvres de Lagrange, t. VI, S. 272—292. 

3) E. Whittaker, Analytische Dynamik (1924), S. 419. 

*) T. Levi-Civita e U. Amaldi, Lezioni di meccanica razionale, t. II, (1927), 
8. 404. 

5) N. Delaunay, Sur le probléme des trois corps. Verhandlungen des dritten 
intern. Mathematiker-Kongresses in Heidelberg; Leipzig, Teubner, 1905; S. 398—401. 
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Dieser Satz ist, nach einer Bemerkung, die mir Herr Carathéodory 
mitgeteilt hat, eine unmittelbare Folge des Umstands, daB die auf die 
drei K6rper wirkenden Krifte zu jeder Zeit ein Gleichgewichtssystem 
bilden. 

2. Bezeichnet man mit 7,,7,, 7, die Radienvektoren der drei Kérper 
P,, P,, P;, die nach Voraussetzung nicht in einer Geraden liegen, in be- 
zug auf ein Koordinatensystem, dessen Ursprung der Schwerpunkt des 
Systems ist, ferner mit ¥,, 0,, 0, ihre Geschwindigkeiten und mit },, b,, 6, 
ihre Beschleunigungen, so bestehen die folgenden Beziehungen: 


(2, 1) m, 7, + m, 7, + m,7, = 0, 
(2, 2) m, 0, + m,0, + m, 0, = 0, 
(2, 3) m, 6, + m, b,+ m, 6, = 0. 


Bezeichnet man auBerdem mit d den Radiusvektor des Punktes, durch 
welchen die Geraden hindurchgehen, auf denen die Beschleunigungen der 
drei Kérper liegen, und der im folgenden als Punkt D bezeichnet wird, 
so ist: 








(2, 4) d = %, 7, + %F, + % 7s, 

wo 

9 is m, oF sail my of 

(2, 5) “1 = wa of +m, of + m, of” “a = im, of + my 03 + m, OF” 
™s; o? 





“2 mm oP F ms of + ms oF 
ist, und 9, = P,P,, 0, = P; P,, 0, = P,P, die gegenseitigen Ab- 
stinde der drei Kérper darstellen®). Durch Benutzung dieses Vektors 
lassen sich die Beschleunigungen der drei Kérper in der Form 











b, = 4,(7,-4@) 
(2, 6) b, = A, (7,—d) 
b, = A, (7,—d) 
schreiben, wo 
(2,7) a= OME ym A, = —f- molt mel + mel 
: e@ e3 oF 
= — j- Mol + ms of + mcd 
ef ef 


sind und f die Gravitationskonstante darstellt”). 
Aus diesen letzteren Gleichungen erhilt man folgende Gleichheiten 
von aéuBeren Produkten: 


(2, 8) (7,5,] = (@6,), [F,b,) = (2 5,), [7,6,] = [@ b,). 


*) N. Delaunay, loc. cit., 8. 400. 
7) N. Delaunay, loc. cit., 8. 401. 
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3. Nehmen wir jetzt an, daB das Dreieck, welches die drei Kérper 
in jedem Zeitpunkt bilden, sich selbst bestindig ahnlich bleibt. 

In diesem Fall gibt es ein Dreieck, das demjenigen der Anfangslagen 
der drei Kérper gleich und in jedem Zeitpunkt dem Dreieck der auf den 
Schwerpunkt bezogenen Lagen der drei Kérper ahnlich gelegen ist. 

Bezeichnet man mit 7, 7,7; die Radienvektoren der Ecken dieses 
Dreiecks, mit 0}, 03, @; ihre Seiten und mit @ die Winkelgeschwindigkeit, 
die der Bewegung dieses Dreiecks entspricht, so gelten die Beziehungen: 


(3, 1) Ra Ba Bui 
. 01 es es : 
(3, 2) 7,=A%,, %=Ah, %=An, 


(3, 3) 7, =AR+AN, % =AnN+ANH, 7,=An+AN, 
wo 

(3, 4) 1% =r), %7=(7n), % = 7) 

ist. 


Aus den Gleichungen (3,1) ergibt sich sofort, daB die Koeffizienten 
%,, %,%, im (2,4) konstant und die Koeffizienten 4,, A,, A, in (2,6) der 
dritten Potenz von A umgekehrt proportional sind: 


(3, 5) 4, =, A, = 3, a, = 3h; 


infolgedessen erhalt man durch zweimalige Differentiation von (2,4) nach 
der Zeit die Gleichungen 


(3, 6) d = x, 0, +%,0, + %,0,, d= x,b, + x,b, + m4), 
und aus den Gleichungen (2,8) mit Riicksicht auf (3,5) die Beziehung 
(3, 7) x, (F,5,] + x5 [F_5,) + 5 [7,6,] — [dd] = 0. 


Wir werden nun zunichst folgende zwei Hilfssiitze beweisen: 
A. Ist im Lagrangeschen Fall die Ebene der drei Kérper bestandig 
einer konstanten Richtung parallel, so muB diese Ebene fest bleiben. 
Bezeichnet man mit @ einen Einheitsvektor, der dieser konstanten 
Richtung parallel ist, so lassen sich z. B. die Vektoren 7, und 7, in der 
Form 


(3, 8) 7%, = aa+ Br. 
(3, 9) % = a a+ Br, 
schreiben, wo 

(3, 10) a=> 


ist und «a, # stetige Funktionen der Zeit darstellen, auBer im Fall, in dem 
die Vektoren a und 7, gleicher Richtung sind; auBerdem soll f zeitlich 
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veranderlich sein gem&8 der Voraussetzung, daB die drei Kérper nicht in 
einer Geraden liegen. Ist nimlich 8 konstant, so erhilt man durch ein- 
malige Differentiation von (3,9) nach der Zeit mit Riicksicht auf die 
Gleichungen (3,4) die Beziehung 


%,—B7, = [@(% — B7,)] = « [Wa] = wa. 
Also mu8 «’ konstant bleiben und ® = wa sein, wo w den Betrag von @ 
bedeutet. 
Durch einmalige Differentiation der ersten Gleichung (3,3) nach der 
Zeit erhalt man mit Riicksicht auf den Wert von @ 


6 =4,6,-) = 2% —@) =1% + 2d + Aa) [4%] + Ao* [afar], 


a 


wo d’ = + = x, Fi + 7+ x, 7; ist. 

_ Da aber [a7] senkrecht auf der Ebene der drei Korper steht, mu8 
24m + Aw = O sein, also ist 

o=F 
und die obige Gleichung l48t sich in der Form 
(3, 11) 4% —#) =1% + S [ax] 
schreiben. In ahnlicher Weise ergibt sich auch 
= —_ P pe 

4% —@) =1%44+ 5 [ar]: 


Ist nun z. B. 7, auf dem Vektor a nicht senkrecht, so bekommt man aus 
der Gleichung (3,11) durch skalare Maultiplikation mit @ und [a [@7]] 

BA @)-4 = 19,4, 

. eo a ee ia os al 

% %—@)- [4 @x)] = 4%,-[2en)] + | [een]: 
Aus diesen Gleichungen folgt aber unmittelbar, da die darin vorkommenden 
skalaren Produkte konstant sind*), daB 4 konstant sein muB8; also ist nach 
(3,10) a auch konstant. Durch zweimalige Differentiation von (3,8) nach 
der Zeit mit Riicksicht auf (2,3) und (2,6) wiirde sich nun ergeben, daB 
die drei Kérper in diesem Falle in einer Geraden liegen. 

%) Man kann ohne Schwierigkeit schlieBen, daB, wenn «' und in (3, 9) konstant 
sind, diese skalaren Produkte von der Zeit unabh&ngig sind. Es ergibt sich namlich 
durch skalare Multiplikation von (3,9) mit 7;,,%;,%, wnd d’, deren absolute Be- 
trige ebenso wie die Winkel, welche sie miteinander bilden, konstant sind, daB die 


Produkte 7;-@, 7;-@, 7;-@ und d’-@ konstant sind; folglich sind auch die obigen 
Produkte von der Zeit unabhangig. 
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Es mu8 also # verinderlich sein, und eine zweimalige Differentiation 

von (3,8) nach der Zeit liefert die Gleichung 

b, = aa+ Bb, + 2f0+ BF,, 
woraus folgt, da8 v, der Ebene der drei Kérper parallel ist. Infolgedessen 
ist diese Ebene die Schmiegungsebene der Bahnkurve des Kérpers P, und 
da sie durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems hindurchgeht, 
bleibt sie auch wahrend der Bewegung fest. 

B. Besteht zwischen den Flichengeschwindigkeiten [7, 0,], [7,%,], [75 0,] 
der drei Kérper im Lagrangeschen Fall eine Beziehung von der Form 
(3, 12) A (7, %,] + Bir, v,] + C[r, v,) = 0, 
wo A, B,C konstante GroBen sind, die nicht alle verschwinden, so mu die 
Bewegung der drei Kérper auf einer festen Ebene stattfinden. 

Sind namlich zwei der Koeffizienten, z.B. A und B, gleich Null, so 
muB [r,v,] gleich Null sein; also findet die Bewegung des Punktes P, auf 
einer festen Geraden statt, die durch den Schwerpunkt hindurchgeht und 
in der Ebene der drei Kérper liegt; infolgedessen mu8 diese Ebene nach 
dem vorigen Satz fest bleiben. Ist zweitens nur ein Koeffizient, z.B. A, 
gleich Null, so erkennt man leicht, daB die Vektoren v,,v, zur Ebene 
der drei Kérper parallel sein miissen; diese Ebene bleibt also fest. 

Sind endlich alle drei Koeffizienten A, B,C von Null verschieden, 
so erhilt man durch skalare Multiplikation von (3,12) mit r, 


Afr, 0,)°75 + B[r,»,)-7; =A (7, 7,]-, a B[r, rl v, =¢ 
oder nach (2, 1) 
Afr, 74] 9, — BO (7, 71]%, _ (7,7,]-(4 v%,— Bo @, ) = 0. 
Also ist der Vektor Av, — B = v, der Ebene der drei Kérper parallei 
und kann folglich in der Form 


(3, 13) Adv,— B™ 0, = a7, + BF, 
2 
geschrieben werden, wobei die Determinan‘e 
a 6 
(«) 4-3 
my 








von Null verschieden ist, zufolge der Voraussetzung, daB die drei Kérper 
nicht in einer Geraden liegen. 
Ist namlich diese Determinante gleich Null, so gilt 


Av, — B23, = 7, (47,— B= 7,) = 7 (47,-B= 4) 
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Hieraus aber folgt, nach einem bekannten Satz, daB der Vektor A 7, — B = T, 


eine konstante Richtung beibehalt und, da die Koeffizienten A, — B= 
konstant sind, daB die drei Kérper, nach friiherem (siehe 8. 152—153), 
in einer Geraden liegen. 

Durch einmalige Differentiation von (3, 13) nach der Zeit erhalt man 


(3, 14) Ab, — Bob, = a0, + po, + a7, + BF, 


und aus den beiden Gleichungen (3,13) und (3,14) mit Beriicksichtigung 
der Tatsache, daB die Determinante (x) von Null verschieden ist, folgt, 
daB die Vektoren v, und v, der Ebene der drei Kérper parallel sind; 
letztere muB also fest bleiben. 

4. Wir werden nun mit Hilfe der beiden bewiesenen Sitze die 
charakteristischen Eigenschaften des Lagrangeschen Dreikérperproblems 
ableiten und sie in den folgenden zwei Theoremen formulieren. 

I. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap das Dreieck 
der drei Kérper bestindig sich selbst dhnlich bleibt, ist, daB der Punkt D 
mit dem Schwerpunkt des Systems zusammenfallt. 

Fallt naimlich der Punkt D mit dem Schwerpunkt des Systems zu- 
sammen, so miissen die Koeffizienten ~,, x,, ~, in (2,4) den Massen der 
drei Kérper proportional sein; daher gilt nach (2, 5) 

0: = Cs = 23; 
also mu8 das Dreieck der drei Kérper bestandig gleichseitig sein. 
Nehmen wir andererseits an, daB die beiden Punkte nicht zusammen- 


fallen; in diesem Fall diirfen die Determinanten der Matrix | - — | 
1 2 3 
von 








nicht samtlich verschwinden; ist nun z. B. die Determinante a *s 








3 
Null verschieden, so kénnen die Vektoren 7, und 7, in die Form 
: = A,d+ B,7,, 

7, =A,d + B,7, 
gebracht werden, wo A,, B,, A,, B, konstant sind. 

Durch zweimalige Differentiation von (4,1) nach der Zeit unter 
Beriicksichtigung der Gleichungen (2,6) erhalt man ohne Schwierigkeit 
die Beziehungen — 

A,d = By(dy — 4,)7, + (4p 4g + 4, By — &) d, 

A,d= B, (4, — 4,)7, + (as Ay + 4, B; — 5), eer 
wobei, wie man leicht erkennen kann, die Koeffizienten von d, d, 7, in 
der einen Gleichung proportional zu den Koeffizienten derselben Vektoren 
in der anderen Gleichung sind. 


(4, 1) 
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Aus der ersten dieser Gleichungen ergibt sich nun durch vektorielle 
Multiplikation mit d@ A 

[2d] = 2 (4 —A) (a7), 
oder nach der ersten Gleichung (2, 6) 
(dd _ a [7, b,J=cf[r, },), 

wo c nach (3, 5) konstant ist. : 

Wenn man jetzt diesen Wert von [dd] in die Beziehung (3,7) ein- 
setzt, kann man dieselbe in der Form 

(*, — ¢) (7, b,) + % [7 54) + x;[T, 6] =0 


schreiben und durch einmalige Integration nach der Zeit die Beziehung 
folgern : 


(4, 2) (x, — ¢) [7, ¥,] + x2 [Fe %] + 5 [75 %] = ¢,. 
Dabei gilt nach dem allgemeinen Momentensatz auch die Beziehung 
(4, 3) m, [7, 0,] + m,[T. 03) + m,[7, %] = Ce, 


wo ¢, den konstanten Drall des Systems darstellt. 

Aus den Gleichungen (4, 2) und (4, 3) folgt aber unter der Annahme, 

daB die Determinante * _ von Null verschieden ist, daB die Ebene 
3 
der drei Kérper fest bleiben muB. 

Ist namlich der eine der Vektoren ¢,, ¢, gleich Null oder haben 
diese Vektoren gleiche Richtung, so besteht zwischen den Flachen- 
geschwindigkeiten der drei Kérper eine Beziehung von der Form (3, 12); 
daraus folgt nach unserem zweiten Hilfssatz, daB die Ebene der drei 
Kérper fest bleiben muB. 


Nehmen wir zweitens an, daB die beiden Vektoren nicht dieselbe 
Richtung haben. Dann lassen sich die Beziehungen (4,2) und (4, 3) 
zufolge von (3,1) und (3, 4) in der Form schreiben: 

# {(x, — c) [¥, [@ 7) + 4[F7, [@7,)] +, [7%, [0 7,]]} = 3%, 
A (m, [7, [@7,]] + m,[7, [@7,]] + m, [7 [@7,]]} = % 
oder nach Entwicklung der zweifachen Vektorprodukte: 
(4,4) PO ((x, — or? + oq re + yr] 
— # (x, — 0) (@-7,)F, + *, (@-7,) r, + x, (@-7,) 7) = ¢,, 
(4, 5) 2 @ (m7? + mar? + mr} 
— # (m,(@-7,) F, +m, (@-7,) 7, +m, (@-7,) 7) = e 
Ist nun (x, —¢) r;*+%*%,7,52+%,72 gleich Null, sc muB ¢, der Ebene 
der drei Kérper parallel sein. Wenn aber (x, — c)r,?+ x,7,? + *,7;? 
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von Null verschieden ist, dann erhalt man durch skalare Multiplikation 
von (4, 4) und (4, 5) mit [7, 7,] die zwei Gleichungen 








mes 2 2: (7, 7) 
#5 -(, 4) = Ce + xsr3 ” 
20 -[F, %] = € - [71 7s) 


m, TP + my ry + my rp’ 
aus denen man durch Vergleich die Beziehung entnimmt: 





Ci ae Ce -t3 = — 
oar paar ~ aime pera th Fel = 0. 
Hieraus aber folgt, daB der konstante Vektor 
om a 
(x, —¢) rP+ xg re txsrf = om, r+ mgr? + m, 7? 
der Ebene der drei Ké6rper parallel ist, und infolgedessen mu8 diese 
Ebene nach dem ersten Hilfssatze fest bleiben. 
Ist aber diese Ebene fest, so mu @ senkrecht auf dieser Ebene 
stehen; daher laBt sich die Beziehung (4, 5) in der Form 
= &s 
(#9) VO = mrt tm time 
schreiben; andererseits sind die Flachengeschwindigkeiten der drei Kérper: 











[7,0,] = # [7 [w 7)] = Por! = mr? + = 2 + m3r?? 
Fal = # [AA] = Por? = ae 





m7) + mg re + ms r?” 
tr? ‘ 

m, ry + my ry? + mgr?’ 
also sind diese Flachengeschwindigkeiten konstant und _ infolgedessen 
miissen die Geraden, auf denen die Beschleunigungen der drei Kérper 
liegen, durch den Schwerpunkt hindurchgehen, d.h. der Punkt D muB 
mit dem Schwerpunkt des Systems zusammenfallen und das Dreieck der 
drei Kérper bestindig gleichseitig sein. 

II. Die Bewegung der drei Kérper im Lagrangeschen Fall findet auf 
einer festen Ebene statt. 

In der Tat, da in diesem Fall der Punkt D mit dem Schwerpunkt 
des Systems zusammenfillt, sind die Flaichengeschwindigkeiten der drei 
Kérper konstant: 





[7%] = 4 [7 [07]] = or? 


(7,0,]) = 2 r3-0— A (@-7,)7%, = 6, 
(4,7) [8] = Pr? -B— 2-7) % = %, 

[7,0,] = 4 1r?-0—#@-7,) 7% = 6. 
Haben nun zwei von den Vektoren @,, ¢,, ¢, gleiche Richtung, so erkennt 
man leicht, daB die Ebene der drei Kérper fest ist. Nehmen wir zweitens 
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an, daB keine zwei der Vektoren @,, ¢,, @, gleiche Richtung haben. Wenn 
man die erste und die zweite der Gleichungen (4,7) durch 1,’ bzw. r;° 
dividiert und voneinander abzieht, erhalt man die Beziehung 


ee Py - Se 
nw A ma 8 hy 


aus der man entnimmt, da8 der konstante Vektor der linken Seite 
bestiindig der Ebene der drei Kérper parallel ist. Folglich bleibt diese 
Ebene nach dem ersten Hilfssatz fest. 

5. Die Beschleunigungen der drei Kérper lassen sich im Lagrangeschen 
Fall in der Form 


. m,+ my + ms — ‘3, Mmtmyt+m, F, 
= pea, = —p ge teem 8, 

m,+m,+m 1s m, + mM, 7 
b= — 7 Es, = — fe te 
Po ge Mm, + M, + Ms; - 19 ™M+m+m, fF. 
ao fee 6.8 eS aa 


schreiben, wobei 9 die GréBe der Seiten des Dreiecks ist, das die Kérper 
in ihren urspriinglichen Lagen bilden. 

Hieraus aber folgt, da®B die Bahnkurven der drei Kérper in bezug 
auf das betrachtete Koordinatensystem Kegelschnitte sind, die den 
Schwerpunkt des Systems als gemeinsamen Brennpunkt haben. 

Ist nun in einem Zeitpunkt die Geschwindigkeit eines dieser Kérper 
zum Radiusvektor dieses Kérpers senkrecht, so muB, nach (3, 3), A gleich 
Null sein; infolgedessen sind auch die Geschwindigkeiten der anderen 
Kérper im selben Zeitpunkt zu ihren Radienvektoren senkrecht. 

Hieraus folgt, da®B, wenn die Bahn eines der Kérper elliptisch ist, 
dies auch fiir die zwei iibrigen Babnen gilt. 

Es ergibt sich ferner, da8 die Scheitel der Bahnen, welche zu den 
durch den Schwerpunkt gehenden Hauptachsen gehéren, ein oder zwei 
gleichseitige Dreiecke bilden, das letztere, wenn die Bahnen elliptisch sind. 

Bezeichnet man jetzt mit (r,,9,), (r,,9,), (r,,9,) die Polarkoordinaten 
der drei Kérper in bezug auf ein in der Ebene der Bewegung liegendes 
System mit dem Pol im Schwerpunkt, so gelten die Beziehungen 

fr, wAr,, t= Ari, 1, = Ary, 
' eh s 
(4,8) == O=0 = Beat mre trey 
wobei w und c, die Betrige der Winkelgeschwindigkeit @ und des 
Dralles ¢, des Systems der drei Kérper darstellen. 

Andererseits ist, nach einer bekannten Formel, die Beschleunigung 

von P, 





7, —1,02 = dr, — Aro? = — jee r, 


SSSA al 
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und wenn man in dieser Beziehung 6, durch 


Cy 
24 (m, 73 + my rp + ms?) 
ersetzt, so erhailt man fiir die Bestimmung von 4 die Differentialgleichung 





, ¢ 1 m, + 

(49) A — eae ge tH £ = 0. 

Die Gleichungen (4,8) und (4,9) sind die Differentialgleichungen der 
Bewegung und das ganze Problem ist jetzt auf Quadraturen zuriick- 
gefiihrt. 

6. Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, daB die drei Kérper nicht 
bestiindig in einer Geraden liegen; im anderen Fall verliert der Delaunaysche 
Satz seinen Sinn, es ist aber leicht zu erkennen, da8 auch dann das 
Problem eben bleibt. 

In der Tat, liegen die drei Kérper bestindig in einer Geraden, so 
liegen auch ibre Beschleunigungen auf derselben Geraden, die bestindig 
durch den Schwerpunkt des Systems hindurchgeht; folglich muB die 
Bewegung jedes einzelnen von diesen Kérpern, in bezug auf das im 
Paragraphen 2 betrachtete Koordinatensystem, in einer festen Ebene 
stattfinden, die durch den Schwerpunkt hindurchgeht. Diese drei Ebenen 
fallen aber zusammen, da die Kérper in einer Geraden liegen; letztere 
mu8 also um den Schwerpunkt auf einer festen Ebene rotieren. 

Bezeichnet man mit @ einen Einheitsvektor, der senkrecht auf der 
Ebene der Bewegung steht, so ist die Winkelgeschwindigkeit der Geraden, 
auf welcher die Kérper liegen, 

(6, 1) ® = wa, 

und eine einmalige Differentiation der ersten Gleichung (3,3) nach der 
Zeit, die ebenso wie die Gleichungen (3,1), (3,2) und (3,4) auch in 
diesem Fall gelten, mit Riicksicht auf den obigen Wert von @, liefert 
die Beziehung 


b, = Ar, + (2Aw + Ae) [a7] + Aw*[a[a7)]. 


Da nun @ senkrecht auf 7, ist, so muB 


2Ziwo+io = 0 
sein; also ist 
(6, 2) o = a 
und ‘ 
(6,3) b, = 4%; + 20*[afari]] = (4—S) 73 


andererseits ist 


b, naa f [m2 +m, 27) ae L[m, 25 + m, 357). 








03 
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Da aber die drei Kérper auf einer Geraden liegen, bestehen die Beziehungen 


7, =¢,7,, 7; 


wo ¢,,¢, konstante GréBen sind: also ist 
01 = |¢y—e|71, C2 =|es—1]n, Os =|L—e,\ri 


= ¢,f,, 


und 
f ¢. ¢;—1 
= alma pt ii apl r 
Wenn man diesen Wert von 5, in die Gleichung (6, 3) einsetzt, erhiilt 
man fiir die Bestimmung von A die ear 
2 —1)1 
(6, 4) A— Ss = Alm po =i + ms TeoTF Td re 


Die Gleichungen (6,2) und (6,4) sind in diesem Fall die Differential- 
gleichungen der Bewegung. 





(Eingegangen am 23. 8. 1936.) 
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Ein Verteilungsproblem 
bei dissipativen dynamischen Systemen. 
Von 
Eberhard Hopf in Leipzig. 
Problemstellung. Die folgenden Ausfiihrungen sind durch ein an 


anderen Stellen entworfenes Programm veranlaBt worden'). Es sei ein 
System von 2n Differentialgleichungen der Form 


@ = uF @, @), 

() data (@, 9 
p= o 

vorgelegt, wo « > 0 ein Parameter ist, und wo symbolisch 

@ = (@,,.. +, Ma), 

4 = (9, i Ha Pn); 

fe 
gesetzt wird. Bei beliebigen Anfangsbedingungen 

t=0, w=", = g 


und fiir beliebiges soll im Laufe der Zeit, entweder bei endlichem oder 
unendlich groBem Zeitpunkt, 


w—> 0, g>¢ 


gelten. Man kann (1) als die Bewegungsgleichungen eines mechanischen 
Systems auffassen, dessen Lagekoordinaten mit m und dessen Geschwindig- 
keiten mit w zu identifizieren sind. Die ~F sind gewisse Reibungs- oder 
sonstige hemmende Krifte, unter denen das System im Laufe der Zeit 
stets einer Endlage g' zustreben soll. « ist dabei der ,,Reibungskoeffizient“. 
Ein Kriterium fiir dieses Verhalten ist in den meisten Anwendungen die 
Abnahme der kinetischen Energie, d. h. die Existenz einer positiven und 
nur fiir @ = 0 verschwindenden Funktion E(w), fiir welche stets 


E<0, w+ 0 


1) E. Hopf, On causality, statistics and probability. Journ. of Math. and 
Phys. 18 (1934) 8. 51—102. E. Hopf, Uber die Bedeutung der willktirlichen Funk- 
tionen fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie. Erscheint im Jahresber. d. Deutschen 
Mathem.-Ver. 

Mathematische Annalen. 114. ll 
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gilt. Strebt 2# geniigend schnell nach Null, was in den meisten An- 
wendungen leicht durch Abschitzung von 


E=p >» Ta, F, 
entschieden werden kann, so existiert stets eine Grenzlage ¢’'. 

Wir setzen voraus, daB die Lagekoordinaten g ausnahmslos Winkel- 

variable sind, 

, y, (mod P,), ..., ~, (mod P,), 
und daB die F (w, y) periodisch von den gy, mit den entsprechenden Peri- 
oden P, abhangen. 

Ein typisches Beispiel ist die Bewegung eines flachen Objektes auf 
einer reibenden Ebene, auf welcher ein System paralleler Linien gleichen 
Abstandes 6 eingezeichnet ist. Wir erteilen dem Objekt einen Impuls quer 
zu den Linien und gleichzeitig einen Drehimpuls und fragen nach der 
Endlage, wobei wir uns lediglich fiir die Lage relativ zu den Linien inter- 
essieren. Ist g die Winkelkoordinate und z die Koordinate quer zu den 
Linien, so stellen demnach 


y (mod 22), =z (mod 4) 


beide Winkelvariable dar. Die Bewegungsgleichungen enthalten ¢ peri- 
odisch, wahrend z nicht explizit vorkommt. 

Die Endlage ¢' wird in bestimmter Weise von den AnfangsgréBen w°, p® 
und von mw abhangen 

P = ow, 9; #), 

wobei g!, y; nur (mod P,) bestimmt sind. Unser Hauptinteresse gilt dem 
folgenden Problem, bei festgehaltener, sonst aber beliebiger Anfangs- 
lage ¢°. 

Hauptproblem. Gibt es eine Verteilungsfunktion der Endlagen, 


V (y,w°, y) > 0, 


periodisch in den y, (mod P,), derart, daB fiir eine beliebige periodische 
und R-integrable Funktion A(y) und eine beliebige im °-Raume summier- 
bare Funktion /{(w”) 


p 
fay) Vly. p)dy 
lim | h(¢')/(@)dw® = | ° f (w°) dw 


P 
ua=0 


SV iy. ody 
0 





(w®) (ev) 


gilt ? 
P 
Es ist klar, was hier die Abkiirzungen dw°,dy und { zu bedeuten 
t) 
haben. Der Nachweis, da8 unter gewissen allgemeinen Voraussetzungen 
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iiber die Differentialgleichungen diese Frage im bejahenden Sinne be- 
anwortet werden kann, ist dem Verfasser nicht gelungen. 

Von ganz besonderem Interesse ist der Fall, wo das mechanische 
System eine universelle, d. h. von den AnfangsgréBen w°, y® unabhingige 
Verteilungsfunktion der Endlagen besitzt, 


V = V(y). 


Dann kann die Grenzwertformel in der Form 


P 
Ds aiahpleaeal f(y) Viv)dy 
@' —_ 


u=o Jf(w)do 
(w) 





(2) P 
[Viv)dy 
0 


geschrieben werden. Man kann diesen Fall als analog zum ergodischen 
Falle bei konservativen dynamischen Systemen auffassen. Seine Bedeu- 
tung beruht auf der wichtigen Rolle, die er bei der Frage des Ursprungs 
des Wahrscheinlichkeitsbegriffes in der Natur spielt. Wir erteilen dem 
System, immer in der festgehaltenen, sonst aber willkiirlichen Anfangs- 
lage y® einen verianderlichen Anfangsimpuls w*®. Dabei sei 


{[(@)dw’, f>0, 


die relative Haufigkeit, mit welcher dieser Impuls in das Volumelement d w® 
fallt, 
J fo do == j. 

(w®) 

Bei festgehaltenem Reibungskoeffizienten y ist dann die relative Haufig- 
keit, mit welcher die Endlage g' in ein Teilgebiet G des n-dimensionalen 
g-Torus hineinfallt, gleich 


(3) fhe) /(w")do®, 
(w®) 
wo mit A die charakteristische Funktion von @ bezeichnet ist, 
1, y in G, 
h(y) = * sonst. 


(3) zaéhlt automatisch die relative Anzahl der Fille, bei welchen die End- 
lage in G liegt. Bei festem « > 0 hiangt diese Haufigkeit natiirlich ganz 
von der Verteilungsfunktion / der Anfangsimpulse ab, kurz, von der Art 
und Weise, wie das System anfinglich operiert wird. (2) lehrt indessen, 
daB diese Abhingigkeit sich bei schwachen Reibungskriften wenig be- 
merkbar macht. Die relative Haufigkeit des Ereignisses ,,g' in G*‘ wird 
nahezu unabhaingig von der Art des anfanglichen Operierens am System. 
Wir sehen dies als den wehren Grund dafiir an, da3 man tiberhaupt von 
einer numerisch bestimmten ,,Wahrscheinlichkeit“ dafiir, daB die Endlage 
11* 
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gegebenen Bedingungen geniigt, reden kann. Was zwischen der Anfangs- 
phase gy’, °® und der Endlage g' passiert, nimlich die Bewegung nach 
ganz bestimmten Gesetzen, hat einen dominierenden Einflu8 auf das 
Zustandekommen der Wahrscheinlichkeit, insbesondere auf ihren Wert. 
Ein analoger Sachverhalt liegt beim Miinzen- und Wiirfelspiel vor, sowie 
bei der Nadel und dem Schachbrett, vermutlich in allen Fallen, wo man 
, Stabile‘ Haufigkeiten beobachtet. 

Man darf indessen diese im Prinzip auf Poincaré zuriickgehende Be- 
trachtung nicht so miBverstehen, als ob die das Ereignis herbeifiihrenden 
GesetzmaBigkeiten ausschlieBlich fiir seine Wahrscheinlichkeit verantwortlich 
sind. Wiirde man z. B. immer mit gleichem Anfangsimpuls starten, so 
kame stets die gleiche Endlage heraus und (2) ware iiberhaupt nicht an- 
wendbar. Fiir die Anwendung von (2) ist es wesentlich, daB die anfing- 
lichen Haufigkeiten eine n-dimensionale Verteilung, genauer, eine summier- 
bare ,,Dichte“ f(w°) besitzen. Praktisch liegt dieser Fall bei den oben 
genannten Beispielen vor. AuSer jener Einschrankung wird jedoch nichts 
von den anfinglichen Haufigkeiten verlangt. Die ,,gegebenen“ Wahr- 
scheinlichkeiten, aus welchen die gesuchte zu berechnen ist, sind in hohem 
MaBe willkiirlich, und trotzdem kommt ein bestimmter Wert fiir die letztere 
heraus. Qualitét produziert Quantitit. 

Noch eine prinzipielle Bemerkung sei hier gestattet, obwohl sie iiber 
den Rahmen dieser Arbeit hinausgeht, nimlich zum Begriff der Unabhangig- 
keit von Ereignissen. Wir halten uns dabei an das Beispiel zweier von 
zwei Personen A, B operierten Rovletteriider. Was versteht man hier 
unter Unabhangigkeit des Operierens? Sicherlich, daB zwischen den 
beiden Operationen keine ,,funktionale“‘ Abhangigkeit besteht. Man kann 
dies zwanglos folgendermaSen definieren. Fiir beide Rader gibt es je 
einen (eindimensionalen) Raum der Anfangsimpulse. Die Anfangsimpulse 
fir A und B werden dann als unabhangig definiert, wenn die gleich- 
zeitigen Kombinationen dieser beiden Impulse im (zweidimensionalen) 
Produktraume eine (zweidimensionale) Hiufigkeitsverteilung mit einer 
summierbaren Dichte in diesem Raume besitzen. Besteht Unabhingigkeit 
in diesem Sjnne, so ist auf Grund der Tatsache, daB das Roulette einen 
Mechanismus der obigen Art darstellt, die Produktregel fiir die Wahr- 
scheinlichkeiten zweier von A und B kervorgebrachten Ereignisse ein 
streng beweisbares Theorem’). Diese Betrachtungen®) scheinen uns die 
Haufigkeitsnatur der Wahrscheinlichkeit in natiirlicher Weise darzulegen. 


2) Ausfihrlicheres |. c. 4). 
8) Sie sind jedoch nicht als Grundlage einer neuen Wahrscheinlichkeitstheorie 





gedacht, schon wegen der Kompliziertheit in der Durchfihrung der Einzelheiten. 
Jedoch erscheinen sie uns kaum vermeidlich, wenn man das Zustandekommen sta- 
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Wenn der Verfasser sich entschlossen hat, eine der allgemeinen Frage- 
stellung gegeniiber so unvollstindige Arbeit zu veréffentlichen, so geschah 
dies in der Absicht, einen gréBeren Leserkreis fiir diese neuartige Gruppe 
von Problemen zu interessieren. Wir behandeln erstens den Fall, wo die 
Lagekoordinaten in den Kriften nicht explizit auftreten. Hier ergibt sich 
Gleichverteilung in den Endlagen (V = 1). Zweitens wird der Fall eines 
Freiheitsgrades ausfiihrlich diskutiert, d. h. der Fall eines Rouletterades, 
bei welchem die Reibung auch von der Lage abhangt. Man hat hier eine 
universelle, wenn auch nicht gleichférmige Endverteilung. SchlieBlich 
werden ohne Beweis einige Fille mit zwei Freiheitegraden besprochen. 


§ 1. 
Die F hingen nur von den ab, 
In den Differentialgleichungen 
o = uF (w), ¥ dv) 
Sia (g=7 
seien die Funktionen F; im ganzen w-Raume, mit Ausnahme von w = 0, 
stetig differenzierbar. Bei beliebiger Anfangsphase soll die Bewegung im 
Laufe der Zeit stets zur Ruhe kommen. Dann gilt der 
Satz 1,1. Die Verteilungsfunktion V ezistiert und ist eine Konstante, 
d.h. fiir 4-0 erhdlt man Gleichverteilung der Endlagen. Dabei darf in (2) 
h stetig oder die charakteristische Funktion eines Parallelepipedes im p-Torus sein. 
Dem eigentlichen Beweise schicken wir mehrere Bemerkungen voraus. 
Setzt man 
o=U, wP=7 pt=t, 
so gehen die Gleichungen iiber in 
u = F(u), 
(4) ee 
2 = &, 
wo von nun ab der Punkt Differentiation nach der neuen Zeit ¢ bedeuten 
soll. Zwischen Anfangsphase und Endlage bestehen Beziehungen der Art 
tl 
(5) z= 2+ X(u°), X(u°) = fue u°) dt, 
0 
wo t' <= o die Endzeit bedeutet. In den urspriinglichen Koordinaten 
hat man 


(6) ¢ = +—— 


biler Haufigkeiten in der Natur wirklich verstehen will. Die Erforschung der su 
stabilen Haufigkeiten, allgemein zu universellen Verteilungen, fihrenden Mechanismen 
bildet ein wichtiges und mathematisch nicht reizloses Kapitel der mathematischen 
Naturwissenschaften. Das Turbulenzproblem gehért z. B. in diese Gruppe. 
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Offenbar kann man obne Beschrinkung der Allgemeinheit 
(7) g=0, 2 =0 
annehmen. Der Satz ist einleuchtend, wenn die Funktionaldeterminante 
@X/Adu° von Null verschieden ist‘). Man beachte jedoch, da8 nichts 
derartiges hier vorausgesetzt wird. Wir beweisen zunichst zwei Hilfssatze. 
Hilfssatz 1,2. Die Funktionen X,(u) sind im u-Raume mefbar. 
Beweis. Wir zeigen zuniachst, daB die Endzeit 
o = t* (u°) 
im u°-Raume nach unten halbstetig ist. u° sei ein beliebiger fester Punkt. 
Man setze 
m = Min (t' (u®) — «, a), 
wobei ¢ > 0, a > 0 beliebig sind. a ist eingefiihrt, um den Fall t' = o 
zu erfassen. Es ist klar, daB das Zeitstiick 
(8) 0stsm 
der Integralkurve 
u(t, u°) = u(0, u’) = wu? 
eine positive Entfernung vom singuliren Punkt u = 0 besitzt. Wegen 
der stetigen Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen ist daher jede in 
geniigender Nahe von wu® startende Integralkurve durch (8) verfolgbar. 
Fiir alle Anfangspunkte u dieser Umgebung gilt somit 
t'(u) > m. 
Da «¢, a beliebig waren, folgt die gewiinschte Halbstetigkeit. Nach einem 
bekannten Satze°) gibt es dann eine aufsteigende Folge stetiger und gegen 
t'(u) konvergierender Funktionen 
t.(u)st4(u)x..., t,(u) > O(u). 
Wegen ¢' > 0 kann stets 
04, (u) < #(u) (u + 0) 
erreicht werden. Die Funktionen 


tn 
Zp, (u°) = j u(t, u®) dt, t, = ty (u°), 


sind nun in jedem Punkte u® + 0 stetig und es gilt 
lim lan (u°) =X (u°), 
a= @ 

woraus der Hilfssatz unmittelbar folgt. 


*) A. H. Copeland. Erscheint im Bull. Am. Math. Soc. 
5) Vgl. C. Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen, Leipzig 1918, 
8. 402, Satz 1. 
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Der wesentliche Punkt im Beweise von Satz 1,1 ist in folgendem 
Satze enthalten. 


Hilfssatz 1,3. h(w) sei eine in den yw, (mod P,) periodische und 
R-integrable Funktion. Die Kurve 


y (t): y, (), ..., Yn (t); 0stsa 

sei stetig differenzierbar, und die Werte der Ableitungen 
¥: (t), ---» Yn (t) 
seien fiir jedes t, abgesehen von einer t-Menge vom Mafe Null, linear un- 
abhingig. Dann ist 
P 

4 Jaiwdy 
fa(e)ac =! 


lim — ha. 
i fay 
0 


1 
uo ® 


Beweis. Im speziellen Falle einer Geraden, y’ == const., ist dies 
der Weylsche Gleichverteilungssatz*). Der allgemeine Fall la8t sich ganz 
ahnlich beweisen. Wir setzen h als stetig voraus. Der Ubergang zu 
R-integrablen h kann genau wie bei Weyl vollzogen werden. Wegen der 
gleichmaBigen Approximierbarkeit von h durch trigonometrische Polynome 
geniigt es, den Fall (mit P, = 22) 


hod? ZIN,|>0, 


mit ganzen N, zu betrachten. Dabei ist zu beweisen, daS der fragliche 
Grenzwert Null ist. Die zu beweisende Gleichung lautet dann 


a AC) 
(9) lim | ¢ «dt =0, 
u=0 
wobei 
g (t) = ZN, y, (t) 
gesetzt ist. g’(t) ist in (0, a) stetig und kann wegen der Unabhingig- 
keits-Voraussetzung nur in einer Nullmenge verschwinden. Da die Menge 
der Nullstellen von g’ abgeschlossen ist, kann man sie mit endlich vielen 
offenen Intervallen beliebig kleinen GesamtmaBes (< «) iiberdecken. Die 
Komplementarmenge dieser Intervallsumme in (0, a) ist dann eine Summe 
von endlich vielen abgeschlossenen Intervallen J,, und man hat 
s ,a® go 
\fe edt—Slewdt|<e. 
Cy) i, FT 


*) H. Weyl, Math. Annalen 77 (1916), 8. 313. 
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Nach obigen hat nun |g’ (¢)| in jedem der Intervalle J eine positive untere 
Grenze. In J kann man daher s = g(t) als neue Variable einfiihren. 
Dann ist ¢ = y(s) mit stetigem y’. In 


22 ‘= 
Je *dt= f. By’ (s)ds 


strebt indessen die rechte Seite fiir ~ +0 nach Null. Daraus ergibt 
sich der Beweis. 

Beweis von Satz 1,1. Man betrachte die der Anfangsphase 2°, u° 
entsprechende Endlage (5). Betrachten wir nun die Werte z(t), u(t) der 
durch 2°, u® gehenden Integralkurve von (4) als neue Anfangsphase, so 
mu8 derselben die gleiche Endlage entsprechen, d.h. es ist wegen (5) 

x? + X(u°) = x(t) + X (u(t). 
Wegen der u-Gleichungen (4) lautet dies in differentieller Schreibweise 
(10) Sao) —u(0, 
entlang einer beliebigen Losungskurve der u-Gleichungen (4). Insbesondere 
sind also die X, entlang jeder solchen Kurve stetig differenzierbar. 

Es geniigt nun, die Gleichverteilungsformel fiir ein Stromréhrenstiick G 
im u-Raume zu beweisen. Wir erhalten ein solches G, wenn wir eine 
Stromlinie der u-Gleichungen (4) mit einem kleinen (m — 1)-dimensionalen 
Hyperflachenstiick S schneiden und von jedem Punkte von S die Stromlinie 
bis zu einem festen Zeitpunkt t = a verfolgen. In G kann man immer 
neue Koordinaten 

t, Q = (Gy -- + Yn—1) 
derart einfiihren, da8 die u-Gleichungen (4) 





di =0 
lauten und daB die Funktionaldeterminante 
8 (q., oo@ In—1° t) 
O (ty) «+ +) Wy __ ys Ue) +0 


und stetig ist. Es geniigt dann die Gleichverteilung in der Form 


dit *)atag _ famer 


P 


a=0 dq 
“\ Je ¥ 


(11) 





zu beweisen. 

Wir brauchen den Hilfssatz 1,2, um uns zu vergewissern, daS das 
Integral links in (11) tiberhaupt einen Sinn hat. Ist A stetig, so ist die 
MeBbarkeit des Integrandcn im u-Raum, also auch im (g,t)-Raume klar. 


~y sie) 
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1m Falle, wo h die charakteristische Funktion eines Parallelepipeds im y-Torus 
ist, muB gezeigt werden, daB die u-Menge, fiir welche der Punkt 

X (u) 

—_ 
in dieses Parallelepiped fallt, meSbar ist. Dies ist ebenfalls klar, da ein 
solches Gebiet durch abzahlbar viele Ungleichungen definiert ist. 

Wir erinnern daran, daS das Integrationsgebiet links in (11) einein- 
deutiges und meBbares Bild eines u-Gebietes ist. Die Integralkurven 
sind die Parallelen zur t-Achse, und wegen (10) ist 

ax _ 

ot 
bei festgehaltenem Punkte Q in (Q). Die Punkte u mit linear unab- 
hingigen Koordinaten u, bilden nun im wu-Gebiete, also auch im Inte- 
grationsgebiete eine Menge vom Mae des ganzen Gebietes. Nach dem 
Fubinischen Satze gilt also: Fiir jeden Punkt Q in (Q), bis auf eine Null- 
menge, sind die GréBen 


U, = U, (t), ..., Up = Uy (2) 
fiir fast alle ¢ linear unabhingig. Setzen wir 
X= X(t, Q) = y(d, 


so sind fiir jeden solchen Punkt die Voraussetzungen von Hilfssatz 1,3 
erfiillt und es ist 





a {away 
(12) 2 (a(2)ae =! - 
ii 0 fay 


Hieraus folgt (11) durch Integration beziiglich Q. Dabei darf man 
wegen der Beschranktheit des Integranden h zum Doppelintegral tiber- 
gehen. Die Betrachtung hat das schirfere Resultat (12) fiir fast alle 
Anfangspunkte u’ im u-Raume geliefert. 


§ 2. 


Eine Hilfsbetrachtung. 
Wir setzen ||g\| fiir die obere Grenze des Betrages einer Funktion g 
beziiglich aller betrachteten Verinderlichen. Es sei nun 


E(Yys +++» Yar P) 
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eine in @ (mod 1) periodische, stetige und beschriinkte Funktion aller 
Variablen, wofern nur der Punkt (y,, ..., y,) in einem gewissen Gebiete G 
liegt. Wir setzen allgemein 


ily) = [tly gay 


fiir das Mittel beziiglich der Winkelvariablen 9g. 
Hilfssatz 2,1. Die stetige Kurve 
y(z): 9, (2), --» yn(2); @orss, 
liege ganz in G. Dann strebt die Differenz 
b b 
(13) { t(ya), =)az— [Hypa 
nach Null, wenn «0. Betrachtet man eine Menge von ina<2<b 
gleichgradig stetigen Kurven in hinreichend kleiner Nachbarschaft der ge- 
gebenen Kurve, so ist die Konvergenz gleichméfig. 
Beweis: Wir betrachten einen ganz in G gelegenen Bereich B, der 
seinerseits die obige Kurve oder Kurvenmenge enthilt. ,(d) sei der 
Stetigkeitsmodul von / in B, d.h. die obere Grenze von 


fiir alle m und alle Punktepaare y, y’ in B mit 
ly —¥%| < 4. 
Ahnlich bedeute w,(e) den gemeinsamen Stetigkeitsmodul der Funk- 


tionen y,(z) fiir alle Kurven. Wir teilen das Intervall a < zt < b 
in k gleichgroBe Intervalle 





(4): a+(i—1)°>* se<a+iett; Con ke cg 
Dann ist, fiir y, = y(z’), wo x’ in (i) liegt, 

b k 
as) | | #(y@, Z)az— DS | f(yn ae! 

a . @ 


< » {| t(y@. 2) -1(y =)Jaz 
* @ 


< (b — a), {o, (“| *)}. 
Nun kann man 
4 


[Hv <)dz = | ty, —)d@ 


@ a 











— Oo 
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schreiben, wo 


b—a 
Pa eS 


ist. Da nach einer einfachen SchluBweise 


= ftw 94 9—i(yo| SM 


gilt, folgt 

| | #(y. 2)ae — [Fyode| < aut. 

w ® 
Kombiniert man dies mit (14) und beriicksichtigt man, daB (14) be- 
stehen bleibt, wenn links / statt / geschrieben wird, so erhilt man die 


Ungleichung 
b ) 
as) | { f(y, =)az— [F(y@pae| 


< 2 nk|f\ + 26 — a), {w,({*)}. 


Der Beweis des Satzes ergibt sich hieraus, wenn man die HilfsgréBe k 
geniigend groB wahit, und dann y« bei festem k hinreichend verkleinert. 
Fiir eine spitere Anwendung sei noch bemerkt, daB der Satz offen- 
bar bestehen bleibt, wenn die obere Grenze b in den Integralen durch 
eine beliebige Zahl z des Intervalles (a, b) ersetzt wird. Die Gleich- 
maBigkeit gilt dann auch beziiglich z. 
Hilfssatz 2,2. G@ sei ein achsenparalleles Parallelepiped im 


u-Raume. Die Ableitungen 3 seien stetig in allen Variablen, wenn der 
Punkt im abgeschlossenen G liegt. Ferner seien alle Kurven y(x) der be- 
trachteten Menge stetig differencierbar mit endlichem gemeinsamem |4! 
Dann ist der Betrag von (13) kleiner als 

(b—a)C Yu, 
wo C nur von den oberen Grenzen 


We [sel 














dy 
dz 














abhéngt. 


Beweis. /f geniigt in G der Lipschitzbedingung mit dem Lipschitz- 
faktor 


|2e 
oy|" 
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Daher ist in G die rechte Seite von (15) kleiner als 


2uniil+ 4°" [551 -lael- 


wo A > 0 eine numerische Konstante ist. Wahlt man fiir k& die kleinste 
ganze Zahl 


b—a 
=;° 
so folgt der Satz. 


§ 3. 
Die Lésungen der Differentialgleichungen bei kleinem ,. 
In den Differentialgleichungen 


(16) ot =F(u, =) 


B 
seien die Funktionen 
F(u, gy): Fy(u,, -.+ Uns @); $= ],..., %, 
periodisch in m (mod1) und nebst den Ableitungen = in einem u-Ge- 
biete stetige Funktionen aller »-+ 1 Variablen. Wir betrachten neben 
(16) auch die ,,gemittelten“ Gleichungen 
—_— d _— 
(16) iz = F(u), 
wo in F, die Mittelung sich auf die Winkelvariable » bezieht. Dann 
gilt der 
Satz 3,1. Es sei (xz) die den Anjangsbedingungen 
z=a, u= wv, 

@ in G, geniigende Léswng von (16). Sie verlaufe fir ax 2 <b ganz 
in G. Es gibt dann ewei positive Zahlen u, wnd B derart, dap die den 
gleichen Anfangswerten entsprechende Liswng u(x) von (16), uw < “,, im 
gleichen x-Intervalle in G verlaujt, wnd daB in (a, by 

|; (2) — %,(2)| < BY; i=1,...9 


git. ju, und B kinnen bei hinreichend geringer Variation des Anjangs- 
wu® fest gewthlt werden. 
Beweis. Unter der Distanz D(u, u’) zweier Punkte u, wu’ des 
u-Raumes sei hier die GréBe 


Max | 1; — «| 


. <2 
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verstanden. Wir wiahlen die abgeschlossene Umgebung 
(17) D(u, u(z)) 5 2%, asrss, 
des Bogens u(x), a = z <= 6, ganz innerhalb G. 

Die oberen Grenzen | F'|, Ee seien auf diese Umgebung bezogen. 
Variiert man den Anfangspunkt jenes Bogens 

u“ (a) = ov 

wenig, so bleiben diese Grenzen beschrinkt. 

Die x-Umgebung des Anfangspunktes u° ist 
(18) D(u, @) < x. 


Die x-Umgebung jedes Punktes von (18) liegt natiirlich in (17). Nach 
einer bekannten, bei den sukzessiven Annaherungen angewandten Uber- 
legung verlauft nun die durch irgendeinen in (18) gelegenen Anfangs- 
punkt u = u°® (x = a) gehende Lésung u(z) von (16) ganz in der x-Um- 
gebung dieses Anfangspunktes, wenn z auf das Intervall 


(19) axzsa+ Tal 
beschrinkt bleibt. Somit verliuft sie ganz in 
(20) D(u, @) S 2x, 


also erst recht in (17), wenn z in (19) liegt. Die Lésung befriedigt die 
Gleichung 
z 
u(z)-— uv’ = | F (ue, = )ds. 
Im Intervall (19) darf auf das Integral, mit (20) als Parallelepiped, 
der Hilfssatz 2,2 angewandt werden, wobei zu beachten ist, daB 


[ze] [as] - 7 








gilt. Es ergibt sich 


(21) |u,(z) — uf — j F.(u(2)) da <CVu; $= 1,...,% 
im Intervalle (19). Dabei hangt C’ nur von den besagten oberen 
Grenzen in (17) ab. Wir erwahnen noch einmal, daB hier u° ein ganz 
beliebiger, in 


(22) D(w’,@) < x 
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gelegener Aufangspunkt sein darf. AuBerdem kénnen x, C’ fest gewahlt 
werden, wenn der Anfangspunkt u°® des urspriinglichen Bogens u(z) 
geniigend wenig variiert. Nun ist 


(23) i, (2) — af = | F,(u(x))dz, 


und im Intervalle (19) verliuft die Kurve #(z) ganz in (20). Aus (21) 
und (23) ergibt sich daher nach Anwendung des Mittelwertsatzes leicht 
D {u(2), #(2)) < Dwi) +0 Ve + nf I. | D(u, a) dz. 

Eine gelaiufige Diskussion dieser linearen Differentialungleichung 
liefert dann 
(24) D (u(z), t(2)} <0” D(w, @) + 0” Vu 
im Intervalle (19). Man beachte, daB hier die beiden Konstanten C fest 
gewahlt werden kénnen, wenn x in (17) ein fir allemal passend fest- 
gesetzt wird, und wenn der Anfangspunkt u° des Bogens & (z) geniigend 
wenig variiert. AuBerdem darf hierbei ein ganz beliebiger Punkt dieses 
Bogens die Rolle des Anfangspunktes u° tibernehmen. 

Wir betrachten sukzessive die z-Intervalle 


(a,a+l), (a+l, a+2l),...;l= TFT’ 


von denen das erste (19) ist. Im ersten Intervalle folgt wegen (24) und 
mit Riicksicht auf . 
u(a) = u(a) 

sofort die zu beweisende Ungleichung. Insbesondere gilt sie im Endpunkte. 
FaSt man diesen als Anfangspunkt des zweiten Intervalls auf, so kann 
man (24) noch einmal anwenden, usw. Dabei ergibt sich schlieBlich im 
ganzen Intervalle (a,6) die gewiinschte Ungleichung nebst allen Behaup- 
tungen beziiglich Variation von u°, ~, mu8 dabei lediglich so gewahlt 
werden, daB u(x, “) immer in (17) hineinfallt. 

Satz 3,2. Die Voraussetzungen seien die gleichen wie oben. Dann 
konvergieren fiir > 0 auch die partiellen Ableitungen 2%. der Lésung 
u(z,@°; 4) von (16) nach den Anfangskoordinaten gegen die entsprechenden 
Gripen fiir das gemittelte System (16), wnd zwar gleichmafig im z-Intervalle 
(a,b). Variiert man den Anfangspunkt u° gentigend wenig, so besteht auch 
Gleichmaigkeit veziiglich a. 

Beweis. Die GréBen 


Q 
s 


é 
dul 


oe, = ; u=u(z,u; 4), 
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(wir schreiben wieder wu’ statt u°) geniigen bekanntlich den Variations- 
gleichungen von (16), 
da, OF, 


(25) Te a Ou, $a 1,...,% 





vr=1 


mit den Anfangsbedingungen 


1t¢=h, 
0, i + k, 


ain = eon = | z= a, 


Entsprechend hat man fiir die aus der Lésung u(z,u°) von (16) gebildeten 
GréBen 








3 au, 
— aul 
die Gleichungen 
— da, ) OF 
(25) i= = =“ Cor is i=1,....” 
ves ’ 
mit denselben Anfangshedingungen. In (25) ist genauer 
. oF  aF/ oa 
(26) Fu = Fu (UCM sMb Zt), 
und in (25) 
OF _ aF ,- 
(26) au = 7a U@ )) 


zu setzen. Wir lassen in (25), (25) den Index k weg. Zu beliebig vor- 
gegebenen ¢ > 0 kénnen wir nun nach vorangehendem Satze «, so wahlen, 
daB fiir «<< mw, die GréBen (26) von den GréBen 


of (u(z, wu’), =) 


im z-Intervalle (a,b) um weniger als ¢ abweichen. , kann fest gewahlt 
werden, wenn wu° hinreichend wenig variiert. Durch Subtraktion von 
(25), (25) und durch Integration erhalt man dann nach einer Rechnung, 
deren Prinzip klar ist, Gleichungen der Form 


a(x)—a(z) = Be (\alae+ o || | la—aldz 
(27) a a 


z 


| or (#(2), =) ad x — | = (u (2) aa), 


a 





a 





wo jeder Term rechts durch einé Summe zu ersetzen ist, und wo #, 0’ 
Zahlen vom Betrage kleiner als Eins bedeuten. Der Durchsichtigkeit 
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halber behandeln wir (27), als ob dort nur eime einzige Funktion « 
bzw. a vorkommt. Die Schranke lael bezieht sich auf eine passende 
feste Umgebung des Bogens u(z). Man kann alles so einrichten, da8 
diese Schranke, sowie das Integral im ersten Term in (27) gleichmaBig 
beschrinkt bleiben, wenn u° geniigend wenig variiert. Auf die geschweifte 
Klammer kann man Hilfssatz 2,1 — siehe auch die Bemerkung am 
Schlu8 des Beweises — anwenden, da die Integranden von der Form 


z 

ty, (z), ecg yn+1 (4) =) 
bzw. 

f(y, (z),.--; Yn+1 (z)) 
sind, mit y, = t,,-.-, Yn = Ua, Ynt1 = @. Die gleichgradige Stetigkeit 
der y folgt daraus, da8 sie Lésungen der Differentialgleichungen (16) 
bzw. (25) sind. Man kann daher y, so bestimmen, da8 fiir « < mu, auch 
die geschweifte Klammer dem Betrage nach kleiner als ¢ wird, und zwar 
gleichmaBig in z und u®. Man erhalt dann aus (27) 


|a (x) — a (z)| << Bre+B" [|a—alda 


in (a,6) und mit von u° (bei hinreichend kleiner Variation) unabhangigen 
B’, B’, und schlieBlich 


ja—a\< B”e, axsrzsb, 
mit ahnlicher Konstante B’’. Hieraus folgt der Satz. 


§ 4. 
Das Verhalten der Endlagen fir » — 0. 


Von den Funktionen F in den Gleichungen (1) wird vorausgesetzt, 


daB sie und die Ableitungen od im ganzen w-Raume, abgesehen von 


@ = 0, stetig von allen w, m abhingen. Die kinetische Energie 
E = 42a? soll stets abnehmen, 


(28) E = ulo,F, = — uQ(w, y) <9. 
AuBerdem verlangen wir, da stets 
(29) Q(o, p) = q(#) > 0 
mit endlichem 
E 
VF op _ 
(30) | nek = Pe 


0 


gelten soll. 
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Wegen (28) ist dann bei passender Zeit t!' < o 
E-0, tt, 
AuBerdem ist wegen (28), (29) und (30) fir r< re’ < 
| (wz 2 
gy |fode| x! | yea <? pm — vey, 
woraus die Existenz der Endlage g' fiir + + t' folgt. 
Wie in § 1 transformieren wir die Gleichungen (1) durch 


(32) O=t, po=sz, pr=t. 
Man erhalt dann 
(33) a = Flu, ~); 

c= @, 


wo nunmehr der Punkt Differentiation nach der neuen Zeit ¢ bedeuten 
soll. Dann gilt fiir die Anfangs- und Endlagen 


i? i_# ~~ 
4 = (7! = ). 


KM 7 ‘“ 
Wegen (31) und (32) ist 


dz, Pr 
(34) — s V2. 
Wir beschrinken uns von nun ab bei den Gleichungen (1) auf den 
speziellen Fall, wo die F nur eine der Winkelvariablen y,, etwa g,, ent- 
halten. Ferner sei 
F, (0, @,,..-,@a, Y,) = 0 

vorausgesetzt. 

Dies hat zur Folge, daB eine beliebige der Beziehungen w, > 0, 
w, = 0, o, <0 fiir alle Zeiten gilt, falls sie in einem Moment statt- 
gefunden hat. Wir schlieBen den unwesentlichen Fall w, = 0 aus und 
beschrinken uns auf den Fall 


(35) wo, > 0. 
Wegen gy, = , kann daher gy, als unabhiangige Variable eingefiihrt 
werden. 


Unter den obigen Annahmen gilt der. 
Satz 4,1. Fir uw > 0 gilt 
Hp (@®, @°, w) = ai (u’, 2°, w) > ZF (u’, 2°), 
wobei Z%' bei gleichen Anfangsbedingungen die Endlage des beziiglich der 
Winkelvariablen gemittelten Systems (33) ist. Die Konvergenz ist in °,u° 
gleichmapig, wofern nur u° in einem in uf > 0 gelegenen abgeschlossenen 
Bereiche B liegt. 
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Beweis. Dividiert man die Gleichungen (33) durch die erste der 
zweiten Reihe, so folgt 


du, F,(u2) 





(36) i ., : $a: ],....% 
%y, +++, %, werden dann durch Quadratur erhalten, 

: dz, u, ’ 
(36’) Ja $= 2, ...,% 


Die Gleichungen (36) sind nun von dem in § 3 behandelten Typus. Man 
beachte (35), d. h. u, > 0. Die den gleichen Anfangsbedingungen 


u=we, uf >0, 2, = 2? 
geniigende Lésung des gemittelten Systems (36) sei u(z,) und der End- 
wert von 2, sei Z}. Fiir diese Lésung und die entsprechenden 2, gilt 
ebenfalls die Ungleichung (34). Man beachte nun, daB im Laufe der 
Bewegung stets p > 0 gilt. Fiir jeden Punkt 
% Sa <q, 
ist nun nach Satz 3,1 fir « > 0 


(37) u(x,,¢) > u(z,) 
und daher wegen (36’) 


(38) a; (,, “) > %,(%,), i22 
gleichmaBig in 2} S 2, S 2. 

Insbesondere ist 
(39) Pp {E(u(a,))) > p(B (u(a))). 
Dabei ist iiberall die Konvergenz nach jenem Satze gleichmiBig in wu’, 
falls dieses wenig abgeindert wird. Man wahle nun a so nahe bei 7} (u°) 
fiir den urspriinglichen festgehaltenen Punkt u°, daB die GréBe rechts in 
(39) kleiner als ¢ > 0 ausfillt. Dieses a halte man von nun ab fest. 
Diese Ungleichung bleibt fiir alle u° einer gewissen Umgebung des festen u° 
bestehen. Wegen der GleichmaBigkeit von (39) in u® kann man daher 
eine Umgebung U° von u° so wihlen, daB in U° und etwa fiir alle u < u* 
(40) p{E(u(a,z))} <2; WC wp’, 
gilt. 

Integriert man nun (34), i= 1, zwischen p= 0 und dem Werte 
links in obiger Ungleichung, so folgt 


0<z!-—a< yee. 


Da nun die GréBe rechts in (39) ebenfalls < « ist, folgt ahnlich 
0<z-—a<Yee. 
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Dies liefert 


|zi — Z}|< V2e 


fiir alle u°®, ~ von (40). Integriert man (34), i > 2, sowohl fiir x, als 
auch fiir Z; zwischen den obigen Grenzen, so folgt 


|a(a w) — 2} (u)|<¥2e, |%(a)— a] < V2e, 
ganz unabhangig von u°®. Nach (38) ist nun gewiS 
|x, (a, uw) — %(a)| < V2 ¢, 


fiir alle hinreichend kleinen ~ und unabhingig davon fiir alle u° einer 
gewissen Umgebung des festen u°®. Also folgt unter diesen Bedingungen 


| 2} (u) — |< 372 «; i>2 


Damit ist gezeigt: Bei gegebenem Punkte u® gibt es zu jedem 7 > 0 
ein 6 und eine Umgebung U von wu derart, daB fiir uw’ c U und w<d 
stets 

| af (u) — ai | <9; $= 1,...,% 
gilt. Nun kann der Bereich B mit endlich vielen solchen U iiberdeckt 
werden. Ist 6’ das kleinste dabei auftretende 6, so folgt letztere Un- 
gleichung fiir 

wWcB, wid, w. z. b. w. 

Bemerkung. Eine ahnliche Uberlegung zeigt, daB x'(u°,u) und 
z'(u°) stetig von u® abhingen. 

Von den partiellen Ableitungen der Endlagen nach den Anfangs- 
impulsen gilt kein ahnlicher Satz. Dies ist ein im Hinblick auf das 
Hauptproblem charakteristisches Phinomen, das spiter deutlicher hervor- 
treten wird. 

Ein Fall, wo (28), (29) und (30) sofort verifizierbar sind, ist der, wo 
die u-Gleichungen 

= — nF, G=G(o,9) >0 


lauten, und wo G homogen in den w» vom Grade 
0<m<3 
ist. 
Hier ist Q = mG, und man kann 


q(B) ~E 


setzen. Dann wird 


83—m 
p(E)~E?*. 
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§ 5. 
Systeme mit einem Freiheitsgrad. 
Die zwei Bewegungsgleichungen sind 
o = — “uF (a, 9), 
g=o, wo>d, 
wo F in (mod 1) periodisch ist. Wir setzen voraus, daB in 
o>0 
F eine positive und stetige Funktion von w, p ist. Ferner sei 0F/0w 
stetig fiir » > 0 und fiir kleine Werte von w gelte 
7 5 < y(o), 


wo y(@) bei » = 0 summierbar bleibt und wo y(m)/@ mit wachsendem » 
abnimmt. 
Mechanisch handelt es sich hier um die Bewegung eines schwachen 
Reibungskraften unterworfenen Rades um eine feste Achse. 
Satz 5,1. Das System besitzt eine universelle Verteilungsfunktion im 
Sinne von (2) und es gilt 
V (wy) = F(0, y).") 
Beweis. Setzt man w* = 2v und 
F (wm, p) = f (v, 9). 


so erhilt man mit ~g =z durch Division der Bewegungsgleichungen 





d 
(42) iz = —t(% =), o>0. 
Dabei ist / positiv und stetig fir v > 0. Ferner ist fiir kleine v 
. lla tes 
(43) + 154] < 22 = 0m 








mit abnehmender und bei v = 0 R-integrierbarer rechter Funktion. 
Es geniigt offenbar, den Fall 


? = ra =Q 
zu betrachten. Die Existenz der Endlage 
y= =, zt = z'(v°, uw) > 0, 


derart, daB v + 0 fiir x + z' gilt, ist klar. Fiir die Lésung von (42) 
schreiben wir 
(44) v (z, v’, B) 


7) Eine mechanische Illustration findet der Leser am Ende des Paragraphen. 
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mit 


(45) v (0, v®, uw) = v®. 
v nimmt mit wachsendem z > 0 ab, und man hat 
(46) v(z' — 0, v®, uw) = 0. 


Man erkennt leicht, daB die in § 4 eingangs gemachten Voraus- 
setzungen in unserem Falle erfiillt sind. Bezeichnet man mit 


z* (v*) 
die Endlage bei der Lésung 


v(z, v°), 0(0, v*) = v° 


der gemittelten Differentialgleichung 


—— dv 
(42) zs = —/), 
so kann demnach Satz 4,1 angewandt werden. Es gilt also 
(47) lim z'(v°, vu) = Z (v°) 
u=0 


gleichmaBig in jedem endlichen v°-Intervalle. 
Da wir vorderhand v® fest lassen, unterdriicken wir es, wo es der 
Vereinfachung der Schreibweise dient. Die GréBe 


0 v (x, v®, u) 
a(z, 4) = — 


befriedigt die Variationsgleichung 


dx ' x 
(48) Zz = — fe(v=)a, 
mit der Anfangsbedingung on = 1,2=0. Fiir 
__ 00 (z, v®) 
a(z) = —35—- 


hat man 4hnlich 


(49) da 


i3 =o, «=%, 
mit gleicher Anfangsbedingung. Nach den Siatzen 3,1 und 3,2 ist dann 
(50) lim v(x, #) = 0(z), lima(z,“) = a (2) 
a=0 u=0o 
gleichmaBig in jedem Intervalle 
(51) 0s 259; a< 2, 
wobei auch GleichmaBigkeit in v° bei geringer Variation desselben be- 
steht. 
Man dividiere nun (48) durch (42), 


d : 
(52) sata, 
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(53) wa 58 ame, ome. 
Wegen der Anfangsbedingung « = 1, v = v* folgt hieraus . 
v7 f 
-j—e 
ase * 
und 
an ow. % 
(54) gictT oa. 
f(v®)- 


Aus diesen Gleichungen und aus (43) schlieBt man, dab 


1 

(55) 5 <a(e,u) <4 
gilt, mit 

{ div) dv 

A= A/(v’) = e° 
In jedem endlichen v°-Intervalle ist daher A beschrinkt. 
Wir kommen nun zum Hauptteil des Beweises. Es geniigt, den Satz 

im Falle zu beweisen, wo der Bruch links die Form 


[a(Z)owrev 
(56) ; 





| g (v*)dv® 
I 
hat. Dabei ist g > 0 eine feste stetige Funktion, die wir spiter passend 
wahlen werden, und J ein beliebiges endliches v°-Intervall. 
Wegen (42), (45) und (46) ist nun 


Y = (i (v,=) dx 


entlang einer Integralkurve. Abhnliches gilt fiir die Lésung der gemittelten 


Gleichung (42). Man kann nun beweisen, daB dz'/dv’ existiert und 
stetig ist und daB man die obige Gleichung in der gewohnten Weise 
nach v° differenzieren darf*). Man erhalt dann 


zi 
dz‘ 


(57) 1 = $5 (0, =) + j fadz, v=v(z,p), 


0 


8) Dabei ware die Abnahme von 4(v) in (43) fiir kleine v zu benutzen. 








I 
a 
} 









Verteilungsproblem bei dissipativen Systemen. 


und eine analoge Gleichung 


=—4 
=z 


(58) 1= 4510) + [Padz, » = 60. 


Der Kernpunkt unseres Satzes ist nun, da® fiir ~~ 0 das Integral rechts 
in (57) gegen das entsprechende Integral in (58) strebt, d. h. daB 

- dat a} dz; 
59 tl a 
(59) lim Fo 1 (9, =) = Tal O 
ist, und zwar gleichmaBig in v° bei geringer Anderung desselben. Aus 
(42), (53), (54) und (58) ergibt sich fiir die rechte Seite der Wert 


f (0) 0 
~—— =n v 0. 
Fn = 98) > 
Die hieraus bestimmte Funktion g wird dann in (56) gewiahlt. 
Zum Beweise von (59) beachte man, daB das Integral in (57) den 


Wert 


(60) —a(z',z) +1 = —[a(2',u) — «(a,)] — [a (a, u) — 1) 
hat. Abnlich ist bei (58) der Wert gleich 
(60) — [% @) — @(a)) — (a) — 1). 


Wegen (5U), (51) strebt die zweite Differenz in (60) gegen die ent- 


sprechende in (60), und zwar gleichmaBig in v°. Der Betrag der ersten 
ist wegen (52), (43) und (55) kleiner als 


zi v 
A f4(w)|F| dz=A J 6(v) dv; v = v(a, p). 
a 0 
Die analoge Schranke fiir die erste Differenz in (60) ist 
A J 6 (x) do; 0 = 0(a). 
0 


Wegen (42) ist fiir kleine v 
< B, 


unabhingig von ~ und v®. Daher hat man fiir obige Werte von v und 0 
v < B(z'—a), vo < B(z' —a). 
Somit ist die Differenz der beiden Integrale in (57) und (58) dem Be- 
trage nach kleiner als 
|e (a, 1) — &(a)| + (a — a) + (2 —a) 

mit stetigem 7(&) und 7(0) = 0. Wegen (47) und der Stetigkeit der 
dortigen rechten Seite folgt also: Bei festem v° gibt es zu jedem « ein 6 
und eine Umgebung U von v° derart, da® die Differenz der Integrale 


dv 
dz 

















184 E. Hopf. 


in (57) und (58) dem Betrage nach kleiner als ¢ ausfallt, wenn nur 
wu <6 und v’ c U gilt. Abnlich wie friiher kann man dann von U zu 
einem gegebenen v°-Intervalle iibergehen. Nachtriaglich ergibt sich auch 
die GleichmaBigkeit von (59) in einem solchen Intervalle. 

Man fiihre nun in (56) unten und oben z' als Integrationsvariable 
ein. Dann ist 


(61) dv’ =f (0, =) ax /F 1 (0, =), 


und die z'-Grenzen in den Integralen streben wegen (47) fiir 4-0 gegen 
voneinander verschiedene Grenzen. Man sieht daher, da8 an dem Grenz- 
verhalten der Integrale in (56) nichts geaindert wird, wenn man den 
Nenner in (61) durch eine Konstante > 0 ersetzt, d.h. einfach weglaBt. 
Tut man dies, so ist unmittelbar klar, daB (56) fiir ~—0O den Limes 


1 
JA(v)1@ vd yp 


0 





1 
} 70, y)dy 
0 


hat, w. z. b. w. 


Zur Illustration des Satzes dient die folgende einfache Anordnung. 
Am Radumfang sei parallel zur Achse und immer im gleichen Abstand 
von ihr eine groBe Anzahl von Stiften eingeschlagen. Bei der Drehung 
sollen die Stifte gegen das Ende einer festen Feder anstoBen. Verteilt 
man die Stifte gleichférmig auf jeder von zwei Halften des Umfanges, 
jedoch doppelt so eng auf der zweiten Hilfte, so sind dort die doppelten 
Hiaufigkeiten zu erwarten; denn die Geschwindigkeitsinderung in einem 
kleinen Zeitintervall und damit die ,,Hemmung wird in der zweiten 
Hilfte doppelt so groB. Den gleichen Effekt wie durch kleine Hemmung 
kann man hier durch geniigende Schwere des Rades erreichen. 


§ 6. 
Ein Problem mit zwei Freiheitsgraden. 


Das hier zu betrachtende Problem gehért der am Ende von § 4 er- 
wahnten Klasse von Problemen an, 


o, = —~p%! e>@ 
(62) Ou, 
Gi = MO; Py (mod 1), Pa (mod P), 
+ = 1,2, wobei 


G (@,, @,, P,) 





. Sag 
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eine in g, (mod 1) periodische und nebst den @°/@m* eine fir w + 0 
stetige Funktion aller drei Variablen ist. G sei ferner in den w homogen 
vom Grade 
0< mc 3. 
Fiihrt man in der w-Ebene vermiége 
®, =1Tco8d, wo =r sine 
Polarkoordinaten r,o ein, so kann 
G=r"H(o,¢9,), H>0, H(o+2, 9,) = H(e, 9,) 


geschrieben werden. H ist mit seinen beiden ersten o-Ableitungen stetig 
in o, @,. Wir machen nun eine wesentlich einschrankende 
Voraussetzung. Bei festgehaltenem, aber beliebigem , soll H als 


Funktion von o ihr Maximum fiir o = + z ) und ihr Minimum fiir 
o = o*, o* + x (\o*| < oa annehmen, wobei o* von g, unabhangig ist. 


Fiir andere Werte von o sei stets 0H/0c + 0. An der Minimumstelle sei 
die zweite Ableitung stets positiv. 

Dann gilt 

Satz 6,1. Das System besitzt im Sinne von (2) eine universelle Ver- 
teilungsfunktion, und es gilt 


V (w., Ys) = A (o*, y,).**) 

Der Beweis diese sehr speziellen Satzes soll hier nicht angefiihrt 
werden. Er stiitzt sich auf die auf Polarkoordinaten transformierten 
Grundgleichungen und verliuft in seinen wesentlichen Ziigen ganz ahnlich 
wie der von Satz 5,1. Von den Sitzen von § 3, § 4 wird dabei Gebrauch 
gemacht. 

Bei dem in der Einleitung erwahnten Beispiel der Bewegung eines 
flachen Objektes auf einer gleichférmig rauhen Ebene, auf der parallele 
Linien gleichen Abstandes eingezeichnet sind, liegen die Verhaltnisse kom- 
plizierter. Hier handelt es sich um ein System mit drei Freiheitsgraden, 
da sich im allgemeinen der Schwerpunkt nicht geradlinig bewegt. Dabei 
ist wohl Gleichverteilung der Endlagen zu erwarten. Unterwirft man 
indessen den Schwerpunkt einer reibungslosen Geradfiihrung, so hat man 
nur zwei Freiheitsgrade. Die Gleichungen fiir die Bewegung erhalten 
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen iiber die Reibung die Form (62). 
Die dem Satze 6,1 zugrundegelegte Voraussetzung ist im allgemeinen hier 


®) Wegen der Drehinvarianz der Gleichungen bedeutet natiirlich die Wahl 
dieser speziellen Werte keine Einschrankung. 

10) Man beachte die Unabhangigkeit von y,. Fir » +0 sind demnach die 
beiden Koordinaten der Endlage unabhangig verteilt. 
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nicht erfillt, da die Minimums-Richtung o* der Funktion H (c, y,) durchaus 
von @, abhingt. Es ist wohl eine universelle Verteilung der Endlagen 
zu erwarten, jedoch ist es fraglich, ob sie gleichférmig ist. Nur in einem 
sehr speziellen Falle, nimlich wenn die auf ein Teilchen der Masse m und 
der Vektorgeschwindigkeit » wirkende Reibungskraft als 
— umd, 
also proportional zur Geschwindigkeit angenommen wird, wird im wesent- 
lichen 
G = w? +o}. 
In diesem Falle treten in den Kriften die Winkelvariablen nicht explizit 
auf und der Satz 1,1 tritt in Kraft. 
Zum Schlu8 sei noch ein System mit zwei Freiheitsgraden angefiihrt, 
bei welchem die Verteilungsfunktion nicht universell ist, 
W¢q 


o, = — wor, f(, %:)> 


@ 
O, _— wo, (™, %:): 
Pi = w;, 
wobei f positiv und stetig sein soll. Dann existiert die Verteilungsfunktion 
der Endlagen, und man hat 
V= V (yw, Yo» w?, @$) = (Ss v:)- 
SchluBbemerkung. Zum allgemeinen in der Einleitung formulierten 
Problem sei noch kurz bemerkt, da8 sich die Unabhangigkeit der Verteilungs- 
funktion V von der Anfangslage ¢° beweisen laBt, 
V = V(y, w). 
Ferner ist V als Funktion von w® entlang jeder Bahnkurve des gemittelten 
Systems 
@ = F (w) 


konstant. 


(Eingegangen am 24. 9. 1936.) 











Bemerkungen zu den Strahlenabbildungen 
der geometrischen Optik. 


Von 


C. Carathéodory in Minchen. 





1, Wenn Licht durch ei beliebiges optisches Instrument geschickt 
wird, so werden die einzelnen Strahlen des Objektraumes — insofern sie 
das Instrument durchsetzen — den Strahlen des Bildraumes eineindeutig 
zugeordnet. Diese Zuordnung geniigt einer fiir die optischen Abbildungen 
charakteristischen Bedingung, die man auf sehr verschiedene Weisen be- 
schreiben kann. Man kann z. B. verlangen, da8 bei allen zweiparametrigen 
Strahlenbiindeln die Lagrangesche Klammer denselben Wert auf einander 
entsprechenden Strahlen haben mu8; oder man kann fordern, daB fiir ge- 
schlossene einparametrige Scharen von Strahlen die Poincarésche relative 
Integralinvariante im Objekt- und im Bildraum denselben Wert haben soll. 


In dieser Note werden zweiparametrige Strahlensysteme aufeinander 
abgebildet, von denen jedes eine nicht zerfallende reelle Brennfliche be- 
sitzt, und die obige Bedingung wird mit Hilfe von Figuren aufgestellt, 
die auf den Brennflaichen selbst liegen. Man erhalt auf diese Weise die 
charakteristische Eigenschaft der optischen Ab- 
bildungen in einer neuen Gestalt, die fiir gewisse 
Fragestellungen der geometrischen Optik auBer- 
ordentlich bequem, und iibrigens wegen ihrer groBen 
Anschaulichkeit auch an sich von Interesse ist. 

2. Wir nehmen an, der Objekt- und der Bild- A 
raum seien mit isotropen, homogenen Medien er- 
fiillt, deren Brechungskoeffizienten mit » bzw. mit n’ 
bezeichnet werden. Wir betrachten eine einpara- 
metrige geschlossene Schar von (geradlinigen) Fig. 1. 
Strahlen des Objektraumes und eine orthogonale 
Trajektorie dieser Strahlen, die genau einmal um die Regelfiche herum- 
lauft, die auf diese Weise gebildet ist (Fig. 1). 

Die Endpunkte A und B dieser Kurve liegen dann auf demselben 
Strahl und ihre Entfernung A ist augenscheinlich unabhingig von der 
Wahl des Anfangspunktes A, den man irgendwo auf der Flache annehmen 
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kann. Nach einer Bemerkung von G. Prange’) hat dann die relative 
Integralinvariante von Poincaré einfach den Wert 


(2. 1) nh. 


3. Wir betrachten jetzt auf einer beliebigen Flache 8 eine Schar 
von Kurven c. Die Tangenten an diese Kurven bilden eine Strahlen- 
kongruenz, deren eine Brennfliche die Flache 8 ist, wenn man gewisse 
leicht zu charakterisierende Ausnahmefille ausschlieBt. Wir konstruieren die 
Tangenten an die Kurven ¢ in den Schnittpunkten dieser Kurven mit einer 
geschlossenen Kurve y, die auf 8 liegt 
(Fig. 2), und erhalten eine Figur, wie wir 
sie im § 2 betrachtet haben. Wir wollen 
die Invariante / fiir diese geschlossene 
Regelfliche berechnen. 

Fig. 2. Hierzu bemerken wir zunichst, 
daB wenn y die Gestalt eines krumm- 
linigen Rechtecks hat, von dem zwei gegeniiberliegende Seiten mit Kurven- 
bégen zusammenfallen, die der Kurvenschar c angehéren, und dessen beide 
iibrigen Seiten aus orthogonalen Trajektorien der Kurvenschar c gebildet 
werden, augenscheinlich 
(3.1) h=s'—s 


sein muS, wenn man mit s’ und s die Lingen der zuerst genannten 
Seiten des Rechtecks bezeichnet. In der Tat besteht die orthogonale 
Trajektorie der Erzeugenden der betrachteten geschlossenen Regelflaiche 
aus Evolventen der Seiten des Rechtecks, die auf c’ 
und ¢ liegen, und aus Kurven, die den beiden 
iibrigen Seiten des Rechtecks parallel sind. 

Fiir eine Schar von ebenen Kurven c kann man 
dann den Ausdruck ds’ — ds fiir ein Elementar- 
rechteck dieser Art sehr leicht mit Hilfe von 
anderen geometrischen Invarianten ausdriicken. Be- 
zeichnet man namlich mit r den Kriimmungsradius und mit k die Kriimmung 
dieser Kurven in einem Punkte P der Ebene und mit dm den Flichen- 
inhalt des Elementarrechtecks, ferner mit d# den Winkel der Normalen 
in den Endpunkten des Elementarbogens ds, so gelten die Formeln 


(3. 2) ds =rdé, ds’ = (r+dr)dé, 
(3. 3) ds’ —ds = drdd = +dr-ds, 








Fig. 3. 


1) G. Prange, Die allgemeinen Integrationsmethoden der analytischen Mechanik, 
Math. Encyklopadie Bd. IV, 2, S. 622. 
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aus welchen man schlieBlich erhalt 
(3. 4) ds’ —ds = k-do. 

Projizieren wir aber das Elementarrechteck, das auf der Fliche $ liegt, 
auf die Tangentialebene an $ durch einen seiner Punkte, so bleiben die 
Lang:n der Linienelemente ds, ds’ bis auf GréBen dritter Ordnung un- 
verindert, ebenso hat dw bis auf GréBen vierter Ordnung denselben Wert 
fir die Figur auf der Fliche und fiir ihre Projektion. Endlich ist die 
Kriimmung k der Projektionskurve gleich der geoditischen Kriimmung k, 
der Kurve c, die auf der Brennfliche ® liegt. Aus allen diesen Uber- 
legungen erhalt man 


(3.5) dh = k, dw 


und fiir das Gebiet G, das in der Fig.2 durch die Kurve y berandet 
wird, 
(3. 6) h= i) k, dw. 
G 

4. Wir nehmen nun an, da8 die Strahlenkongruenz, die wir soeben 
betrachtet haben, durch irgendeine optische Abbildung einer Strahlen- 
kongruenz des Bildraumes zugeordnet wird, die ebenso wie die erste eine 
nicht zerfallende Brennfliche 8’ besitzt. Durch die Strahlenabbildung 
werden die beiden Brennflachen 6 und 8’ punktweise und eineindeutig 
aufeinander bezogen. Auf der Brennfliche %’ gibt es eine Schar von 
Kurven c*, die von den abgebildeten Strahlen umhiillt werden. Bezeichnet 
man also mit G@’ denjenigen Teil von %’, auf welchen unser Gebiet G 
abgebildet wird, und mit kj die geoditische Kriimmung der Kurven c* 
auf %’, so wird nach dem § 2 und nach (3.6) die Erhaltung der Poincaré- 
schen Integralinvariante durch die Gleichung 


(4. 1) n-[[kgda = n' ff k5 de’ 
G Ga 


ausgedriickt. 
Dies bedingt, daS man in entsprechenden Punkten P und P’ der 
beiden Brennflachen 8 und 8’ haben muB: 


, * , 
(4. 2) nw’ ky do’ _ 1 


Die Gleichung (4.2) ist in unserem Falle mit der Forderung der Er- 
haltung der Poincaréschen Integralinvariante véllig dquivalent und driickt da- 
her, wenn man die Brennjflichen an die Spitze der Betrachtungen stellt, ein 
Gesetz aus, das dem gewéhnlichen Brechungsgesetz gleichwertig ist. 

5. Fiir den Fall, daB die Kurven c auf der Flache 8 aus lauter 
geodiatischen Linien bestehen, ist k, identisch Null und man entnimmt 
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aus (4.1), daB dann auch &j identisch Null sein muB, d. h. daB die 
Kurven c* auch geoditische Linien sein miissen. In diesem Falle ver- 
schwindet die Integralinvariante »h, wodurch ausgedriickt wird, daB die 
Strahlenkongruenzen notwendig Normalenkongruenzen sein miissen. 

Dieser Tatbestand, der seit fast hundert Jahren bekannt ist, kann 
also als spezieller Fall der Formeln des § 4 angesehen werden. 


6. Die obigen Resultate kénnen auch auf die beiden Mantel der 
Brennfliche einer Strahlenkongruenz angewandt werden, falls diese nicht 
zerfallen und reell sind. In diesem Falle kann man in der Formel (4. 2) 
die GréBen n = n’ = 1 setzen und erhalt die Gleichung 
i dw 
(6. 1) f= ie 
Wenn man von der Tatsache Gebrauch macht, daB hier die beiden 
Schmiegungsebenen der Kurven ¢ und c* in entsprechenden Punkten gleich- 
zeitig Tangentialebenen der Flichen 8’ und 8 sind, sieht man, da8 man in 
der Gleichung (6.1) die geoditischen Kriimmungen kj und k, durch die 
gewobnlichen Kriimmungen k* und & ersetzen kann. Man erhalt auf 
diese Weise die Gleichung 


(6. 2) i do 


k doa’ 

die auch fiir den Fall gilt, daB die Kurven c und c* geoditische Linien 
sind. Die Relation (6.2) ist demnach ganz unabhingig davon, ob die 
betrachtete Strahlenkongruenz normal ist oder nicht’). 

7. Es ist sehr iiberraschend, daB die Satze, zu denen wir gelangt 
sind, namentlich diejenigen des letzten Paragraphen, nicht schon friher 
bemerkt und beachtet worden sind. Man findet nimlich im Kapitel iiber 
geoditische Kreise der ,, Théorie des Surfaces‘ von Darboux (Bd. ITI, 8. 140) 
das SchluSresultat unseres §3, das noch mit mehr Einzelheiten ausgefiihrt 
ist als bei uns. Darboux hat lediglich versiumt, die Fliche 8 als 
Brennfliche einer Strahlenkongruenz zu betrachten, und hat deshalb 
nicht bemerkt, daB die GréBe h, die bei ihm (S. 141) in der Gestalt 


f cos Ods 


erscheint, fiir zwei geschlossene Kurven y und »’, die auf verschiedenen 
Manteln der Brennflache liegen und einander zugeordnet sind, einen und 
denselben Wert besitzen muB. 


3) Bei Gelegenheit des internationalen Mathematikerkongresses in Oslo sprach 
ich mit Herrn G. Tzitzeica tiber die obigen Resultate. Die zuletzt erwahnte 
Bemerkung stammt von ihm, und er konnte auch sofort die Gleichung (6.2) mit 
Hilfe einer sehr eleganten, direkten geometrischen Uberlegung ableiten. 
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An derselben Stelle findet man bei Darboux die vollstindige Lésung 
einer Frage, die dort, wo er sie behandelt, ein wenig kiinstlich erscheint, 
die aber fiir unsere Zwecke von groBer Bedeutung ist: Er bestimmt 
simtliche Kurven einer Flache, deren geoditische Kriimmung als Funktion 
des Ortes gegeben ist (l.c.8.143). Nach diesem Resultat von Darboux 
kann man sich die Brennflache 6 und die Kurvenschar o, d. h. die 
Strahlenkongruenz im Objektraum vorschreiben, auBerdem kann man eine 
Brennfliche %’ der zugeordneten Strahlenkongruenz des Bildraumes 
vorschreiben und noch dazu die Abbildung der beiden Brennflichen 8 
und %’ aufeinander. Dann kann man fragen, wie die Schar der Kurven c* 
gewahlit werden mu8, wenn die Gleichung (4. 2) identisch erfiillt sein soll. 
Es zeigt sich (1. c. S. 146), daB die Kurven c* Extremalen eines ziemlich 
leicht zu berechnenden Variationsproblems sein miissen. 

Ein weiteres Problem, das man mit Hilfe der Darbouxschea Theorie recht 
einfach behandeln kann (s. u. §10), entsteht aus der Bemerkung, daB die 
Kurven c’, die auf 8’ liegen und bei der Abbildung von 8’ auf 8% in die Kurven c 
transformiert werden, im allgemeinen von den Kurven c* grundsitzlich ver- 
schieden sind. Es gibt aber nichttriviale Beispiele, bei denen die Kurvenc* mit 
den Bildern c’ von c zusammenfallen. Dies ist z. B. der Fall, wenn man 
fiir 8’ eine Fliche wahlt, die durch Verbiegung von $ entsteht, n’ = n 
nimmt und die Strahlen der Kongruenz bei der Verbiegung mitfiihrt. 
Man kann also die Aufgabe stellen, alle Strahlenabbildungen anzugeben, 
die optisch méglich sind und die geschilderte Eigenschaft besitzen, wenn 
die Brennflichen 8 und 8’ sowie die Abbildung dieser beiden Flaichen 
aufeinander, die durch die zu konstruierende Strahlenabbildung hervor- 
gerufen werden soll, vorgeschrieben sind. Die Kurvenschar c kann da- 
gegen jetzt nicht immer willkiirlich vorgeschrieben werden. 

8. Alle diese Resultate kénnen auf beliebige Finslersche Raume 
iibertragen werden, d.h. sie kénnen als Sitze der Variationsrechnung 
ausgesprochen werden. Dies soll noch ganz kurz skizziert werden. 

Wir verallgemeinern zuerst die Gleichung (3.6). Es sei also ein 
beliebiges Variationsproblem im dreidimensionalen Raum gegeben und eine 
zweidimensionale Flache 8, die durch die Parameter s und u dargestellt 
werden soll. Wir berechnen zunichst die Hamiltonsche Funktion K (s, u,v) 
des auf dieser Flache induzierten Variationsproblems*), wobei v die 
zu u konjugierte kanonische Verinderliche sein soll. Eine Kurvenschar c 
erhalten wir, wenn wir 


(8. 1) v= 9(s,u) 


3) Siehe C. Carathéodory, Variationsrechnung und partielle Differential- 
gleichungen erster Ordnung (Leipzig, Teubner, 1935), § 342. 
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setzen und die Differentialgleichung 
d 
(8. 2) Te = Kols,u, 9) 
integrieren. 
Dann erhalten wir den Wert der Integralinvarianten A fiir eine 
geschlossene Kurve y (s. Fig. 2) durch die Formel 


(8. 3) h= | —K(s,u,9)ds+ pdu. 
Y 


Wir berechnen mit Hilfe des GauBschen Satzes die GréBe h als Doppel- 
integral und setzen 


(8. 4) h = {{ Qdsdu. 
G 
Hierbei ist 
(8.5) Q= 9,+ K+ K.9%,; 


die rechte Seite dieser Gleichung ist, genau wie im § 3, gleich der ersten 
Variation der Kurven unserer Schar, denn infolge der Gleichungen (8.1 
und (8.2) kann man an Stelle von (8.5) schreiben 


dv 


9. Ganz ebenso leicht kénnen wir die der Gleichung (4.2) ent- 
sprechende Gleichung aufstellen. Wir betrachten fiir ein zweites Variations- 
problem eine Fliche $8’, deren eineindeutige Abbildung auf 8 dadurch 
festgelegt wird, da8B wir fiir 8%’ dieselben Parameter s,u wie fiir 8 
benutzen. Die Hamiltonsche Funktion des auf %’ reduzierten Variations- 
problems -bezeichnen wir mit K(s,u,v). Die Kurven c* sollen jetzt mit 
Hilfe der Gleichung 


(9. 1) 0 = y(s,u) 

berechnet werden. Dann wird infolge von (8.5) die Bedingung (4. 2) 
durch folgende ersetzt: 

(9. 2) 7+ K,+ Ky = y+ K,+K; Yu- 

Das in § 7 erwahnte Resr:itat von Darboux ist eine unmittelbare 
Folge dieser Gleichung. Sind in der Tat die Kurven c vorgeschrieben, 
so stellt die linke Seite von (9. 2) eine bekannte Funktion von s und u 
dar. Wir bestimmen eine Funktion /(s,u) durch die Gleichung 


(9. 3) —Ff = + Kit Kote 


Dann besagt die Gleichung (9.2), daB die Kurven c* Extremalen des 
Variationsproblems mit der Hamiltonschen Funktion 


K (s,u, v) + f(s, u) 
sein miissen. 
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10. Zum Schlu8 bestimmen wir noch diejenigen Kurven c, fiir welche 
man die Bilder c’ von ¢ an Stelle von c* nehmen kann. Dann miissen 
die Differentialgleichungen (8.2) und 


(10. 1) = K,(s,u,y) 

dieselben Lésungen besitzen. Die Funktion y mu8 also der Gleichung 
(10. 2) K;(s,u,y) = K,(s,u, 9) 

gentigen. Aus dieser letzten Gleichung berechnen wir 

(10. 3) y = w(s,u, 9) 


und erhalten durch Einsetzen dieses Wertes von y in (9.2) mit Beriick- 
sichtigung von (10. 2) 

(10. 4) (1 — we) (9. + K, Pu) = (w, + kK, @,y) + RK, — K,, 

Ist 

(10. 5) o, + 1, 


so stellt die Gleichung (10.4) eine partielle Differentialgleichung fir 9 
dar, aus der man die gewiinschten Kurven c berechnen kann. Ist aber 


(10. 6) o, = 1, 

so folgt aus (10.3), daB man hier setzen mu8 
(10.7) y = g—a(s,u), 

und nach (10.2) hat man dann 

(10. 8) K;(s, u, y) = K,(s,u, y + a). 
Diese letzte Gleichung besagt aber, daB man zu schreiben hat 
(10. 9) K = K(s,u,y +) + A(s, w), 
woraus folgt 

(10. 10) K, = K,+ Kyu + By. 
Die Gleichung (10.4) reduziert sich dann auf 

(10. 11) 0 =~f,—4. 


Ist die rechte Seite dieser letzten Gleichung nicht identisch Null, so hat 
unser Problem keine Lésung. Ist aber £8, = «,, so kann die Schar der 
Kurven ¢ ganz beliebig gewahlt werden, Dies ist insbesondere der Fall 
fiir das Beispiel des § 7, in welchem die Brennfliche 8’ cine Biegungs- 
flaiche von $8 war. 


Minchen, den 8. August 1936. 


(Eingegangen am 10. 8. 1936.) 


Mathematische Annalen. 114. 














Verzweigung periodischer Lésungen nichtlinearer 
Schwingungsgleichungen. 
Von 
Rudolf Iglisch in Aachen. 


In neuerer Zeit sind eine ganze Reihe verschiedenartiger Randwert- 
probleme bei Differentialgleichungen der Form 


(1) z(t) + f(z) = g(t) 

untersucht worden. Besonders interessiert hat man sich in der Lebre der 
nichtlinearen Schwingungen fiir periodische Lésungen von (1), fiir die 
also bei beliebigem ¢ mit einer passenden Zahl P gilt 


(2) a(t+P) = x(t), 
falls g(t) selbst die gleiche Periode P besitzt: 
(3) g(t + P) = g (0). 


Vor allem wurde die Theorie kleiner Schwingungen oder kleiner periodischer 
Stérungen einer periodischen Schwingung behandelt. In (unwesentlicher) 
Spezialisierung kénnen wir das Problem dann mathematisch so formu- 
lieren: x(t) sei eine bekannte mit P periodische Lésung von (1); gesucht 
werden die wenig von z(t) verschiedenen mit P periodischen Lésungen y(t) von 
(4) 9+ fly) = 90+ bE(o, 
wo BG(t) eine (infolge gentigend kleiner Wahl des Parameters f) kleine 
gleichfalls mit P periodische Funktion ist): 

G (t+ P) = G(t). 
Der Einfachheit halber wollen wir etwa g(t) und G@(t) als stetig annehmen. 


Im allgemeinen behandelt man derartige Probleme mit Hilfe von 
Reihenansitzen (z. B. mit Hilfe der Theorie der nichtlinearen Integralglei- 


1) Man kann natiirlich ebengo das aligemeiner aussehende Problem behandeln, 
daB die rechte Seite in (4) eine Funktion h (t,f) ist, die fiir jeden Wert von f die 
Periode P-+- 8 besitzt. Zu diesem Zweck braucht man nur statt ¢ die neue unab- 
hangige Variable . 

t= Pie t 
einzufiihren. Die dann erscheinende Gleichung, in die der Parameter f etwas 
komplizierter eingeht, 148t sich prinzipiell in gleicher Weise behandeln. 
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chungen*) oder nach der Methode von Poincaré *)), wobei /(z) als analytische 
Funktion ihres Arguments vorauszusetzen ist; oder man beriicksichtigt 
tiberhaupt auBer den linearen Gliedern nur die Glieder nichsthdherer 
Ordnung*) und legt sich iiber die Berechtigung dieses Verfahrens entweder 
gar keine Rechenschaft ab oder sucht dessen Anwendbarkeit durch Fest- 
stellung der qualitativen Ubereinstimmung der Niahrungsresultate mit 
Resultaten aus allgemeinen Fixpunktsitzen zu erharten°). — In vorliegender 
Arbeit soll die Lésung des Problems unter Benutzung von einfachen 
Gedankengingen der Sturm-Liouvilleschen Theorie von Randwertproblemen 
gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung und geliufigen 
Stetigkeitebetrachtungen gewonnen werden, welch letztere natiirlich ein 
Ersatz fiir die sonst zu benutzenden Reihenentwicklungen sind. Dabei 
braucht /(z) nicht mehr als analytisch vorausgesetzt zu werden, sondern 
jeweils als so oft differenzierbar, als es bei der Rechnung benutzt werden 
muS. Die einfachsten und brauchbarsten Naherungsverfahren werden auf 
diesem Wege von selbst gerechtfertigt; gleichzeitig erhilt man einen 
tieferen Einblick in den Aufbau der sogenannnten Verzweigungsgleichungen, 
die bei Behandlung des Problems mit Hilfe der Theorie der nichtlinearen 
Integralgleichungen die ausschlaggebende Rolle spielen. 

Wenn auch die Ausfiihrungen an das Randwertproblem der Periodi- 
zitét angeschlossen sind, so gelten sie natiirlich unverandert fiir eine Reihe 
anderer Randwertprobleme; fiir die erste, zweite und dritte Randwert- 
aufgabe wiirden sich die Rechnungen sogar wesentlich vereinfachen und 
anschaulicher gestalten, da hier in jede der beiden Randbedingungen nur 
je ein Intervallendpunkt eingeht und die ausschlaggebende lineare Gleichung 
héchstens einen einfachen Eigenwert besitzt. Aber auch die Differential- 
gleichung selbst 148t sich wesentlich verallgemeinern. So wird in Kap. 4 
die Behandlung der Gleichung 
(5) i+fly9#) =9 + BE 
skizziert werden. Die Methode lat sich natiirlich auch auf Gleichungen 
noch allgemeinerer Form anwenden, in die z. B. der Parameter # in 


3) Z. B. R. Iglisch, Zur Theorie der Schwingungen, Monateh. f. Math. u. Phys. 
87 (1930), S. 325; 89 (1932), S. 173; 42 (1935), 8. 7. 

) Z. B. L. Mandelstam und N. Papalexi, Uber Resonanzerscheinungen bei 
Frequenzteilung, Zeitechr. f. Phys. 78 (1931), S. 223—248. 

4) Z. B. N. Kryloff und N. Bogolitboff, L’application des méthodes de la 
mécanique non linéaire 4 la théorie des perturbations des systémes canoniques. 
Monogr. Acad. Sci. Ukraine 4 (1934), S.1—55. — Wohl das bisher allgemeinste 
Verfahren dieser Art. 

5) Z. B. N. Kryloff und N. Bogolitboff, Les méthodes de la mécanique non 
linéaire appliquées & la théorie des oscillations stationnaires. Monogr. Acad. Sci. 
Ukraine 8 (1934), S. 1—99. 
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anderer Weise eingeht (die Gleichung kénnte auch mehrere Parameter 
enthalten), oder auf Gleichungen héherer als zweiter Ordnung, schlieBlich 
auch auf Systeme von Differentialgleichungen, wie sie etwa bei der 
Bestimmung periodischer Bahnen im Dreikérperproblem auftreten®). Auch 
auf eine groBe Klasse von nichtlinearen Integralgleichungen und Integro- 
differentialgleichungen lassen sich ahnliche Schliisse, mit entsprechender 
geringer Abanderung, iibertragen. 


1. Kapitel. 


Der Nichtresonanzfall’). 

Wir beweisen hier folgenden Satz*): Ist f(z) zweimal differenzierbar 
fiir Arqumentwerte, die etwas tiber Maximum und Minimum von z(t) 
hinausgreifen, und besitzt die homogene lineare Differentialgleichung 
(6) ¢ +f (2)? =9, 
wo a(t) die bvekannte Lésung von (1) bedeutet, keine mit P periodische 
Lésung, so besitzt bei geniigend kleinem |B| Gleichung (4) genau eine zu =z (t) 
benachbarte Lésung y(t), welche mit P periodisch ist. Mit anderen Worten: 
Es gibt zwei positive Zahlen 6 und « derart, da8 fiir |8| < 4 Gleichung (4) 
genau eine mit P periodische Lésung y(t) besitzt, fiir die |y(t)—2z(0)| < « 
gilt. Machen wir die Substitution 
(7) y®™=z)+u, 
so ist also nur zu zeigen, daB mit zwei passenden Zahlen 6 und « fiir 
|B| < 4 die Gleichung 


(8) i+f(z+u)—f(z) = BE 
genau eine mit P periodische Lésung’u(t) mit |u| < « besitzt. 

DaB (8) héchstens eine solche Lésung u(t) besitzen kann, ist leicht 
zu sehen; denn hatte man zwei Lésungen wu, (t) und u,(t), so wiirde deren 
Differenz z(t) = u, (t) — u,(t) mit P periodische Lésung von 
(9) +f (e+u,+0(u,—u,))z=0 


®) Vgl. hierzu auch: O. Perron, Neuer Existenzbeweis fiir periodische Bahnen 
im eingeschrankten Dreikérperproblem, Monatsh. f. Math. u. Phys. 43 (1936), 
8. 81—96; Uber eine Schar periodischer Lésungen des ebenen Dreikérperproblems, 
Sitzungsber. der Bayr. Akad. d. Wissensch. 1936, S. 157—-176; siehe auch: Uber eine 
Schar periodischer Lésungen des ebenen Vierkérperproblems, Math. Annalen 118 
(1936), S. 95—109. 

7) Zur Terminologie vgl.: RR. Iglisch, Uber den Resonanzbegriff bei nicht- 
linearen Schwingungen. Erscheint demnachst in der Zeitschr. f. angew. Math..u. Mech. 

8) Vgl. hierzu auch: R. Iglisch, Reelle Lésungsfelder der elliptischen Differen- 
tialgleichung 4(u) = F (ws) und nichtlinearer Integralgleichungen, Math. Annalen 
101 (1929), S. 98—119, insbesondere § 2. 
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sein mit passendem #@(t) zwischen 0 und 1. Das geht bei geniigend 
kleinem wu, (t) und u, (¢) nicht an, da dann ein Fundamentalsystem von (9) 
sich beliebig wenig von einem passend gewahlten Fundamentalsystem 
von (6) unterscheidet und (6) keine mit P periodische Lésung besitzt. 

Die Existenz einer kleinen Lésung von (8), die mit P periodisch ist, 
148t sich nun so beweisen: Wir betrachten Gleichung (8) mit beliebigen 
Anfangsbedingungen 

u(0)= A, w(0) = B. 


Man iiberzeugt sich leicht mit Hilfe des gewdhnlichen Existenzsatzes und 
der Stetigkeitesitze*) davon, daB fiir geniigend kleines |f|, |A| und |B| 
diese Lésung u(t) bis ¢ =P hin sich konstruieren l46t; denn fir 
jede Lésung u(t), welche nebst ihrer Ableitung unterhalb einer festen 
endlichen Schranke bleibt, laBt sich das Intervall 0 < ¢ < P in eine 
endliche Anzahl gleichlanger Teilintervalle zerlegen, so daB in jedem dieser 
Teilintervalle die Lésung nach dem Verfahren der sukzessiven Approximation 
hergestellt werden kann. Wir gehen jetzt aus von der Liésung u=0 
und machen die eben beschriebene Unterteilung; die Stetigkeitssitze sorgen 
dann dafiir, daB, wofern |f|, |A| und | B| geniigend klein sind, die gleichen 
Teilintervalle dazu benutzt werden kénnen, jede Lésung u(t) bis t = P 
hin zu konstruieren. Es kann erreicht werden, daB dann stets | u(t)| < ¢ 
(geniigend klein) gilt. 

Offenbar laBt sich jedes u(t) charakterisieren durch seine Anfangs- 
werte A und B und den Parameterwert f, also u(t,A,B,f). Nun ist 
die Funktionaldeterminante 


4; Iu (P, 0, 0,0) — u (, 0, 0, 0)) 

sy uP, 0, 0,0) — (0, 0, 6, 0)) 
aa [u (P, 0, 9,0) — % (0, 0, 0, 0)) 

4g [i (P, 0, 0, 0) — (0, 0, 0, 0)) 


(10) + 0, 








da 37 u(t,0,0,0) und sy u (t,0,0,0)*°) unabhangige Lésungen von (6) 


sind, also als g,(t) bzw. g,(t) Verwendung finden kénnen; auSerdem 
beachte man, daB Gleichung (6) keine periodische Lésung besitzt. Da 
diese Determinante stetig von A, B und # abhingt, folgt, da8 sich ein- 


°) Vgl. 2. B. L. Bieberbach, Theorie der Differentialgleichungen, Berlin 1923, 
Abschnitt 1, Kap. II. / 

10) Uber die Existenz und Stetigkeit dieser Ableitungen vgl. die in Anm. °) 
angegebene Literatur. 
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deutig eime kleine Lésung u(t) von (8) bestimmen 148+ durch die 
Bedingungen 

u(P) — (0) =a, 

u(P)—#(0) =a, 
wofern nur a,,a, und # geniigend klein sind. Setzt man «a, = a, = 0, 
so hat man eine mit P periodische kleine Lésung u(t) von (8); gleich- 
zeitig ist die EKindeutigkeit noch einmal mitbewiesen. 

Eine Lésung z(t), die die in diesem Paragraphen vorausgesetzten 

Eigenschaften hat, nennen wir eine einfache Lésung oder Nichtresonanzlésung. 


2. Kapitel. 
Der Resonanzfall; einfacher Eigenwert. 


§1. 
B+ 0, IT, + 0. 

Wir wollen jetzt den Fall behandeln, da8 Gleichung (6) (bis aufs 
Vorzeichen) genau eine mit P periodische normierte Lésung ¢, (¢t) besitzt. 
Ist (6) lésbar, so nennen wir z(t) Resonanzlésung oder mehrfache Lésung 
(s. u.). Weiterhin sei zunichst angenommen, daB die in (4) auftretende 
Funktion G(t) nicht zu 9, (t) orthogonal ist: 

P 


(11) J@@e,@dt = B+ 0. 

SchlieBlich sei noch wommsiapalitel, daB die GréBe 
P 

(12) L, = 4] f" (2) gi? dt + 0 


ausfallt und daB f(z) etwa dreimal stetig diffenzierbar ist fir ein 
abgeschlossenes Intervall von 2-Werten, das den ganzen Wertevorrat der 
Lésung z(t) von (1) in seinem Innern enthialt. Dann gilt der Satz: 
Fiir geniigend Kleines B hat (8) zwei verschiedene kleine mit P periodische 
Lésungen u(t) oder gar keine, je nachdem ob sign 8 B = sign L, ist oder nicht. 

Um zunichst die notwendige Bedingung fiir die Existenz einer mit P 
periodischen kleinen Lésung u(¢) von (8) zu gewinnen, bilden wir die 
sogenannte Lagrangesche Identitét aus (8) und (6) ((8) mit ¢, (¢) multi- 
plizieren, (6) mit u(t) und subtrahieren) und integrieren sie; dabei nehmen 
wir an, u(¢) sei mit P periodische Lésung von (8). Es erscheint 


P 
(13) BB=} jr’ (x(t) + 8 (6) u(t) u* (t) @, (t) dt, 


wo 0< 6(t) <1 gilt. Jetzt setzen wir 
(14) u(t) = Ag, (t) + o(0), 
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wo A so gewahlt sei, daB 
(15) u(0)=Ag,(0), dh. v(0) = 0 
gilt; dies geht, falls p,(0) +0 ist, was eventuell durch Anderung des 
Nullpunktes der t-Achse zu erreichen ist. Da u(t) und 9, (t) mit P 
periodisch sind, gilt das gleiche fiir v(t). v(t) geniigt nun der Gleichung. 
(16) 0+f (wo = BEG (t) — 37" (+ Ou) wv (d. 
Aus (13) entnimmt man noch, daB 

|B| <= Const. Max wu’? (t) 


sein muB, so daB die ganze rechte Seite von (16) dem Betrage nach 
kleiner ist als Const. Max u*. AuBerdem gilt noch 


Sei v,(t) die durch v,(0) = 0 = ,(0) bestimmte Lésung von (16). Wir 
werden im folgenden éfter benutzen, da8B die durch w,(0) = 0 = w, (0) 


bestimmte Lésung einer Differentialgleichung 

w, +f (z)w, = h(d, 
wo |A(t)| < « ist, fir 0 = ¢ <= P nebst ihrer Ableitung kleiner ist als 
Const. e; den Beweis dafiir erbringt man durch ein einfaches Majoranten- 
verfahren. Die Anwendung dieser Abschitzung auf unser v, (t) zeigt, da6 
fir 0 = ts P der Betrag von », (¢) und %, (t) kleiner ist als Const. Max u*. 
Nun ist 
(18) v(t) = %() +* gi (2), 
wenn g3(t) die fir ¢ = 0 verschwindende (nicht mit P periodische!) nor- 
mierte Lésung von (6) bezeichnet. Dabei bestimmt sich x aus einer der 
beiden Gleichungen 

v(P) = 0, d.h. v,(P)= —xg3(P) 
oder 
(0) = o(P), dh. 6 (P) = x(t (0) — 9f (P)). 

Da g(t) nicht mit P periodisch ist, ist mindestens in einer dieser beiden 
Gleichungen der Faktor von x von Null verschieden, so daB sich |x| als 
kleiner ergibt als Const. Maxu*. Daher ist schlieBlich nach (18) 

|v (t)| <= Const. Max u’. 

Nach dieser Feststellung lé8t sich (13) so schreiben: 

(19) BB =L,#+0(%), 
wobei mit O(A°) angedeutet werden soll, daB dort ein Ausdruck steht, 
der seinem Betrage nach kleiner ist als Const. ||’. Gleichung (19) lehrt 
aber, daB (8) bei geniigend kleinem |f| héchstens dann eine kleine mit P 
periodische Lésung u(t) besitzen kann, wenn signf B = signL, ist, Da8 
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dann aber genau zwei verschiedene kleine Lésungen u(t) von (8) exi- 
stieren, die mit P periodisch sind, soll jetzt gezeigt werden. 


Wir nennen dazu A, und A, die beiden Wurzeln der in Hinblick 
auf (19) gebildeten Gleichung 


(20) BB=L,#. 

Alle Schliisse, die jetzt ausgehend von A, gemacht werden, gelten ebenso 
fiir 4, und fihren dann zur zweiten Lésung von (8). — Wir machen 
analog (14) den Ansatz 


(21) u(t) = 4,9, (0) + off. 


Damit dies mit P periodische Lésung von (8) ist, mu8 gelten 
(22) i+f(2+u)—f(z+4, 9, +f(e+4,¢,) —f(2) = BG (t), 
oder mit passenden Mittelwerten 
(23) +f (2+, ov = BE) — tf (@)A of —3f' @)e%, 
wozu noch festgestellt sei, daB Z(t) von v(t) unabhingig ist. 
kommt als Randbedingung 
(24) v(0) = v(P), (0) = o(P). 

Unter Einfiihrung des reellen von 0 nach 1 laufenden Parameters r 
betrachten wir statt (22) bzw. (23) die Gleichungsschar 
(25) &+(1—2)f (+4 ee +th(e+4,9,+%) —fet+d, o)) 

= BG (t) — 31" (2) At gp? 

unter den zu (24) analogen Randbedingungen. Fir t= 1 geht diese 
Gleichung in (23) tiber, so daB », (t) identisch v(t) wird. Die zu (25) 
gehérende homogene lineare Gleichung (analog (6)) lautet 
(26) Be + (f (2 +4, oy) + tf (2*) Oe} ye = 0. 
Wir wollen zunichst einmal annehmen, da8 |v,| << Const. 4? ist, was 


sich spiter herausstellen wird. Dann sei y,, und y,; das Fundamental- 
system von Lésungen von (26), fiir das gilt: 


Dazu 


yxr(0) = gy, (0), Prr(0) = —, (0) (» = 1, 2), 
wobei wir ¢, (¢) und g,(t) als normiert und zueinander orthogonal an- 
nehmen wollen. Wir wollen jetzt beweisen: 

27 le per(P)— yer (0) ea (P) — pre (0) 
ee lM — tM wei -ael 
mit passender positiver Konstante p. 

Schreibt man (26) in der Form 


(28) Vet Ff (@) ye = — ye (i (2) Ap, + tf" (2*) me}, 


MET Re GE PIS PET F 














See mer 
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so ist sofort zu sehen, daB | y,,(t) — gy, (t)| < Const. |A,| gilt fiir » = 1, 2. 
v(t) sei jetzt irgendeine (annihernd) normierte Lisung von (26). Wir 
zeigen zunichst die Existenz einer endlichen positiven Zahl p, derart, 
da8 mindestens eine der beiden Zahlen 

lye(P) — ye(0)| oder |pe(P) — p- (0)| 
groBer ist als p,|4,|. Dazu bilden wir die Lagrangesche Identitét aus 
(28) und (6) und integrieren: 


(29), (0) [p< (P) — ye (0)] — 9, (0) [ye (P) — y. (0)] 
P 
= —4, Jf’ @**) ye @ of at +0 (2). 
) 
Nun ist 
(30) x (t) = C, yer (t) + Cy prs (t). 
Solange |C,|> Const. ¥(4,| ist, ist unsere vorlaufige Behauptung sicher 
richtig, Im anderen Fall ist aber infolge |C,|~1 bei geniigend 
kleinem |A,| wegen (12) der Betrag der rechten Seite von (29) gréBer 
als |A,||Z,| (weil der Koeffizient von A, in (29) gleich —2L, ist), 
woraus wieder die Richtigkeit der Behauptung folgt. — Wir werden jetzt 
zeigen, daB das Gleichungssystem 
vx (P) — ye (0) = C, [yer (P) — yer (0)] + Cyl yes (P) — yes (0)] = De- A, 
¥2(P) — pe (0) = C, [per(P) — per (0)] + Cy [pea (P) — pea (0)] = De B 
bei passend gewahliten endlichen A und B ein Lésungssystem C,, C, mit 
C? + C} ~ 1 besitzt. Daraus folgt dann nach dem eben Festgestellten 
sofort die Richtigkeit von (27), da mindestens eine der beiden linken 
Seiten von gréBerem Betrage sein mu8 als p,|A,|. — In der Tat hat 
man 
A yea(P) — yes (0) yer (P)— peril) A | 
B Pro (P) ee Pre (0) Pri (P) a Yr1 (0) B 
Man setze etwas im Falle g,(P) — 9, (0) = , + 0 
1 : 
A = a, ’ B = 0; 
im anderen Falle ist y,(P) — y,(0) = ®, + 0, und man setze dann 
1 
A = 0, B = @, ° 
In beiden Fallen ist C, ~ 1, |C,| < Const. |A,|; damit ist der Beweis der 
Richtigkeit von (27) erbracht. 
Wir wollen jetzt den Beweis dafir liefern, daB jede mit P perio- 
dische kleine Lésung v, von (25), die auf dem Wege von t = 0 bis t = 1 
erreicht wird, dem Betrage nach kleiner ist als Const. 4?. Damit ist 


1 - 
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dann unsere diesbeziigliche vorhin gemachte Annahme gerechtfertigt. 
Dazu schreiben wir (25) so um: 

(31) & +f (+4, 9,0 = BE) —4 f" @)a go — Sf" @)o2. 


Indem wir rechts das als existierend angenommene v, einsetzen, kénnen 
wir (31) als lineare inhomogene Differentialgleichung fiir v, betrachten. 
Bezeichnet vz (t) die durch v7(0) = 0 = 07 (0) bestimmte Lésung 
von (31), so gilt unter Beachtung von (20) v?(t) = O(A}, v?). Ebenso 
fiir oF (¢). Ferner ist 

(32) 0, (t) = 0 (t) + C, yo, (t) + Cy wos (). 

Nun besteht fiir D, sicher die Ungleichung (27) zu Recht, da zu ihrer 
Ableitung die Annahme v? < Const. 4? nicht notwendig ist; denn das 
Glied mit v? fallt wegen t= 0 aus (26) heraus. Die Erfiillung der 
Periodizitétsbedingung lehrt nun aber, wie die Cramersche Regel zeigt, 


3 
da8 |C,| = o(4,, z) ausfallt und |C,| = 0(A}, v2). Bildet man die 


Lagrangesche Identitét aus (31) und (6) und integriert, so kommt bei 
Beachtung von (20) 


P 
A, ff” (@) p} ve dt = 0 (42, v2), 
woraus nach (32) wird: 
A, C, [L, + 0(A,)) = 0(4}, v2). 
0, = 0(2. *), 
womit nach (32) eine gleiche Beziehung fiir v, folgt: 


Daraus folgt 





d 
(33) |ve(0| < Kat + KE 


mit von t unabhiangigen positiven Konstanten K, und K,. Nun schlieBe 
man so weiter: Fiir t = 0 ist (25) linear, mithin gilt |v, (¢)| < F, A}. 
Mit wachsendem t ist gem&iB dem Satz in Kap. 1 die Gleichung (31) 
stets fiir Nachbarwerte von t eindeutig lésbar, solange |v, (t)| <= Const. A? 
ist. Da sich dann aber v,(t) stetig mit + andert und immer (33) gilt, 
muB stets etwa 
|v (t)) S2K,4} 
gelten, so daB wir die Fortsetzung bis zum Parameterwert t = 1 hin- 
treiben kénnen, womit dann Gleichung (23) gelést ist. 
Da es nicht zwei Lésungen von (22) von der Form 


u(t) = Ag, +t) 


sary 











— 
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mit Ag, (0) = u(0) und A~ A, gibt, folgt so: Nach den Uberlegungen, 
die zu Gleichung (19) fiihrten, wiirde fiir zwei solche Lésungen 1, (¢) 
(» = 1, 2) gelten: u,(t) = A, 9, (t)+0(A?), damit fir die Differenz 
2() = 4, (2) — 4, 

F+f' (2) +4, 9, +0(a)))2 = 0; 


diese Gleichung hat aber nach den an (26) angeschlossenen Betrachtungen 
keine mit P periodische Lésung, also ist z(t) = 0. 


B+, ,=0, +0. 

In diesem Paragraphen soll an der Bedingung (11) festgehalten 
werden; dagegen wollen wir annehmen, daB die in (12) definierte GréBe L, 
verschwindet. Aus letzterem Grunde ist die Gleichung 
(34) i, +f’ (a), = —3/" (2) g8 (0), (0) = ,(P), in, (0) = %, (P) 
lésbar. AuBerdem kénnen wir willkiirlich etwa noch vorschreiben, w, (t) 
sei normiert. Dann setzen wir statt (14) an 
(35) u(t) = Ag, (t) + 4 w,() + 0(0), ° 
wo wir, wie aus (8), (6) und (34) zu entnehmen ist, v(t) zu bestimmen 
haben als mit P periodische Lésung einer Gleichung der Form 
(362) &+/' (z)o = BG(t) — f” (2) a yw, — Sf” (2) gp} +0 (a, Av, v4); 
dabei ist /(z) etwa als viermal stetig differenzierbar vorausgesetzt. 

Wir wollen zunichst annehmen, daB die GréBe 


P 
(37) L, = {{f" () a.m, + ¢ 939" (2)| gi (tat + 0 


ausfallt. Ist dann v(t) eine kleine mit P periodische Lésung von (36), 
so folgt durch Integration der aus (36) und (6) gebildeten Lagrangeschen 
Identitat 
(38) BB= L,#+0(A, Av, v*). 
Wahlt man wieder A so, daB u(0) = 4, (0) + 4*w, (0), mithin (0) = 0 
ausfallt (was unter der nicht einschrinkenden Annahme 4g, (0) + 0 
méglich ist), so wollen wir jetzt wie in § 1 beweisen, daS 

|v (#)| < Const. Max |u/* 
ist. Zunichst folgt aus (38) 8 = O0(A°, Av, v*), so daB eine gleiche Ab- 
schitzung fiir die ganze rechte Seite von (36) gilt. Wir tragen rechts 
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in (36) unser als bekannt angesehenes v(t) ein und betrachten dann (36) 
als lineare Gleichung fiir v(t). v,(¢) sei davon die durch 
v, (0) = 0 = 9, (0) 

bestimmte Lésung. Offenbar ist v,(t} = O(A', Av, v*); dasselbe gilt fiir 
0, (t). Endlich hat man 

v(t) = 0, (t) + * g(t), 
wenn g; (t) die bei ¢ = 0 verschwindende normierte Lésung von (6) be- 
zeichnet. Aus v(P) = 0 und # (0) = 6 (P) gewinnt man noch die Beziehungen 

%(P)= —xgi(P) und %,(P) = x(p3 (0) — g3(P)), 

aus denen wie in §1 folgt, daB auch x = O(4', Av, v*) sein muB. 
Damit ist v(t) = O(A°, Av, v*), d. h. schlieBlich 
(39) v(t) = O(4). 
Somit erhalten wir aus (38) als notwendige Bedingung fiir eine mit P 
periodische Lésung v(t) von (36) 
(40) BB = L,#+0(4). 

Jetzt soll noch gezeigt werden, daB zu jedem geniigend kleinen £ 
genau eine mit P periodische Lésung u(t) von (8) vorhanden ist. Dazu 
bestimmen wir zunichst A, als reelle Wurzel der in Hinblick auf (40) 
gebildeten Gleichung 


(41) 6B =L,A 
und machen analog (35) den Ansatz 
(42) u(t) = A, ¢, (0) + A} w, () + (0). 


Schreibt man (8) in der Form 
(43) A, 9, + Af w, + 0+ f(a +4, y, + Afw, + v) —f(e@+ 4,9, + Afw,) 
+f (e+ 4,9, + A}w,) — f(z) = BE (0), 
eo erhalt man unter Beachtung von (6) und (34) fiir v(t) eine Gleichung 
der Form 
(44) 0+ /' (2+ 4,9, + Afw,)v = BE (t) — f’ (2) AR gp, w, — af" (2) Ato? 
+O(as) — $f" (Bos 
hierin ist Z(t) ein noch von v(t) abhaingender Mittelwert, wahrend alle 
anderen in (44) auftretenden GréBen nicht von v(t) abhangen. — AuBerdem 
mu8 v(¢) noch mit P periodisch sein. 
Unter Einfiihrung des reellen von 0 nach 1 laufenden Parameters t 

betrachten wir statt (44) die Gleichungsschar 
(45) te +(1—2)f (@ +A, 9, + Adu)», 

+tif(e+A, 91+ feo, + 6) — f(z + A, 9, + Ap w,)] 
= BG(t) — f" (2) At p, w, — ZF” (2) At p} +049), 
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wo also nach der eben gemachten Bemerkung die rechte Seite eine bekannte 
Funktion von ¢ ist. Die zugehérige homogene lineare Gleichung lautet 


(46) Get [P(2+A a+ Atm) + tf (e+ Ay, 
+ A? w,) 0. + =f” (2*) 02} y, = 0. 


Wir wollen zunachst annehmen, da8 in der durch z(0) = 0 bestimmten 

Zerlegung 

(47) ve = xg, ()+2() x =O0(d), 2() =0(23) 

ausfallt, was wir spiter beweisen werden. Unter dieser Annahme zeigen 

wir zunachst die Existenz einer positiven Zahl p derart, daB 
= Yri(P)— e1(0) Yea (P) — yea (0) 4 

Oy PL 8081 os(P)— ¥0110) Yea (P)— e0(0)| > PIA! 

ausfallt; dabei bedeuten die y,,(¢) fiir » = 1, 2 ein gleich noch naher zu 

bestimmendes Fundamentalsystem von (46). Nach den entsprechenden 

Uberlegungen in §1 miissen wir dazu nur die Existenz einer positiven 

Zahl p, sicherstellen derart, daB fiir jede (anndhernd) normierte Lésung 

yx(t) von (46) mindestens eine der beiden Zahlen | y,(P) — y,(0)| oder 

lve (P) — yx (0)| groBer ist als p, |A,). 

Wir schreiben zunichst (46) in der Form 


(49) Ve tf (2) ye = — f(z) A, Y, ye +O(A}) 
und beachten daneben die Gleichung 
(50) y +24, 0, +7 (2) [p + 24,u,) = —A,f" (2) 9}. 


Fihrt man jetzt y, s(t) = g(t) + 24, w, (t) + ®, (t) mit (0) = 0 = , (0) 
ein, so folgt durch Subtraktion von (49) und (50) ®,(t) = O(A,); analog 
folgt mit y,,(t) = 9, (t) + 24, u, (t) + 9, (t) mit ®, (0) = 0 = @, (0) die 
Abschitzung ®, (t) = O(A?). Nun bilden wir mit einer beliebigen Lésung 
w~(t) von (46) die Lagrangesche Identitaét aus (46) und (6) und integrieren, 
wobei wir (47) beachten: 


(51) gp, (0) [ye (P) — He (9)] — 9 (0) [ye (P) — ye (0)] 


P ver 
=—f to. f"(2) [A + Atw,+%9,) ye +! 2 At 93 ye} dt +0 (23). 
0 





Nun ist y,(t) wieder in der Form (30) darstellbar, und unsere vorlaufige 
Behauptung ist sicher richtig, solange |C,| > Const. |A,|*/2 gilt. Im 
anderen Fall kann man y,(t) = g, (t) + 24, w,(t)+0(|A,|"2) setzen und 
findet wegen L, = 0 und L, + 0, daB der Betrag der rechten Seite von 


(51) bei gentigend kleinem |,| gréBer ist als $|4,[?|L,| (d. i. etwa die 


Halfte des Betrages des sich rechnungsmaBig ergebenden quadratischen 
Gliedes in A,). Aus (51) folgt aber jetzt die Existenz unserer Zahl p,. 
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Wir wollen nun den Beweis fiir die Richtigkeit von (47) erbringen. 
Dazu schreiben wir (45) so um: 
(52) & +f (2+, 9, + Afw,)o% 
= PG(t) —f" (a)At gy, 0, — 5, A ptf” (2) 
— Fl" @+ Ag, + Apu) of + 0 (As, oF). 


Indem wir rechts das als bekannt angenommene vp, (t) einsetzen, betrachten 
wir (52) als lineare inhomogene Differentialgleichumg fiir v,. Bezeichnet 
vz (t) die durch v7(0) = 0 = #%(0) bestimmte Lésung von (52), so gilt 
bei Beachtung von (40) v?(t) = O(A3, v2); ebenso fiir of (¢). Ferner ist 
(53) Ue (t) = ¥F (t) + C, yor (t) + Cy os (t)- 
Nun besteht fiir D, sicher die Ungleichung (48) zu Recht, da zu ihrer 
Ableitung die Annahme (47) nicht notwendig ist. Die Erfiillung der 
Periodizitatsbedingung lehrt dann aber mit Hilfe der Cramerschen Regel, da8 


(04 C= 0(455)» O = OGL 


ausfallt, wobei bei der letzten Abschitzung die friher festgestellte Be- 
ziebung y,, = 9, + 24,w,+0(A3) mu beachten ist. Bildet man die 
Lagrangesche Identitét aus (52) und (6), integriert und beachtet (41), so 
kommt 

P B 
| Pf” (2) (A, P, + AZ w,) dt + | pif” (2) (A, p, + Apu, o, dt 


° 0 
P 


eal {or (2) o8dt + O(As, AB ve, A, v8, 02), 


woraus nach (53) wird 
C, ARS L, + O(A,)] = O(Af, Afv,, 4, 2, 08, + A, CP, C, v2). 
Daraus folgt eit “ 
0, =0(i Ae, Fs Ge Ft, 48), 

womit nach (53) eine gleiche Beziehung fir v, i 

(55) |u| < K, a+ Kall ei +h, ar +s aT 
nis sits seaiiaiien Meee aaa ue Fir t= 0 
ist (45) linear, mithin gilt |v, (¢)| <= K,4?; von der gleichen Ordnung 
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ist auch C, fir r= 0. Solange mit wachsendem r Gleichung (45) lésbar 
ist, muB stets etwa 
(56) |v (t)| S 2K, a} 
sein. Dann folgt aber aus (53) sofort die Richtigkeit von (47). Damit 
ist dann nach Kap. 1 (45) stets fiir Nachbarwerte von t eindeutig lésbar, 
so da8 wir die Fortsetzung bis t = 1 hin treiben kénnen. », (¢) ist dann 
aber die gesuchte Funktion, die wir in (42) fiir v(t) einzutragen haben, 
um eine Lésung u(t) von (8) zu erhalten. 

Da8 es auBer unserer eben gefundenen Lésung u(t) von (8) zu festem 
B nicht noch eine zweite wu, (t) gibt, ist so zu sehen: Nach den Uber- 
legungen zu Beginn dieses Paragraphen gilt 

ty (t) = Ay p, (t) + AS w, (1) + 0 (49), 
wo A, der Gleichung (40) geniigt; dagegen wissen wir, daB 
u(t) = (A, + O(A2)) —, (t) + A? w, () + 0 (A}) 
gilt, wo A, Wurzel von (41) ist. Da aus (40) und (41) sofort 4, = 4, + 0(A3} 
folgt, miiBte die Differenz u(t) — u,(¢) = z(t) gem&B (8) einer Gleichung 
der Form 
F+f (z+(4, +0 (42) © + A? w, (t) + 0(a}))2 = 0 

nebst den Periodizitétsbedingungen geniigen; diese Gleichung besitzt aber 
nach den an (46) angeschlossenen Uberlegungen nur die Lésung z(t) = 0. 


§ 3. 


B+0, L, + 9. 
Ist auch L, = 0, so besitzt die Gleichung 


(67) i, +f (2) 0, = — f" (2) 9,1, — 3 98” (2) 
eine mit P periodische normierte Lésung w, (t). Dann setze man statt (35) 
(58) u(t) = Ag, () + Pw, (t) + Pw, (f) + 010. 


Dabei geniigt v(t) an Stelle von (36), wenn man etwa /(z) als fiinfmal 
stetig differenzierbar voraussetzt, einer Gleichung der Form 

(99) G+ f' (a)v = BG) — AF, (2, py w,, ) + 0(¥, do, v'); 

hierin enthalt 7, alle mit 4* multiplizierten Glieder der Taylorentwicklung 
von /(z +) — f(z). Man definiere 


P 
(60) L,= {F. (2, Py, W,, Wy) —, (t) dt. 


Ist LZ, + 0, so schlieBe man wie in den vorigen Paragraphen, im anderen 
Fall gehe man einen Schritt weitér. Allgemein erhilt man so 


(61) w(t) = 2g, (t) + Aw, (t) + Amy (t) +... + AP wp 2(t) +0), 












208 R. Iglisch. 


wo also w,(t) fir » = 1, 2,...,. — 2 mit P periodische normierte Lésung 
einer Gleichung 


(62) w, + f (z) w, = v+1 (2, Pr» W,, W,, eee @,—1) 


ist und angenommen wird, da8 fiir die GréBen 
P 

(63) L,=|F,g,dt=0 fir »=2,3,...,.n—1 
0 


gilt. v(t) geniigt dann einer Gleichung der Form 
(64) 6+ (z)vo = BG (t) — AF, (2, %,, W,, -.-, Wa—2) + O(A" +}, Av, v*) 


und ist mit P periodisch; dabei enthalt F, alle mit 4" multiplizierten 
Glieder der Taylorentwicklung von /(z-+ u)—/(z) mit dem (n+ 1)-ten 
Glied als Restglied. Sei jetzt 


P 
(65) L,= {F. yp, at + 0. 
0 


Eine notwendige Bedingung fiir die Lésbarkeit von (8) erhilt man wieder 
so: Sei v(t) eine kleine mit P periodische Lésung von (64); dann folgt 
durch Integration der aus (64) und (6) gebildeten Lagrangeschen Identitat 
(66) BB=L,#+O0(A*+}, dv, v’). 

Wahit man 4 so, daB u(0) = Ag, (0) + #w, (0) +...+ A*—? w,_ 2 (0) 
ist, mithin v(0) = 0, was bei ,(0) +0 sicher méglich ist, so folgt ge- 


nau wie zu Beginn von §2, daB v(t) = O(A") ist. Damit hat man als 
notwendige Bedingung nach (66) 


(67) 6B B= L,4* + O(4" +>). 
Wir lésen jetzt die in Hinblick auf (67) gebildete Gleichung 
(68) BB=L, 2. 


Ihre reelle Wurzel sei A, im Fall nm ungerade, bei geradem n tritt noch A, 
hinzu. Alle Schliisse, die ich jetzt ausgehend von A, mache, gelten bei ge- 
radem m auch, wenn man statt dessen von A, ausgeht. Wir setzen 
(69) u, (t) = A, , (t) + Ad w, () +... + AP? wa _ a (t) 
und tragen dies fiir u(t) in die linke Seite von (8) ein: 

- 1 ww 1 1 
(70) d,+f (z)u,+ sf" (Zui +... + im ipi fo—» (2) ut—* + = (2) ut 

=F, +0(a3+%), 

wo O(4"+") eine bekannte Funktion von ¢ ist. Unter Einfiihrung des 
von 1 nach 0 laufenden reellen Parameters + betrachten wir sodann (in 
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geringer Abinderung der in den vorigen Paragraphen geschilderten Uber- 
legungen) die Gleichungsschar 


(1) tf @)mt sh @uat+...+ 5 M@mu 
= (ATF, + 0 (a7+*)} + (1 — 1) BG (t) 
— = Affe + te) =f) —...— FP ou], 


die fiir t = 1 in (70) tibergeht. Die zugehérige homogene Gleichung hat 
die Form 
1 


(72) bet [PAM Cte +o + Goa ME 


+t! [** aut] Y = 0, 


wenn {(xz) etwa als (nm + 1)-mal stetig differenzierbar vorausgesetzt wird. 
— Wir wollen mit abnehmendem t unsere Lésung (69) stetig weiterver- 
folgen. Nehmen wir zunachst an, das lieBe sich machen; sei also u, (t) 
eine so durch Fortsetzung erhaltene mit P periodische Lésung von (71). 
Dann folgt mit den zu (67) fiihrenden Schliissen unter Beachtung von (68): 


(73) tte (t) = Ax gp, (t) + AP w, (t) +... + AP" waa (t) + (0), 
v, (0) =O =»,(P), %,(0) = 0, (P). 


Zunichst stimmt fiir tr = 1 (73) mit (69) tiberein, und es ist v, (¢t) = 9. 
Weiter folgt analog (67), wieder unter Beachtung von (68), 


(74) BB=L,2+0(H*'), v(t) =O(2%). 


Damit unsere Annahme der eindeutigen stetigen Fortsetzbarkeit von 1, (t) 
bei abnehmendem 1 bis t = 0 hin gerechtfertigt ist, brauchen wir in Hin- 
blick auf Kap. 1 nur noch zu zeigen, da8 jede mit P periodische Lésung 
y- (t) von (72) identisch verschwinden muB. 

Wir betrachten jetzt unter Beachtung von (62) neben (72) die Gleichung 


(75) @, + 2A, t, +3 AP wd, +... +(m— 1A? _g 
n—2 
—. 2 e+ A Frsi Pi» M1,» oery W,—1) &. 


Aus (72) folgt mit dem Ansatz 
yalt)=—%()+9,() mit %,(0) =0 = 4, (0) 
sofort ®,(t) = O(A,). Macht man dagegen den Ansatz 
Yer (t) = gp, (t) + 2A, w, (t) + BAP w, (t) +... + (m — 1) AP * wy () 


+9,(t), ,(0) =0 =@, (0), 
Mathematische Annalen. 114. 14 
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so heben sich bei der Subtraktidn von (72) und (75) alle Potenzen 4% 
bis einschlieBlich » = n — 2 hin fort, wie man durch Vergleich der mit 
jedem /(z):! multiplizierten Glieder sieht, wenn man die Formel 
(76) F(a, + 4,4 + e+ Gy Ae = w (a, + 4,44... +4, dey! 

(a, + 2a,4+...+ 0a, 2-*) 
beachtet; man findet also ®,(t)=O(4~*). Nach (74) ist dabei A, 
gleich 4, bis auf Glieder mindestens zweiter Ordnung, also kénnen wir 
statt O(2:) auch O(A{) schreiben. — Nun bilden wir mit einer beliebigen 
Lésung y,.(t) von (72) die Lagrangesche Identitét zwischen (72) und (6) 
und integrieren sie zwischen 0 und P: 
(77) [be(P) — ve (0)] y, (0) — [ye (P) — yx (0) 9, (0) 

P 





+ | Yr YP; [r’ (2) te -F -.. + Ea. e] dt = O(%). 


Wir wollen jetzt die Existenz einer positiven Zahl p, beweisen derart, 
da8 mindestens eine der beiden Zahlen | y, (P)—, (0)| oder | ¥, (P)— wp, (0)| 
groBer ist als p,|A,\"—'. — Jedenfalls ist y, (¢) wieder in der Form (30) 
darstellbar, und unsere Behauptung ist sicher richtig, solange 
\C,| > Const. |, |"~ 3 

ist. Im andern Fall kann man : 

(1) = 9, (+24 w(t) +... + (m— 1) AP wy_ 9) + O(/A |" 2) 
setzen. Geht man damit in (77) ein, so kommt vermdge (76) 

[ye (P) — pe (0)] 9, (0) — [ye (P) — ve (0)] &, (0) 


P n 
+ j Fi ZY AL * FP, (2, Py, Wy» «++, Wey) dt = OA, [*- ty. 


dies l48t sich umschreiben: 
(78) [be (P) — vx (0)] y, (0) — [ye (P) — ye (0)] o, (0) 
+ ZoL,k* = Olaf 4, 


woraus wegen L, = 0 fiir » = 2,...,.%—1 und LZ, +0 sofort unsere 
Behauptung folgt. — Wie in §1 ergibt sich jetzt, daB die in (48) an- 
geschriebene Determinante dem Betrage nach gréBer ist als p|A,|"~' mit 
passender positiver Zah] p, so daB also jede mit P periodische Lésung u,(t) 
von (71) wirklich einfache Lésung ist im Sinne von Kap. 1. Der Fort- 
setzungsproze8 l4Bt sich demnach bis t = 1 hin durchfiihren, so da8 wir 
in u,(t) eine Lésung von (8) erhalten. 

DaB es auBer dem eben gefundenen u,(¢) nicht noch eine zweite 
Lésung u(/) geben kann von der Form (61) mit 4~A,, ist schwerer zu 
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sehen als in den Fillen n = 2 und n= 3, da man bei Bildung der 
Differentialgleichung fiir u(t) — u,(¢) hier nicht mehr auf eine Gleichung 
kommt, deren homogener Teil die Form (72) besitzt. Man kann etwa so 
schlieBen: Man betrachte wieder die Gleichungsschar (71), indem man 
aber diesmal ausgeht von t = 0; und zwar setze man in diesem Falle fir 

= 0 die zweite eben erwaihnte Lésung u(t) ein. Jetzt betrachte man 
die stetige Anderung dieses u(t) bei wachsendem r. Fir t = 1 gelangt 
man wie friiher zu einer Lésung von (70), wo die rechte Seite eine be- 
kannte Funktion H (t) von ¢ ist; die erreichte Lésung fiir t = 1 braucht 
nun von vornberein nicht das alte u,(¢) zu sein. Sagen wir, wir kimen 
zu einer anderen Lésung u,(¢). Wire u,(t) = u, (t), so wiirde an Hand 
von (71) der jetzt wieder von t = 1 bis t = 0 hin gefiihrte Fortsetzungs- 
proze8 zeigen, daB auch u(t) = u,(¢) sein mu8. Wir brauchen also nur 
noch folgendes zu zeigen: Gleichung (70), die wir in der Form 


(79) i+ f(@ut...¢LOw = ae 


schreiben, kann auBer dem in (69) angeschriebenen wu, (¢) keine weiteren 
mit P periodischen Lisungen der Form 

Ug (0) = Au Py (t) + AB wy (t) + 0 FAL Was (0) + re (8), 0% (t) = O(|A, |") 
mit 4, ~A, besitzen. Jede solche Lésung wu, (t) wire wie friiher einfach. 
Daher kann es nur endlich viele solcher Lésungen w, (¢), u, (¢), . . ., u (t) geben; 
denn andernfalls miiBte fiir die nach dem Arzelaschen Prinzip existierende 
Haufungslésung die zu (79) gehérige homogene lineare Gleichung eine 
mit P periodische Lésung besitzen. Wir zeigen jetzt, daB alle 4, von- 
einander verschieden sein miissen. Wire etwa im Gegenteil 4, = A,, 80 
werden wir jetzt v,(é) = v,(t) zeigen, d.h. u,(t)=4u,(t). In der Tat 
geniigt w(t) = v,(t) — v,(t) gema&B (79) einer linearen Gleichung der Form 
+ [P02 +9") (4 — 29) + i aaah (2) (u,—9,)"—? +0(%)] w =0. 


(n 
Aus den an (72) angeschlossenen Uberlegungen folgt, daB w(t)=0 die 
einzige mit P periodische Lésung hiervon ist. — Nun geniigt A, der 
Gleichung (68) und z. B. A, gemaB (67) einer Gleichung 
B B= L, An + Cc An +8 
mit endlichem C. Unter Einfiihrung des reellen von 1 nach 2 laufenden 
Parameters o lésen wir jetzt die Gleichung 


PB=L,B—(1—o)Cat". 
Ersichtlich andert sich 4, monoton von A, nach A,. Wir setzen die mit P 
periodischen Funktionen 
ti, (t) = A, p, (t) + 23 w, (t) +... + A * was (t) — (1 — 0) 0, (0) 
14* 
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in die linke Seite von (79) ein; dann errechnet sich eine mit P periodische 
rechte Seite H,(t), so daB also gilt 


- f(z) nn 
(80) ti,+f(z)u,+...+ us = H, (t). 


Dabei ist H,(t) = H,(t) = H(t) und fiir jedes o ist 
P 
f Ho (t) o, (dt = L,% + 0(45**) +0. 


Wir lassen jetzt in (80) o von 1 nach 2 laufen und verfolgen gleichzeitig 
alle bei o = 1 bestehenden Lésungen u, (t) (x = 1, 2,...,k). Die zu (80) 
gehérende homogene lineare Gleichung hat nie eine mit P periodische 
Lésung, wie man analog wie bei (72) beweist. Daher kénnen wir nach 
Kap. 1 alle k Lésungen bis o = 2 hin fortsetzen; dort miissen sie sich 
abgesehen von der Reihenfolge wegen H,(t) = H, (t) reproduziert haben. 
Die Reihenfolge hat sich aber wirklich geaindert, da A, stetig in A, iiber- 
gegangen ist. Verfolgt man die A, bei diesem FortsetzungsprozeB — wir 
nennen sie A,,, um die Abhingigkeit von o auszudriicken —, so mu es 
also mindestens einen Wert o* zwischen 1 und 2 geben, dazu zwei ver- 
schiedene Indizes » und yw derart, daB A,.- = A, wird. Dann wire 
aber t, + (t) = tuo (t), also keine einfache Lésung, was unseren vorhin 
an die Gleichung (79) angeschlossenen Resultaten widerspricht, die 
natiirlich auch fiir die Gleichung (80) gelten. Damit ist der Eindeutig- 
keitsbeweis geliefert. 

Man hitte natiirlich auch die Eindeutigkeit der Lésung der analy- 
tischen Gleichung (79) aus der bekannten Theorie der nichtlinearen Inte- 
gralgleichungen iibernehmen kénnen; doch ware dies im Rahmen der hier 
vorgetragenen Uberlegungen auBerst unschén, da die bisher bekannte 
Theorie die Fiihrung eines Konvergenzbeweises erfordert. 

Das Resultat dieses Paragraphen ist folgender Satz: Ist B +0 und L,, 
die erste von Null verschiedene L-Grife, so besitzt Gleichung (8) bei un- 
geradem n und gentigend kleinem B genau eine kleine mit P periodische 
Lésung, bei geradem n zwei, falls sign 8 B= sign L, ist, keine, falls 
sign 6 B + sign L,, ausfalit. 


§ 4. 
In, +9, B= 0. 

Wir schlieBen jetzt wieder an die Untersuchungen des §1 an. Es 
verschwinde die in (11) definierte GréBe B, wahrend (12) noch Giiltigkeit 
besitzen soll. Nehmen wir zunichst wieder an, wir hitten eine kleine 
Lésung u(t) von (8). Dann kénnen wir zerlegen 
(81) u(t) = z(t) + w(?), 
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wo z(t) die durch z(0) = z(P) = u(0) = u(P) bestimmte mit P perio- 
dische Lésung von 
(82) é+ f'(z)z = BE) 
sein soll, was wieder bei g,(0)+0 méglich ist. w(t) geniigt dann der 
Gleichung 
(83) +f (z)w = — $f" (z(t) + Ou) (2+ vw), 

w(0)=O0=w(P), w(0) = w(P), 
wo 0 < @(t) = 1 gilt. Hieraus folgt zunichst wie friiher 
(84) w = 0 (2). 
Gleichung (83) hat dann und nur dann eine mit P periodische Lésung, 
wenn die rechte Seite zu —,(t) orthogonal ist. Ich setze 
(85) z(t) = 2, (t) + *9, (0), 
wenn z,(¢) etwa die durch z,(0) = 0 bestimmte mit P periodische Lésung 
von (82) bezeichnet, fiir die offenbar 
(86) 2, = O(8) 
gilt, und betrachte den Ausdruck 


P 
(87) ff’ @) @+* oy) 9,48, 


der eine quadratische Form in x ist. Mit den Abkiirzungen 


P P 


(8) a =F { P'(z)qgidt, b= st { f’" (2) 22 g, dt 


0 0 


schreibt sich (87) in der tiblichen Form 
(89) Q(x) = + 2ax+b 


mit den Wurzeln 
4,2=—-a@t Va*—6 
und dem fiir x = — a angenommenen Extremwert 
— a+b = 0(f"). 

Wir miissen zunichst noch feststellen, daB jede mit P periodische 
Lésung u(t) von (8) sicher kleiner ist als Const. |8|. Im anderen Fall 
ware namlich 

Max |u| = Max |2,+%*9,+| > K/|B| 
mit beliebig groBem K, es miiBte also wegen (84) und (86) |x| > R|p| 
gelten mit beliebig groBem R. Dann wire aber 


vs | 
(90) x | f" (a) pidt = 2eL, >2R* BP L, 
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und aus der integrierten Lagrangeschen Identitat zwischen (8) und (6) 
wiirde unter Beachtung von B = 0 folgen: 


P 
0 = fr'@ + @u)(z,+w+x 9) 9, dt, 


was infolge (90), (86) und (84) nicht angebt. 

Nach dieser Zwischenbemerkung kehren wir zur Betrachtung der 
quadratischen Form (89) zuriick. Da jetzt z-w = O(f*) ist, kann bei 
geniigend kleinem f die rechte Seite von (83) sicher nicht zu g, (¢) ortho- 
gonal sein. wenn die Form (89) oder (87) definit ist. 

Wir wollen jetzt den anderen Hauptfall weiter untersuchen, da8 
nimlich Q(x) = 0 zwei verschiedene reelle Wurzeln x, und x, besitzt. 
Wir werden zeigen, daS dann bei geniigend kleinem f Gleichung (8) 
genau zwei mit P periodische Lésungen besitzt. Dazu bilden wir mit 
den Wurzeln x, (vy = 1, 2) 

z= % + %, Py; 
U, = 2%, + W,, 
wo sich dann w, bestimmt aus der zu (23) analogen Gleichung 
(91) 0, + f' (2+2,)w, = — $f" (Z) 2? — $f" (@) w?, 
in der Z von w, unabhangig ist. Dazu kommt entsprechend (24) als 
Randbedingung 
(92) w,(0) = w,(P) w,(0) = w,(P). 

Analog (25) betrachte man die Gleichungsschar 
(93) ti + (L—a)f (2 +2), + eff (2+2+,) — fet) = —4/"(Bet 
unter den gleichen Randbedingungen. Fiir r = 1 geht (93) in (91) iiber. 
Die zugehérige homogene lineare Gleichung ist 
(94) Be + Uf (+2) +27" (at) we) ye = 0. 

Um nun zu zeigen, daB die zu (27) analoge Determinante dem Be- 
trage nach gréGer ist als p-|8| mit passendem positivem p, gehen wir 
genau wie dort vor. An die Stelle der Gleichung (29) tritt dabei die 
folgende: 

(95) 9, (0) [¥e(P) — He (0)] — , CO) Eye (P) — ye(0)] 
P 


= —Jf' @™*) (2) 9, Qdt+O, 

wenn zunichst w,(t) + O(f") angenommen wird. Wie friiher geniigt es, 

v(0) = ¢, (t) +0(V\B}) 2u betrachten. Dann wird die rechte Seite von (95) 
- fre 2 [zy + % P,]dt +0 (\Bl%2) = — 2L,(a+%,) +0 (|B |") 

= —2L,(+ Va? —b)+ O(/B|"). 


und setzen 
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Da Va* — 6 genau von der Ordnung f ist, folgt jetzt wie friiher das Be- 
stehen einer Gleichung der Art (27). DaB die Annahme w, (t) = 0(f*) 
berechtigt ist, zeigt man auch wieder genau wie friiher: Jede mit P 
periodische kleine Lésung von (93) geniigt einer solchen Abschitzung, 
genau wie dies friiher fiir jede mit P periodische Lésung v,(t) von (25) 
gezeigt wurde. — DaB es nicht mehr als diese zwei Lésungen gibt (fiir 
y= 1 und 2), folgt gleichfalls wie am Schlu8 von § 1. 

Der Fal] einer Doppelwurzel von Q(x) la8t sich in dieser Naherung 
so nicht weiter behandeln. Da jedenfalls in der Nachbarschaft von x(t) 
auch Doppellésungen vorhanden sein miissen, die die Gebiete mit zwei 
Lésungen von denen mit keiner Lésung trennen, kénnen diese ersichtlich 
fiir 8 + 0 héchstens zu den eben jetzt in Rede stehenden rechten Seiten 
G(t) gehéren; und zwar zu jedem solchen G(t), da man ja rechte Seiten 


P 
BG (t) + oF (t) mit j H (t) p, (t) dt + 0 betrachten kann, wo man bei um 


0 variierendem o von Gebieten mit zwei Lésungen zu solchen mit keiner 
Lésung gelangen kann. 

In dhnlicher Weise 14B8t sich auch der Fall L, +0, B= 0 noch 
weiter diskutieren, doch ist dies von geringerem Interesse. 


§ 5. 
Weitergehende Niherungen. 


Kehren wir etwa zu den Uberlegungen des § 3 zuriick. Im Falle, da8 
L,, die erste nicht verschwindende L-GréBe ist und B nicht Null ist, er- 
hie!ten wir in (69) mit A, als Wurzel von (68) einen mit P periodischen 
Ausdruck u, (t), der als Naherungslésung fiir die gesuchte Lésung von (8) 
anzusprechen ist in folgendem Sinn: Bildet man die Lagrangesche Iden- 
titét zwischen (8), wo u(t) = u, (t) gesetzt wird, und (6) mit p(t) = 9, (0), 
subtrahiert und integriert zwischen 0 und P, so heben sich in der er- 
scheinenden Gleichung — der sog. Verzweigungsgleichung — alle Po- 
tenzen A* identisch heraus bis einschlieBlich y = n — 1 hin, die n-te ver- 
mége der Gleichung (68). Das Gleiche tritt aber auch ein, wenn man 
A, ersetzt durch eine Wurzel A von (67). Es ist also tatsichlich u(t) 
erst angenahert bis auf einen Fehler von der GréBe des Unterschiedes 
zwischen A und A,, also von der Ordnung 4}. Es fragt sich nun, ob 
man eine bessere Anniherung an das wirkliche u(t) erzielen kann, wenn 
man von f(z) weitere Differentialquotienten als existierend und stetig vor- 
aussetzt. Das ist in der Tat so. 

Wir bestimmen zu diesem Zweck z,(t) als mit P periodische nor- 
mierte Lésung von L 
(96) tn +f (2) tq = — Fy (2, Py, Wy» +++» War) + HE (d). 
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Dies ist méglich, da die rechte Seite zu gy, (¢) orthogonal ist. Dann setze 

man statt (61) an 

(97) w(t) = Ag, ()+ Aw, (t)+ ... + A -' w,_2(t) + 2, + 0(0); 

A bestimmen wir wieder so, daB v(0) = 0 ausfillt. Das mit P periodische 

v(t) geniigt dann einer Gleichung der Form 

‘ L,, 

(98) vo+f (z)v = (e- Zr)aw | Anti Fa+.(2, Pi, W,, ery Wn — 2, 2%) 
+ O(A* +4, Av, vo), 

wo F,,, alle mit 4*+1 multiplizierten Glieder der Taylorentwicklung 


von f{(z+u)—/f(z) mit dem (n-+ 2)-ten Glied als Restglied enthilt. 
Analog (65) definieren wir 


P 
(99) Ins1 = J Favs tidt 
Als notwendige Bedingung fiir die Existenz einer mit P periodischen 
Lésung von (8) ergibt sich dann analog (66) 
BB = Li + Ln4,A*** + O(a +, do, v4), 
die wie friiher in der Form 
(100) BB= L, * + Ly 4, a*+1+0(4"*?) 
schreibbar ist; auBerdem ist v(t) = O(A*+*); dabei hat man zu beachten, 
da8 ja in (98) B—ta 








= O(A" +1, Av, v*) ist. 
Wir lésen nun umgekehrt statt (100) die Gleichung 


(101) BB= La +In4, at? 
und setzen statt (69) 


(102) 4, (t) = A, g, (0) + AP wm, (t) +... + AB ona (+ A (0. 


Nun machen wir die gleichen Uberlegungen, die sich an (69) an- 
schlossen. Im Gleichungssystem (71) werden wir die Taylorentwicklung ein 
Glied héher treiben; die eindeutige Fortsetzbarkeit unseres u, (¢) mit stetig 
sich anderndem rt beweisen wir jedoch genau wie friiher, wir brauchen 
also z. B. in Formel (75) keine neuen Summanden hinzuzunehmen. Auf 
diese Weise finden wir, daB unser u,(¢) aus (102) mit P periodische 
Naherungslésung zu u(t) ist in folgendem Sinn: In der Verzweigungs- 
gleichung heben sich alle Potenzen 4 identisch heraus bis einschlieBlich 
y=n-—l, die n-te und (n+ 1)-te vermége (101) bzw. (100). Da sich 
aber eine Wurzel von (100) von der entsprechenden Wurzel A, von (101) 
héchstens um einen Betrag der Ordnung 4} unterscheidet, ist also un- 
sere Naherung (102) um eine Ordnung genauer als die Naherung (69). 
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Jetzt ist sofort zu sehen, wie die naichste Naherung zu erreichen ist, 
die nur einen Fehler der Ordnung 4 aufweist. Man verstehe unter 
Zn +1(t) die normierte mit P periodische Lésung von 





a ‘ ; 
(103) Enti tl (t) me. = —Paiit B G (t) 
und setze statt (102) 


(104) u, (¢) = A, p, (t) + AP w, (t) +... + AP? wa_s (t) + AP z, (t) 


+ Ast tan4; (t), 
wo A, Wurzel der Gleichung 


(105) BB= L, Ae + Ly 4, AP t' + Day Mt? 


ist. In gleicher Weise kann man die Naherungen noch weiter treiben. 

Wir schlieBen dieses Kapitel mit folgender Bemerkung: Das ge- 
schilderte Verfahren erlaubt die naherungsweise Konstruktion der zu z(t) 
benachbarten mit P periodischen Lésungen y(t) von (4), sofern f(y) ge- 
niigend oft differenzierbar ist. Ist z.B. /(y) genau n-mal differenzierbar 
und verschwinden fiir eine bekannte Ausgangslésung z(t) die GréBen L,, 
L,, ..., Z,, 80 kann auf dem eingeschlagenen Wege iiberhaupt keine Aus- 
sage gemacht werden. Die Verhiltnisse liegen hier genau so, wie étwa 
beim Problem der Bestimmung der Extremwerte einer Funktion / (z) 
unter Heranziehung der sukzessiven Ableitungen. 


3. Kapitel. 
Der Resonanzfall; zweifacher Eigenwert. 

Gleichung (6) habe eine zweiparametrige Schar mit P periodischer 
Lésungen. g, (t) und g,(t) seien zwei normierte orthogonale unter diesen. 
u(t) sei eine mit P periodische kleine Lésung von (8). Integration der 
aus (8) und (6) gebildeten Lagrangeschen Identitat liefert mit der Ab- 
kiirzung 


P 
(106) B, = {G9 () dt (u = 1, 2) 
die beiden Gleichungen 


P 
(107) BB, = 4 f f(z) + OMul) wy, (at (u = 1, 2). 


Wir setzen nun 


(108) u(t) = A, 9, (0) +4, mt) + (0), 
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wo iiber 4, und A, spiter passend verfiigt werden wird"). Setzt man 
noch /(z) etwa als dreimal stetig differenzierbar voraus, so schreiben 
sich die Gleichungen (107) in der Form 

(109) BB, = Qu (Ay 4) + 9(2, do, 0°) (u = 1,2), 
wo z. B. O(4*) bedeutet, daB dort ein Ausdruck dritter Ordnung in 4, 
und A, steht, usw.; dabei ist Y,(A,,4,) die in 4, und A, homogene 
quadratische Form 


P 
(110) Qu (Arg) = 4 ff’ (2) (Ap, + As Ga)? (dt 


Je nach dem Verhalten dieser quadratischen Formen unterscheidet sich 
die Diskussion. Wir wollen diese nur unter der zu (11) analogen Bedingung 
durchfiihren, das nicht beide GréBen B, in (106) verschwinden. Durch 
Wahl von ¢, und g, kénnen wir dann erreichen: 
(111) B, + 0, B, = 0. 
I. Q, (4,,4,) sei eine definite Form in A, und 4,, die also nur fiir 
A, = 4, =0 verschwindet. Dann wihlen wir A, und 4A, so, daB mit 
4, P(t) + Ay %s(t) = Ango(t) gilt u(0) = 4,9, (0) und u(0) = 4, gy, (0); 
Y(t) sei dabei normiert. Die beiden Gleichungen (109) lauten dann 
(112) BB, = LY 2} +0, (A3, A, v, v*), 
0 = La: +0, (A3, A, v,; v*) 
mit der Abkiirzung 
P 
(113) Ly = 4 ff" (2) 9 Oe, (dt (u = 1,2). 
0 


Genau wie in Kap. 2, §1 folgt jetzt v(t) = O(A?); bei der Ableitung 
dieser Beziehung fndert sich nur Gleichung (18) um in die einfachere 
Beziehung v(t) = v,(t), wo v,(t) die frithere Bedeutung hat. Die 
Gleichungen (112) erhalten mithin die Form 
BB, = LY 2* +0, (23), 

0 = Ly A} +0, (A). 
Da LY + 0 ist, ist die letzte Gleichung widersinnig; es kann also in 
unserem betrachteten Fall keine mit P periodische Lésung geben. 

II. Ist nun LY eine indefinite quadratische Form (Diskriminante > 0), 

so gibt es, abgesehen vom Vorzeichen, genau zwei voneinander verschiedene 
normierte Eigenfunktionen ¢,,(¢) und ¢,,(¢) von (6), die LZ zum Ver- 


(114) 


11) Vgl. hierzu auch: R. Iglisch, Zur Theorie der reellen Verzweigungen von 
Lésungen nichtlinearer Integralgleichungen, Journ. f. d. reine und angew. Math. 
164 (1931), 8. 151—172. 
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schwinden bringen. Ich betrachte nur 9,,(¢) weiter, fiir y,,(t) verlauft 
die Betrachtung analog. 

Wir wollen jetzt annehmen, daB der in (113) definierte Ausdruck Li 
nicht verschwindet, wenn an Stelle von gy, (¢) unser 9, , (¢) eingesetzt wird. 
Wir nehmen wieder die Existenz einer mit P periodischen Lésung » (t) 
von (8) an. Machen wir wieder den Ansatz (108), wo A, und A, durch 
A, 9: (0) + Ay (0) = «(0) und 2,g,(0) + 4,9(0) = (0) bestimmt 
ist, und setzen wir dies A, y, (t) + A, 9, (t) = 4, y(t), so folgt genau wie 
friiher v(t) = O(A3), und die zweite Gleichung (112) kann nur erfiillt sein, 
wenn 9, (t) = 9, ,(t) ist mit » = 1 oder 2. Wir rechnen, wie schon oben 
bemerkt, jetzt mit g,(t) = 9,, (¢) weiter. Gilt fiir das damit nach (113) 
gebildete LY) sign LY) + signf B,, so kann Gleichung (8) keine Lésung 
der Form u(t) = A,¢,, (t) + O(A3) besitzen. 

Jetzt der Fall sign L{) = sign f B,. Wir bestimmen dann A, aus 
der in Hinblick auf die erste Gleichung (114) gebildeten Gleichung 


(115) BB, = LY As. 
Diese besitzt zwei reelle Wurzeln A,, und A,,, von denen wir nur die erste 
weiter betrachten wollen; die Behandlung der anderen verliuft analog. 
Unter Verwendung dieses A,, ist in dem Ansatz A, ,(t) + 4, 9, (t) = 4), P(t) 
auch die linke Seite véllig bestimmt, die wir jetzt in (108) verwenden. 
Damit dieses u(t) der Gleichung (8) geniigt, mu8 v(t) mit P periodische 
Lésung sein von 
(116) i+ f(e+u)—f(e+4, 9, +, o) 
+ f(z+ 4,9, + 4,9.) — f(z) = BE(d, 

d. h. von 
(117) 0+ f' (7+ Ay, M)¥ = BE (t) — 37" (2) A, — df" (@)e*, 
wo /’(Z) von v(t) unabhingig ist. 

Unter Einfiihrung des reellen von 0 nach 1 laufenden Parameters t 
untersuchen wir statt dessen die Gleichungsschar 


(118) + (1 — t)f (@ + Ags po) M+ TUF (@ + Ags Po + Me) 
— f(a +A, go)) = BE(t) — $f" (2) 23, o 

auf mit P periodische kleine Lésungen. Fiir t = 1 geht (118) in (116) 
liber, so daB v, (t) = v(t) wird. Die zugehérige homogene lineare Gleichung 
lautet 

(119) Pe + (P(e + Ag, Me) + Tf” (2*) or} ye = 0. 

Wir wollen zunichst annehmen, da8 |v,| < Const. A?, ist, was sich spiter 
herauastellen wird. Sei y,,(¢) und yrs(t) das durch y,,(0) = g,(9), 
¥-,(0) = @,(0) (» = 1,2) bestimmte Fundamentalsystem von Lésungen 
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von (119). Dann wollen wir wieder die Giiltigkeit einer Forme) (27) 
(mit A,, statt A,) sicherstellen. 

Wie in Kap. 2,§1 folgt sofort, daB | y,,(t) — ,(t)| <= Const. |A,,| 
gilt. Sei y,(¢) irgendeine (annahernd) normierte Lésung von (119). Dann 
sind wir wie friiher fertig, wenn wir die Existenz einer positiven Zahl p, 
sicherstellen derart, da8 mindestens eine der beiden Zahlen |y,(P} — y,(0)| 
oder |y.(P) — y,(0)| gréBer ist als p,|A,,|. Dazu bilden wir die 
Lagrangesche Identitét aus (119) und (6) und integrieren: 


(120) (0) [yx (P) — pe (0)] — 9 (0) [ye (P) — ye (0)] 
P 
= — Agi ff" (e**) yet) oH) p(t) dt + 0(A3,). 


Nun gilt wieder die Darstellung (30). Es mu8 also nur noch gezeigt 
werden, da8 mit einer positiven Konstanten p, 


P 
(121) if I’ (x) (C, P, (t) + Cy py (t)) (a, @, (t) + ay Ms (t)) p(t) dt| > p, 


erreicht werden kann mit passender normierter Lésung g(t) von (6); 
dabei ist ¢,(t) = a, p, (t) +a, p,(t) gesetzt worden und C, und C, sind nur 
der Bedingung C? + C?~ 1 unterworfen. Wahlt man g(t) = 9, (t), so 
wird die linke Seite von (121) gleich 2|C,||Z{)| + 0. Wir brauchen also 
nur noch den Fall eines kleinen |C,| zu untersuchen. Wir wollen an- 
nehmen, da8 fiir jedes p(t) (121) mit dem Kleinerzeichen gilt bei beliebig 
kleinem p,. Fiir y(t) = 9, (t) (vy = 1,2) wiirden sich dann bei kleinem p, 
und kleinem C, zwei Gleichungen der folgenden Art ergeben: 


P P 
Ca, j I" (2) @, piadt + C,a, j f(z) pip, dt = &,, 
(122) fs . 


P P 
C,a, { f" (2) pg, dt + C,a, | f’ (2) gp dt = ey, 


wo e, und e«, mit p, und C, beliebig klein ausfallen. Da die Deter- 
minante dieses Gleichungssystems die (negative) Diskriminante von L{”, 
mithin von Null verschieden ist, miissen auch C,a, und C,a, beide beliebig 
klein werden; das liefert einen Widerspruch, da sowohl C, g, (t) + C, 9, (t) 
als auch a, ¢, (t) + a, y, (t) (annaihernd) normiert sein sollten. (121) mu8 
also mit endlichem p, zu Recht bestehen. 

Wir miissen jetzt noch den Beweis dafiir nachtragen, daB jede mit P 
periodische kleine Lésung v, von (118) dem Betrage nach kieiner ist als 
Const. A3,. Dazu schreiben wir (118) in der Form 


(123) He +f (e+ dys Ge) % = BE) — $f" (BAB, 92 — TP" Bet. 
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Indem wir rechts das als bekannt angenommene v, einsetzen, kénnen 
wir (123) als lineare inhomogene Differentialgleichung fiir v, auffassen. 
Bezeichnet v7 (t) die durch vf(0) = 0 = #7(0) bestimmte Lésung von 
(123), so ist diese und ihre Ableitung gleich O(A},,v2). Ferner ist 
(124) u(t) = F(t) + ©, [9, (t) + O(A,,)] + ey [oy () +0 (A,,)). 


Die Lagrangesche Identitét aus (123) und (6) liefert das Bestehen der 
beiden Gleichungen 


P 
(125) dys | f" (2) repo prdt = O(a, v2) (» = 1,2), 


P 

wobei neben (115) beachtet wurde, daB Le) = 0 = j G (t) g, (t) dt ist. Tragt 

man hier (124) ein, so folgt, indem man in (125) %. = @, einfiihrt, wie 
v? 

im Anschlu8 an (121), daB c, = O (Ayes, Az, Agi Ur, ic) sein mu8. Dar- 
01 


auf liefert die an (122) angeschlossene Uberlegung c, = O (23, » Aes Ve, r)- 

Es gilt also schlieBlich P 
ve(t) = O(A8,, dys Pe, =): 

Wie im Anschlu8 an (33) folgt nun endlich v,(t) = O(A},). 

Damit kénnen wir wie in Kap. 2, §1 in (118) unsere fiir t = 0 be- 
kannte, allein durch A,, bestimmte Lésung v,(t) mit wachsendem t bis 
t = 1 hin stetig fortsetzen, so daB wir zu einer Lésung von (117) bzw. 
(116) gelangen. DaB es nicht mehr als eine mit P periodische Lésung 
von (8) von der Form u(t) = A,, y(t) -+0(A3;) geben kann, folgt genau 
wie am Schlu8 von Kap. 2, §1. 

Wir notieren folgenden durch vorstehende Untersuchungen gedeckten 
Satz, wobei wir mit g,,(t) (v= 1, 2) die beiden normierten Eigen- 
funktionen von (6) bezeichnen, die L® zam Verschwinden bringen, und 
mit L$) die nach (113) zu bildenden GréBen L}?, wenn man 9, (t) = 9,, (t) 
eintrigt: Sind LY) und LY) von Null verschieden, so gibt es im Falle 
sign LY) = sign LG) = — sign B keine reelle mit P periodische Lisung 
von (8), bet sign ih) = sign LQ) = signfB B vier Lésungen, bei 
sign If) + sign Lg) 2wei Léeungen. 

ITI. Was geschieht nun in dem Fall, daB etwa die unter II mit L() 
bezeichnete GréBe verschwindet, waihrend die Form Lf) wieder als in- 
definit vorausgesetzt wird? Wegen L?)=0 ist /’(z) g(t) m 9, (0) 
orthogonal; da aber g,(t) so gewahlt ist, daB LY = 0 (vgl. (113)) ist, 
ist diese Funktion auch zu 9, « orthogonal. Wir kénnen also das 
Randwertproblem 


0, +f’ (z)w, = —43/"(z) git), w,(0) = w,(P), (0) = w, (P) 
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lésen; w,(t) sei normierte Lésung davon; w, (¢) ist dann nur bis auf eine 
Eigenfunktion von (6) bestimmt, enthilt also einen Parameter. Dann 
machen wir statt (108) analog (35) den Ansatz 

(126) u(t) = A, g(t) + Aw, (t) + (0), 

gehen in den Gleichungen (112) bis zu den Gliedern dritter Ordnung in A, 
und haben nun analoge Untersuchungen mit (inhomogenen) Formen dritten 
statt zweiten Grades durchzufiihren. Da die allgemeine Untersuchung 
hier zu weitschweifig wird, soll dies nicht weiter durchgefiihrt werden. 
In einem konkret vorliegenden Fall wird man natiirlich stets die Ent- 
scheidung tiber die Lésungsanzahlen treffen kénnen, wobei man aber 
eventuell noch héhere Potenzen von A, beriicksichtigen muB. 

IV. Wenn wir uns in der Diskussion auf Glieder zweiter Ordoung 
in A, beschrinken wollen, bleibt zunichst noch der Fall, daB die Dis- 
kriminante von LY verschwindet, ohne da8 diese Form identisch Null 
ist. Dann gibt es, abgesehen vom Vorzeichen, genau eine normierte 
Eigenfunktion ,(¢) von (6), die LY zum Verschwinden bringt. Ist die 
zugehérige GréBe LY gleich Null, so hat man wie unter III zu Gliedern 
dritter Ordnung in A, aufzusteigen. Bleibt also nur noch der Fall Ly + 0 
zu erledigen. Ist sign LY + sign B,, so gibt es wie unter II keine 
mit P periodische kleine Lésung u(t) von (8). Bleibt also noch der Fall 
sign LY) = sign B B,. In diesem Falle bestimmen wir 4, aus der analog 
(115) zu bildenden Gleichung 
(127) BB, = RLY. 

Diese besitzt zwei Wirzeln A,, und 4,, = —A,,. Wieder machen wir 
zunachst den Ansatz 


(128) u, (t) = Ao» Po (¢) +, (t) (» = 1, 2), 


wo wie friiher v,(¢) = O(A4},) ausfallt. Jetzt bestimmen wir w, (t) als 
mit P periodische normierte Lésung von 


(129) i+ f (am, = Fam — Fre) 9 


w, (t) ist wieder nur bis auf eine Eigenfunktion von (6) bestimmt, ent- 
halt also einen Parameter. Nun machen wir statt (128) den zu (126) 
analogen Ansatz 
(130) u, (t) = Ay» Po (t) + My uv, (t) + », (¢) (vy = 1,2) 
und haben genau wie in III zu den Gliedern dritter Ordnung aufzusteigen, 
was hier nicht weiter durchgefiihrt sei. 

V. Verschwindet endlich LY) identisch, so reduziert sich 


P 
(131) LY = $f" (2) 3 (dt. 
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Verschwindet auch diese GréBe, so hat man wie unter III die Glieder dritter 
Ordnung heranzuziehen. Ist der Ausdruck (131) nicht Null, so hat man 
zunachst wieder Gleichung (127) zu lésen. Im Fealle sign L® + sign f B, 
ist dies nicht méglich; es gibt also keine mit P periodischen Lésungen 
von (8). Im anderen Fall seien die beiden nur durchs Vorzeichen unter- 
schiedenen Liésungen von (127) wieder mit 4,,(» = 1,2) bezeichnet. Man 
mache analog (130) den Ansatz 

(132) ty (t) = Av p (t, T) + A, w, (E, t, 0) + 9, (2). 

Dabei bedeutet g (t,t) irgendeine normierte Eigenlésung von (6), die also 
einen willkiirlichen Parameter t enthilt; w,(t,t,c) ist dann periodische 
normierte Lésung von (129), wenn man darin auf der rechten Seite 9, (t) 
durch (t,t) ersetzt; sie enthalt einen neuen Parameter o. Mit dem 
Ansatz (132) hat man jetzt bis zu den Gliedern dritter Ordnung in den 
Gleichungen (112) aufzusteigen. 


4. Kapitel. 


Schwingungen mit Geschwindigkeitsdampfung. 

Wir betrachten in diesem Kapitel noch kurz die allgemeinere Glei- 
chung (5). Sei also z(t) mit P periodische Lésung von 
(133) &+ f(z, %) = g(t). 
Dann suchen wir mit P periodische zu z(t) benachbarte Lésungen y(t) 
von (5). Die zu (133) gehérende homogene lineare Differentialgleichung 
lautet jetzt mit den Abkiirzungen 
(134) SL (a, @) =a), 24 (a, 2) = bi) 
(135) Pt+alt)he+bihe =0. 

I. Wir wollen einige vorbereitende Betrachtungen voranschicken iiber 
die Gleichung 
(136) £+a(t)z+5(t)z = F(i), 
wo F(t) mit P periodisch sein mége. Wie iiblich folgt auch hier, daB 
(136) eine eindeutig bestimmte mit P periodische Lésung z(t) besitzt, 
falis (135) keine nicht identisch verschwindende mit P periodische Lésung 9 (¢) 
aufweist. Bleibt also noch der Fall zu erledigen, daB (135) eine oder 
zwei linear unabhingige mit P periodische Lésungen 9, (t), bzw. 9, (t) 
und g,(t) besitzt. Wir wollen zeigen"): (136) hat dann und nur dann 
eine (bis auf eine additive Eigenfunktion bestimmte) mit P periodische 
Lésung, wenn » 
(137) [porate =0 

0 


#2) Vgl. auch § 3 der in Anmerkung 7) genannten Arbeit. 
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ist, wobei g(t) eine gleich noch anzugebende Eigenfunktion von (135) 
ist und 
fomat 
(138) p(t) =e° 
Sind gy, (t) und g,(t) unabhiangige mit P periodische Lésungen von (135), 
so mu8 (137) fir pg = gy, und g = g, gelten. Ist nur ¢,(¢) mit P 
periodisch, so hat man zu setzen 
(139) p(t) = Const. (p,(¢)[p,(P)(¢4(P) — s()) — 9, (P) (%a(P) — 92(0))) 
— i ()[Gs(P)(.(P) — %5(0)).— %3(P)(%a(P) — $2(0)))}- 

Beide eckigen Klammern kénnen offenbar nicht zugleich verschwinden. 

Sei etwa z, (t) die durch z, (0) = 0 = z, (0) bestimmte Lésung von (136). 
Dann gilt 
(140) 2(t) = z(t) + C, 9,1) + C, 9, (0), 
wenn unter q,(¢) und ¢,(¢t) ein Fundamentalsystem von Lésungen von (135) 
verstanden wird. Efrfiillung der Periodizitaétsbedingungen bedeutet 


Ci[e.(P) — 9, (0)] + Cr(¢.(P) — %.(0)] = —%(P). 
C,[91(P) — 9, (0)] + Crlpa(P) — 93(0)] = — 4 (P). 
Diese Gleichungen fiir C, und C, sind dann und nur dann lésbar, wenn 
der Rang der Koeffizientenmatrix gleich dem Rang der durch die Spalte 
der rechten Seite erweiterten Matrix ist. 

Wir bilden zu dieser Untersuchung die Lagrangesche Identitaét aus 
(136) mit z(t) = 2,(¢) und (135), multiplizieren sie mit p(t) und inte- 
grieren von 0 bis P: 


(141) 


Stary 


P P 
| P(ésg — Ga) dt+ | pb(z,p — 2% o)dt = | pF pdt. 
0 0 
Wendet man auf das erste Glied Produktintegration an und beachtet die 
aus (138) folgende Beziehung 
p—bp=0, 
so erscheint 


P 
P(e —~%) |, = | pF pat 
0 
oder schlieBlich 


(142) [44(P) 9 (P) — 9.(P)2(P)] = —e 


pF) pF o,dit = A, (v = 1, 2). 


ie La) 


Sind nun g,(¢) und g,(t) mit P periodisch, so ist zur Lésbarkeit 
von (141) hinreichend und notwendig, daB z,(P) = 0 = z,(P) ausfallt. 
Da D= — 9,(P) 9,(P) + o,(P) @,(P) + 0 die Koeffizientendeterminante 
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des Gleichungssystems (142) ist, ist dies aber gerade mit der Giiltigkeit 
von (137) fir g = 9, und » = g, gleichbedeutend. 

Ist nur ¢,(t) mit P periodisch, nicht aber ,(t), so ist die hin- 
reichende und notwendige Bedingung zur Lésbarkeit von (141) 


| P3(P) — —, (0) 2 (P) ns 
as) oP) — 9.00) @(P)| = ° 
Aus (142) folgt aber 


1{A, e(P)|  ; ee | A, 9,(P)|_ 
D\A,%(P)\’ ° D\A, 9,(P) 

Die linker Hand in (143) angeschriebene Determinante wird also bis auf 
1 


den Faktor — D 


z,(P) = 








2(P) — 9, (0) A, 9,(P) — A, ,(P)|_ 
P3(P)— (0) A, 9,(P)— A,9,(P) 
Dies verschwindet fiir 

A, _ 9 (P) (2 (P) — 93 (0))— 91 (P) [ea (P) — & (0)) 


A, ~~ a (P) C92 (P)— 2 O)] — v2 (P) 12 (P) — 2 (0)) * 
Das bedeutet aber gerade das Erfiilltsein von (137) mit g(t) aus (139). 

II. Im Nichtresonanzfall, wenn also (135) keine mit P periodische 
Lésung besitzt, folgt Existenz und Eindeutigkeit einer mit P periodischen, 
zu z(t) benachbarten Lésung y(t) von (5) in gleicher Weise, wie dies 
friiher im 1. Kap. geschah. 

III. Besitzt (135) genau eine (bis aufs Vorzeichen bestimmte) nor- 
mierte mit P periodische Lésung, so iibertragen sich die Ausfiihrungen 
des 2. Kap. mit wenigen kleinen Abanderungen. An Stelle von (11) sei 
der Ausdruck 








P 
(144) [Gp (dt = B+ 0, 

0 
wo g(t) die in (139) bestimmte Lésung von (135) sei. Macht man 
wieder den Ansatz (7), so tritt an die Stelle von (8) 
(145) i+f(e+u,#+u)—f (2, #) = BE) 
oder 
(146) ti+au+ bu 

= BG (t)—4[fe2(Z, zu? + 2fez(%, Z) uu + f;2(Z, Z) a). 

Definiert man 


‘ 
(147) Ly = Bf [fee (2, %) gp? + 2fex(z, 2) gy, 
+ fz(z, 2) pi) pd) y (dt 
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und ist L, + 0, so gelangt man genau wie friiher mit dem Ansatz (14), 
(15) zu der notwendigen Bedingung (19) fiir das Bestehen einer kleinen 
mit P periodischen Lésung u(t) von (145), falls etwa fir f(y, ¥) — f(z, 2) 
die Taylorentwicklung mit dem dritten Glied als Restglied méglich ist. 
Auch der an Gleichung (20) ankniipfende Existenzbeweis verliuft genau 
wie in Kap. 2, § 1; man mu8 nur immer darauf achten, daB bei Bildung 
der Lagrangeschen Identitét das schon vorhin erwahnte g(t) als Lésung 
von (135) herangezogen wird und daB man vor der Integration mit p(t) 
zu multiplizieren hat. So tibertragen sich alle Uberlegungen und Ergeb- 
nisse von Kap. 2, §1. — Im gleicher Weise verhilt es sich nun mit den 
iibrigen Paragraphen des zweiten Kapitels. Ist zB. die in (147) defi- 
nierte GréBe L, gleich Null, so ist die analog (34) aufgestellte Gleichung 
(148) 0, +aw, + bw, 


= —t[fre(z, ) go? + 2fez(z, Z) yp, P, + fez (2, Z) gp?) 

lésbar durch eine mit P periodische Funktion w,(t); man macht den 
Ansatz (35) und gelangt unter Heranziehung der Glieder dritter Ordnung 
in der Taylorentwicklung von /(y, y)—/(z, 2) zu einer GréBe L, usw. 

IV. Die Uberlegungen des dritten Kapitels andern sich prinzipiell 
iiberhaupt nicht; nur mu8 man die Lagrangesche Identitét vor der Inte- 
gration stets mit p(t) multiplizieren. Ausschlaggebend sind wieder qua- 
dratische Formen (oder solche héherer Ordnung) wie die Form (110), in 
denen nur in die Koeffizienten auBer gy, und g, noch g, und 9, 
eingehen. 


(Eingegangen am 21. 10. 1936.) 























Uber Kreise und Kugeln im Riemannschen Raum. 


Von 


Ernst Tschech in Graz (Osterreich). 


Auf die von W. Blaschke aufgeworfene Frage: ,,Wie mu8 ein Raum 
mit Riemannscher MaSbestimmung beschaffen sein, damit sich in ihm 
simtliche Raumkurven mit konstanter Kriimmung und verschwindender 
Windung, kurz die ,Kriimmungskreise‘ schlieBen?“ fand B. Baule’) als 
notwendige Bedingung zunichst das identische Verschwinden der kovari- 
anten Ableitung des Riemannschen Kriimmungstensors. Daraus wiederum 
lieB sich ersehen, daB zwei Méglichkeiten existieren. Entweder der Raum 
ist in einer Richtung eben, senkrecht dazu aber konstant gekriimmt, er 
hat also zylindrische Struktur, oder es liegt ein Raum konstanter Kriim- 
mung vor, seine Geometrie ist euklidisch oder nichteuklidisch. 

Im folgenden soll nun bewiesen werden, daB der zweite Fall eintritt, 
daB der Raum mit Riemannscher MaSbestimmung, in dem die Kriim- 
mungskreise simtlich geschlossen sind, notwendig ein Raum konstanter 
Kriimmung sein muB. 

In einem Riemannschen Raum, dessen Metrik durch eine positiv- 
definite quadratische Differentialform 
(1) ' d#® = 2q,,d2z,d2, 
festgelegt ist, sind die Kriimmung — und die Windung — einer Raum- 
kurve 

x, = &,(8) 
vermittels der Formeln zu berechnen: 
1 
e 
* 


‘ie 


(2) 5 


-4) 
D, 
D,, D, und D, bedeuten die ein-, zwei- und dreireihige Determinante 
links oben in der Matrix 





(1,1) (1,2) (1,3) 
(2,1) (2,2) (2,38) 
(3,1) (3,2) (3,3) 
1) B. Baule, Uber Kreise und Kugeln im Riemannschen Raum II, Math. An- 
nalen 84, 8S. 202. 
2) W. Blaschke, Frenets Formeln fir den Raum von Riemann, Math. Zeitechr. 6. 
15* 


(3) D= 
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Darin ist mit (r,s) das skalare Produkt der Vektoren &(r) und &(s) be- 
zeichnet, also 
(r,s) = ZGinéin Ei. 

€(r) und &(s) sind Vektoren, die durch (r — 1)- bzw. (s — 1)-malige ko- 
variante Ableitung aus dem Tangentenvektor 

: dz, 
(4) § i _ -— 
entstehen. Es ist also 


ae 

a (1) yi r 

@ => a + pe PP Fy &a> 
8 r,8 





(5) si 
i d Fo) i pr pe 
bis) — a ry + alse § (2) Fis. 
Die GréBen J sind die ,,Christoffelschen Dreiindizessymbole“: 
| {" ‘| 
oes a ° 
Zur Beantwortung der eingangs gestellten Frage sollen einerseits 


Riemannsche Normalkoordinaten, andererseits geoditische Polarkoordinaten 
verwendet werden. 


Das Quadrat des Bogenelementes 
ds? = Ygydzdz, 
l48t sich immer so transformieren, daB es fiir irgendeinen, ins Auge ge- 
faBten Punkt O des Raumes die Form hat 
ds* = Jdz}. 


Dann ist in einem solchen Punkt O ein orthogonales Dreibein (bzw. 
n-Bein) festgelegt. Jeder Punkt P des Raumes wird nun in bezug auf 
dieses orthogonale Dreibein durch seine geoditische Entfefnung r von O 
und durch die Richtung der durch O und P gehenden geoditischen Linie 
bestimmt. Die Riemannschen Normalkoordinaten y,, sind dann 


dz. 
=F (=2). 


d 
worin (>) die Richtungskosinus im Punkte 0 bedeuten. Bei Zugrunde- 
0 


legung dieser Riemannschen Normalkootdinaten hat das Quadrat des 
Bogenelementes die Gestalt: 
(6) ds? = Ldy? + LL Pixos Pex Pes’) 
Darin sind die 
Px = Udy —y dy 


5) H. Vermeil, Math. Annalen 79. 
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und die $,,,, Potenzreihen in den y,, 


Bix. os = Bikers + Bie ve 91+ Bi re Yo + BF oe Ys igi 

Die «,,,,, stellen in ihrer Gesamtheit den Riemannschen Kriimmungs- 
tensor im Nullpunkt dar und die f{,,,, sind die Ableitungen der Tensor- 
komponenten nach y, im Nullpunkt. Die héheren Koeffizienten setzen 
sich auch aus den Komponenten des Kriimmungstensors und deren Ab- 
leitungen im Nullpunkt zusammen‘). 

Durch einmaliges Verjiingen des Kriimmungstensors entsteht ein 
Tensor zweiter Stufe R,,, der den Namen ,,Richtungsinvariante der Kriim- 
mung“ fiihrt, als arithmetisches Mittel der GauBschen Kriimmungen der 
n—1 zueinander orthogonalen geoditischen Flichen, die die betreffende 
Richtung enthalten. Die Richtungsinvariante der Kriimmung laBt sich 
durch eine Flaiche 2. Ordnung 

Rix = 1 


Ri, _ & %ir,ke- 
r 


Durch nochmaliges Verjiingen erhalt man daraus die skalare Kriimmung 
Zz Xik, ike 

Unter einem dreidimensionalen Raum konstanter Kriimmung versteht 
man eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit, in der sich die skalare Kriim- 
mung von Ort zu Ort nicht andert und iiberdies die Richtungsinvariante 
der Kriimmung einen von der Richtung unabhangigen Wert besitzt oder, 
was das gleiche bedeutet, in der in jedem Punkt des Raumes der 
Kriimmungstensor durch eine Kugel veranschaulicht wird. In diesem 
Falle sind alle «,,,, = 0 (¢k + 71s) und alle «,, ;, eimander gleich. Aus 
der ersten Eigenschaft folgt, wie Schur®) bewiesen hat, die zweite. Hat 
in jedem Punkt des Raumes die Richtungsinvariante einen von der 
Richtung unabhangigen Wert, so andert sich auch die skalare Kriimmung 
von Ort zu Ort nicht. 

Transformiert man nun das Bogenelement der Riemannschen Normal- 
koordinaten (6) mit Hilfe der Transformationsformeln 


veranschaulichen. 


y, = 7 Cos 9, 

Y, = 7 sin Y cos y, 

y, =r sin 7 sin py 
auf geodatische Kugelkoordinaten, so erhalt es die Form 
(7) dd? =dr+G6,,d¢+G6,,dy'+2G,,dody, *) 


4) H. Vermeil, Math. Annalen 79, S. 289. 

6) F. Schur, Math. Annalen 27, S. 563. 

*) Baule, Uber Kreise und Kugeln im Riemannschen Raum I, Math. Annalen 88, 
8. 298. 
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worin 
G,,=7(1+4,,°+8B8,,°+...) 
G,, = sin* pr (1+ A,,° + B+...) 
G,, =sin pr (A,,+ Br + .-.) 
ist. Darin bedeutet 
Ay, = G5, 15 008" y+ ay, 5, sin? y — 2a,, 5, sin y Cos y, 
Ay, = G9, 1,008" psin® y + a, 5, CO8* pCos* y+ a5, 4, 8in* p 
— 2 ay;, 5, 8in pcos p cos y — 2a,,, ,.8in pcos psin y 
+ 2a, 4, 5, cos* pain y cos y, 
A,, = 2cos pain y cos y (a5,, 51 — 14,19) + %19, 31 008 p (sin y — cos* y) 
— G5, 5 SD P SID y + %,, ,, SID — COS y. 
Die B, sind aus den A,, entstanden zu denken, indem in den A,, die 
Ox, -, durch 
Bit, +, 008 p + Bye, r.8in pcos w+ Air,,,8in Pp sin y 
ersetzt werden. Entsprechend die héheren Koeffizienten der G,,. 

Da, wie Baule gezeigt hat, das Verschwinden der kovarianten Ab- 
leitung des Riemannschen Kriimmungstensors fiir die Geschlossenheit der 
Kriimmungskreise notwendig ist, also alle #{,-, gleich Null sein miissen, 
werden auch die B,, = 0 und kénnen somit im folgenden fortgelassen 
werden. 

Das Quadrat des Bogenelements wurde friiher wie folgt angesetzt 

ds* = 29,,42,d2,. 
In unserem Falle ist 


ye, %= 7, %=Y 
und 


Geel] = 








l 0 0 
0 F(1+4,,°+...) sin pr*(A,, + ...) . 
0 singr*'(A,,+ ---) sin* pr’ (1+ A,,r° + ...) 

Die Kriimmungskreise, also die ne mit konstanter Kriimmung ; 


und verschwindender Windung + — sollen in der nun folgenden Sinn 
in der Form 

8 eT (y), 

= e = 9(y) 

dargestellt werden. Die beiden Funktionen von y miissen dann den 
beiden Differentialgleichungen 


(9) cated 2.26 
0 t 


geniigen, wobei man statt s den Parameter y einzufiihren hat. 
Jede Schar von Kriimmungskreisen endet, da ja im Unendlich- 
Kleinen jeder Riemannsche Raum euklidisch ist, bei Unendlich-Kleinwerden 


; 
f 
' 
' 


a 


a 
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ihres Parameters 9 in einer Schar von Entfernungskreisen. Es existiert 
somit eine Schar von Kriimmunggskreisen, die die unendlichkleinen Kreise 
um den Nullpunkt der Flache cos g = 0 enthilt. Diese Schar wollen 
wir aus der Schar simtlicher Lésungen der Differentialgleichungen 

sm konst., + 0 

e Tt 
herausgreifen. Sie hat die Gleichungen 
| r= o(1+a(y)o*+b(y)o*+...), 

cos p = o*(a(y)+A(y)e+---), 

wobei die Tatsache beriicksichtigt ist, daB die Geometrie des Raumes im 
Unendlichkleinen nicht nur in erster, sondern auch in zweiter Naherung 
euklidisch ist"). 

a(y), 5(y),...,«(y), B(y),.-. sind unbekannte Funktionen von y, 
die nun bestimmt werden sollen, damit man feststellen kann, wie der 
Raum beschaffen sein mu8, damit sie alle periodisch mit der Periode 22 
sind. 

Mit dem Ansatz (10) werden wir nun in die Differentialgleichungen 


+ = konst. und | =0 
(4 Tt 


hineingehen. Sie werden dann zu Identitéten, die eine Koeffizientenver- 
gleichung zulassen. Wir bekommen auf diese Art und Weise fir die 


Funktionen a(y), 5(y), ...«(y), B(y), ..- Differentialgleichungen, die peri- 
odische Lésungen haben miissen, damit von einer Geschlossenheit der 


Kriimmungskreise gesprochen werden kann. 
Um die Differentialgleichungen 
< = konst. und + = 0 
aufstellen zu kénnen, hat man sich zunichst die Christoffelschen Sym- 
bole J, auszurechnen. Es ist 
jy = ZP* Tea 
rs 1 (99. k 99, 99,, 
Pae=([t]-4F Get 7a, ve)» 

falls das Quadrat des Bogenelements geschrieben wird 

df = Lg9,d2,d 2%. 


(10) 


und 





In unserem Falle ist 


df =—dF+r(l+A r+... MF ta te + haut +-- dy 
+ 2sin pr (4,,+...) dgdy, 


4) Val. Baule, a. a. O. *), 8. 291. 
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daher, wie schon friiher erwahnt, 


a, =>7, t= —— F 
und es berechnet sich 
| = 0, 
Ni. = 0, 
ry3.3 = 9, 
Vyo,.1 = —T iss = — * — 20° (eo, 12008" yp + %,, 5,810" p 
— 2a,5,5; 5M pcos y)+..., 
I'ss,5 = 7° (.--), 
T'y5,3 = 1 (2 (cos* p — sin? y) sin pcos y (%5,, 5, — X19, 19) + % 9, 51 (C08 p 
— sin’ ¢) - (sin* y — cos’ y) — 2%,, ,,8in pcos psiny} +..., 
V's3,. = — I i3,3= — 783i’ p — 2r' sin’ p(a,,, ,, cos® psin’ y 


+ Gg1, 3, CO8* p Cos” y + a5, 5,8in* p — 2a,, 5, SIN Y COs y COs y 
— 2a 55 ,,8in pcos psin yp + 2a,, ,,cos* psin pcos y} +..., 
I's3.9 = — sin ¢ cos p + r* (2 sin ~ cos ~ (cos* y — sin*® p) a, 5, — X19. , 9) 
+4a,5 5, SiN p Cos p sin y Cos y — a, 5, Sin’ w cos p 
— M5, ,,8in* psin y — a, ,, sin’ p (sin y cos® m — cos @ sin® 9) 
— &g;, 3, 008" p (sin p cos* m — cos psin® y) — 2a,, ,,s8in* pcos 
+ a5, 5,(3sin® pcos* mp — sin‘ p)cosy+..., 
I's3, 3 = 1 (@,9, 19 8in® — cos® p sin y cos y — a,,, 5, 8in’ @ cos’ p sin y cos p 
+ a5, 5, 8in® g cos —p Sin y — as, ,, 8in* @ Cos | Cos p 
+ @, 5,5, sin*  cos* @ (cos* y — sin® y)} +..., 
Vy = 0, 
Vis.s =T is. = —Ios,, = 29° (2 sin — cos ¢— sin p cos yp (a, 5, — %9, 19) 
+ @, 4,5, 8in @ cos @ (sin® y — cos’ y) — a,,,;, sin’ p sin y 
+ G5, 19 Sin? p cos p} +..., 
Pys.1 = 0, 
P'ss,9 = 7 (— a5, 19 COS p Sin y + a, 5, SiN y CoB p 
— & 9,3; (cos* y — sin’ y)} +..., 
T's3,3 = 7% 8in p cos p + r* (a,,,, sin’ y (sin p cos® p — sin® — cos ¢) 
+ 5, 3; (Sin g cos* p — sin*® — cos g) cos* y + 2 sin® @ cos pays, 95 
— (3 sin’ p cos’ » — sin* p)a,,,,, cos p 
— 45, 19 (3 sin® p cos* p — sin‘ gy) sin p 
+ 2a,9 5, Sin py cos yp (sin p cos* m — sin® m cos g)} + .... 
Nach (10) wird 
r= o'+2a0'+2fo'+..., 
ri = o' + 3ao'+..., 
rf =o'+4ao’+..., 
cos’ p = a*o* + 2afo'+..., 
sin® g = 1 — a’ ot — 2a BPo'+..., 
sin gy = 1 — a*o*—aBo'—... 

















7 ae 
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und mithin 
Vy = 0, 
Vsi,2 = 0, 
Vins = 0, 
Vs. = —V ig. = — 0 (1+ 07(...)+...}, 
V'ss,2 = 0°(---); 
I'ys,3 = o*(.--), 
Vs3,1 = — T'y3,3 = — 0 (1+ oF (a+ 2a,,,,)+60°+...}, 
T's3,5 = of (— (@ + 2a, ,, cosy + 20,5 ,,8iny) —fo+...}, 
P'33,3 = of (--+), 
Vy, = 0, 
Vi33=T33 = - W'ys,1 = o*(...), 
Vy3,1 = 0, 
Vs3,2 = of(.--), 
I'ss,3 = o*(..-). 


Um daraus die 
| + = zg" | an 


rechnen zu kénnen, hat man sich zuerst die Matrix der g'* anzuschreiben: 


| 1 0 0 | 
: i a ) eda 
“FT 2 ne ing 1 |, 
l . 
|| 0 ~ Fin 9 19777 ee aint ot (1 — 7 Ase.) | 





wobei unter Beriicksichtigung des Ansatzes (10) 
gf = (140) tee 
g°* = — 9° {...}, 
f= (Lt Ot.) 

wird. Daraus ergibt sich 

m, = 0, 


I}, = —o {1+ o%(...)+...}, 
I}, = —o{l+e’?(a+ 2a,, .,)+50°+...}, 


ri, = 0, 
I, = 0, 
T}, = 0° (.--), 
r?, = 0, 


I}, = of (...), 
3, = 0? (— (a+ 20,5 5, cosy + 2a,, ,,5mny) —Bo... 
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e 
I}; = e( ), 
T}, = 0° (..-) 
r, = 0, 
I}, = o* (...), 
I}, = 2 ( ), 
I}, = e ( ), 

1 
T= = ( )s 
T}, = 07 ( 


Nun kénnen wir mit der Berechnung der Vektoren £ (r) (r = 1, 2, 3) be- 
ginnen, wobei wir statt des Parameters s den Parameter y einzufiihren haben. 
Wenn wir in dem Ausdruck fiir das Bogenelement (7) 
dr\2 


dr) = ers..3 
(32) = ot(a’*+...) 
einfiihren, so erhalten wir 
1 
alk 3 {1—o* (a+ = %s,33) — bo'®+ mo 
Wir erhalten mithin nach (4) 
Ey = li diedllid (@ +b’e+...), 


£3 = $ Te = — ele’ +h e+...) 


tho Bat o(et beun) be 4) 


Jetzt kommen wir zur Berechnung der £,). 
i) = $f + 2 Tekan & (> 


4 fy dil dy ” ” 
bf alia +b’o+...), 


2 Tr Fw &y == {—1+ (a —a,,,,;) +507 +...}. 
Somit wird 

fi = 7 {— 1+ (a” + @ —a,,,,;) 0? +(6” + 6) o® + ...} 
und ebenso 


f%) = —(a"” +a+ 2a,,,, cos p+ 2a,,,, ain py) — (6 +A)o+... 
= —(e”+a+D) —(6"+B)o+... 


aw 
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und 


, && = 0° (...). 
Fir die 





Sy = fm + 2 Tre Sa Fy 
erhalt man 
&) =(a" +a) +O" 4+04+..)04..., 
&) = 5 {((a” +a+D)+o0(p"+p—a” —a«’—D’)+...}, 
&&) = o%(...)- 
Bei Beriicksichtigung des Ansatzes (10) hat die Matrix der g,, folgende Form 








1 0 0 
gee] =} 9 OP (L+e%(...)+-..} o* (...) 
0 o* (...) o* {1+ 0°(...) +... 








und es ergeben sich die skalaren Produkte 


(rs) = Zon bin Em 
wie folgt 


(1,1) = 1, 
(1,2) = @(—a’ —¥'g +...), 
(1,3) = 0(...), 


(2,2) == {1-2 %(a" + @ ~ ayy) — 20° 0" +0) + ...), 

(2,3) = — |-@" +a)—-O" +04...) e+.) 

(8,3) = 4 ((«"+a+D)+20(a” +a+D)(p" +B—a”—a'—D/) +...) 
= (P+ 2Dyo+...}, 


worin 
© =a" +a+ 2a,, 5, co8 py +2a,,,, 8in y 


ist. 
Und daher wird die Matrix (3) 
1, e(.--), o(..-) 
ieee * {1—2 9? (a” +a—a,, 45) 1 (.) 
= e(...), 29°" +b)-+...), a bee 
0 (...) (04 2s (+ 20ye+...] 
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Mithin bekommt man 


D, = 1, 

1 a” ”” 
D, = 2 (1 — 20% (a” + a +445 45) — 20° (b" +5) +...}, 
Dy = (P+ 2 yo+...|, 


und wir erhalten somit nach (2) fiir die Kriimmung : und fiir die Win- 
1 


dung ~ die folgenden Ausdriicke: : 
1 1 ” ” 
o- @ {1 — 9 (a” + a — ay3,55) — 0° (6" + 5) + ...}, 
l ” ad 
tT = 0 = {1+ 20°(a"” +a —a,,,,) + 0° (6" + 5) +...} 
(8+ 2Dyo+...}'2, 
worin 
ist D = a" +a + 2a5,,,, COS p + 2a55,,, 81M y 
ist. 


Durch Koeffizientenvergleichung erhalten wir aus diesen beiden Iden- 
tititen die Differentialgleichungen fiir die unbekannten Funktionen a(y), 
b(y), ..., «(y), B(y), .-.. und zwar 

a" ++G=59,;; 6° +b=0; 
la” + 2 = — 2ays.5, COS yp — 2ay5,,5 8in y. 

Die Differentialgleichungen fiir a und 6 haben periodische Lésungen, 
z.B. a = @,,,, und 6=0. Die Differentialgleichung fiir « dagegen hat 
als Schwingungsgleichung bei vorliegender Resonanz nur dann periodische 
Lésungen, wenn die rechte Seite verschwindet, d. h. wenn «,,,, = 0 und 
Xss.12 = O ist. 

Hatte man nicht die y,-Richtung ausgezeichnet, sondern die y,- oder 
die y,-Richtung, so hatte man in gleicher Weise auch a,,,, = 0 ge- 
funden. Daraus folgt aber weiter, daB a,, ., = 5:3: = 19,19 d. h., daB 
der Raum ein Raum konstanter Kriimmung sein mu8. Dreht man 
nimlich das Koordinatensystem um die y,-Achse um den Winkel «a, so 
wird beispielsweise im neuen System: 

O51, 12 = &yq,79 COS 2a + (14.45 — % 1,91) Sin 2a. *) 

Da nun aber fiir jeden Winkel « die GréBe «5, ,, verschwinden muB, 
so folgt daraus «,, ,. = %3,,3,- Bei einer Drehung um die y,-Achse wiirde 
MAD 4%» 15 = 3,9; gefunden haben. Damit ist die Behauptung bewiesen. 


(Aus dem Mathematischen Seminar der Technischen und Montanisti- 
schen Hochschule in Graz.) 


%) Vgl. Baule, 1. c. '), 8S. 210. 


(Eingegangen am 26. 9. 1936.) 
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Einleitung. 


Die Kurvennetze (a, f) zweier punktweise aufeinander bezogener 
Flichen sollen schmiegungsverwandt heiBen, wenn in entsprechenden 
Punkten die ungleichnamigen Kurven, d.h. -die a-Kurve der einen und 
die 8-Kurve der anderen Fliche'), jeweils die gleiche Schmiegungsebene 
besitzen. Schnitt dieser beiden Schmiegungsebenen ist also immer die 
Verbindungsgerade des Punktepaares. Damit stehen dann korrespondierende 
gleichnamige Kurven in der Beziehung der von Bianchi betrachteten 
asymptotischen Kurventransformation*): sie sind krumme Asymptoten- 
linien derselben Regelfliche. Die beiden Schnittpunkte ungleichnamiger 
Tangenten der schmiegungsverwandten Netze, also der a-Tangente des 
einen mit der $-Tangente des anderen, beschreiben zwei Flachen, die 
diese Geraden gleichfalls als Tangentenpaare zulassen. Das ergibt sich 


1) Die im Netz (a, 8) bei variablem « beschriebene Kurve f = const werde 
als a-Kurve bezeichnet, ihre Tangente als «-Tangente. Diese Ausdrucksweise paBt 
sich dem behandelten Gegenstand am besten an. 

2) Bianchi, Sulle configurazioni mobili di Mébius nelle trasformazioni asin- 
totiche delle curve e delle superficie. Palermo Rend. 25 (1908), S. 291. 
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aus der folgenden Uberlegung. In einer Strahlenkongruenz fallen, wie 
man wei, die Schmiegungsebenen der auf dem einen Brennmantel von 
den Strahlen beriihrten Kurven mit den Tangentialebenen des zweiten 
Brennmantels zusammen, mit anderen Worten: der zweite Brennmantel 
ist Enveloppe dieser co* Schmiegungsebenen. Daraus folgt aber im Falle 
schmiegungsverwandter Kurvennetze, daB die beiden Enveloppen der ge- 
meinsamen Schmiegungsebenen mit den Flaichen der Tangentenschnitt- 
punkte identisch sind. Man gelangt so, worauf ich schon an friiherer 
Stelle hingewiesen habe*), zu einer durch ihre Allgemeinheit bemerkens- 
werten Klasse von Systemen windschiefer Vierecke, deren Seiten paarweise 
die vier Ortsflichen der Eckpunkte beriihren. Diese Klasse bedeutet ein 
Seitenstiick zu der ersten, von Bianchi entdeckten, die auf der Zusammen- 
setzung der von W-Kongruenzen vermittelten, asymptotischen Flachen- 
transformationen beruht, also durch die Korrespondenz der Asymptoten- 
linien auf den vier Flichen ausgezeichnet ist‘). 

Es ist nun interessant, da8 auch die neuen Viereckssysteme zu den 
W-Kongruenzen in engster Beziehung stehen. Wir werden zeigen, daB 
sich auf den Strahlen einer W-Kongruenz, und zwar auf oo’ Weisen, 
Paare von Punkten derart bestimmen lassen, daB schmiegungsverwandte 
Netze (a, 8) entstehen, die den Asymptotenlinien der Brennmintel ent- 
sprechen. Es gilt aber auch der umgekehrte Satz, der als das Haupt- 
ergebnis des allgemeinen Teils der, Untersuchung hervorgehoben werde, 
daB nimlich stets bei einem Paar schmiegungsverwandter Kurvennetze die 
Verbindungslinien entsprechender Punkte eine W-Kongruenz bilden, deren 
Brennmantel reell oder konjugiert-imaginér ausfallen, je nachdem der 
Windungssinn fiir die beiden Scharen von Kurven auf der einen und 
damit auch auf der anderen Flache der entgegengesetzte oder der 
gleiche ist. 

Bei den Anwendungen war der leitende Gedanke, da8 iiberall da, 
wo ein bereits bekanntes Paar schmiegungsverwandter Kurvennetze vor- 
liegt, jetzt eine W-Kongruenz aufgedeckt wird. Dahin gehéren zunichst 
die viergliedrigen Zyklen Laplacescher Transformationen, also Systeme wind- 
schiefer Vierecke, deren Seiten je zwei ungleichnamige Kurven der vier 
von den Ecken beschriebenen, einander zugeordneten konjugierten Netze 
(a, 8) bertibren. Hier sind die im Zyklus sich gegeniiberliegenden Netze 
in beiden Paaren schmiegungsverwandt, beide Diagonalstrahlen durchlaufen 
demnach W-Kongruenzen. Damit ist einmal ein neuer Typus von W-Kon- 


3) Jonas, Uber neue zweifach-unendliche Systeme windschiefer Vierecke, deren 
Seiten paarweise die Ortsflichen der Eckpunkte berihren. Berl. Math. Ber. 29 
(1930), 8. 34. 

*) Bianchi, Lezioni di Geometria differenziale 2 (1903), §§ 247—248. 
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gruenzen definiert; daneben aber erhebt sich die Frage nach der Méglich- 
keit, viergliedrige Laplacesche Zyklen in Gebilde der gleichen Art dadurch 
iiberzufiihren, daB man die Brennmantelpaare der beiden Diagonalstrahlen- 
systeme simultanen asymptotischen Transformationen unterwirft. Dab 
wenigstens in besonderen Fallen die Aufstellung eines solchen Prozesses 
gelingt, bestatigt sich am Beispiel des seinerzeit aus der Verbiegung des 
gleichseitigen hyperbolischen Paraboloids gewonnenen Laplaceschen Zyklus, 
bei dem zwei Gegenecken des Vierecks Orthogonalnetze derselben Kugel 
oder allgemeiner: konjugierte Netze derselben F* beschreiben ‘). 

Uberaus mannigfaltig werden die auf der neuen Grundlage ent- 
wickelten Eigenschaften von vorwiegend projektivem Charakter bei den 
Biegungsflichen des einschaligen Hyperboloids. Die Ubersicht wird durch 
Heranziehen der Theorie der R-Netze und R-Kongruenzen erleichtert. 
Als Ausgangspunkt dienen neben den Achsenspurflichen*) gewisse, den 
Asymptotenlinien entsprechende Paare schmiegungsverwandter Netze, die 
durch die beiden auf der Biegungsfliche rollenden Hyperboloide erzeugt 
werden’). Auf eine besondere Veréffentlichung verschiebe ich, schon mit 
Riicksicht auf den Umfang der erforderlichen Entwicklungen, den Nach- 
weis, daB die erhaltenen neuen, mit der Biegungsfliche verkniipften 
W-Kongruenzen bei Ausiibung der Bianchi-Transformation B, selber 
asymptotische Transformationen ihrer Brennmintel erfahren*). 

Eine letzte Anwendung betrifft die von Bianchi gefundenen und als 
schiefe Weingartensche Systeme bezeichneten Scharen pseudosphirischer 
Flachen mit korrespondierenden Asymptotenliniennetzen («, 8) und 
Bertrandschen Kurven als Trajektorien®). Mit einem solchen System ver- 

5) Jonas, Untersuchungen iber die als Gewebe bezeichneten Kurvennetze und 
tiber eine Reihe von Problemen, die mit der Verbiegung des gleichseitigen hyper- 
bolischen Paraboloids zusammenhingen. Math. Annalen 87 (1922), S. 157. 

*) Jonas, Uber eine neue geometrische Eigenschaft der Bianchischen Trans- 
formation der auf die Mittelpunkteflichen zweiten Grades abwickelbaren Flachen. 
Math. Annalen 99 (1928), S. 435. 

7) Jonas, Uber die Verallgemeinerung des in der Biegungstheorie der Flachen 
zweiten Grades auftretenden intrinseken Transformationsprozesses H. Sachs. Ak. 
Ber. 87 (1935), S. 41; s. daselbst § 2. 

8) In der gleichen Absicht verzichte ich darauf, in die gegenwartige Unter- 
suchung den vielleicht interessantesten Fall der H-Flachen miteinzubeziehen. Diese 
Paare von Flachen, die intrinsek, d. h. rein analytisch mit der Verbiegung des ortho- 
gonalen Hyperboloids zusammenhdngen, gehéren nicht nur selber mit ihren Krim- 
mungsliniennetzen einem viergliedrigen Laplaceschen Zyklus an, ein zweiter solcher 
Zyklus wird von ihren Evolutenmanteln gebildet. Vgl. dazu § 5 der vorstehend 
genannten Abhandlung. 

*) Bianchi, Sui sistemi obliqui di Weingarten. Annali di Mat. (3) 19 (1912), 
8. 251. — Jonas, Fléchen mit Bertrandschen Kurven und pseudospharische Flachen- 
und Strahlensysteme. Math. Annalen 108 (1930), 8.721. 
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bindet sich stets ein zweites, ohne Integrationsproze8 zugingliches, dessen 
von den konjugierten Bertrandschen Kurven geschnittene Flichen mit 
denen des ersten durch eine Schar pseudosphirischer Strahlensysteme zu- 
sammenhingen. Werden aus der dreiparametrigen Gesamtheit, also dem 
Komplex dieser Strahlen die durch 8 bzw. « = const definierten heraus- 
gehoben, so erhalt man, wie gezeigt werden wird, W-Kongruenzen, die 
bei Anwendung der Bicklund-Transformation durch asymptotische Trans- 
formationen ihrer reellen oder konjugiert-imaginiéren Brennmintel in die 
entsprechenden, zu dem transformierten Weingartenschen System gehorigen 
W-Kongruenzen iibergehen. 


§ 1. 
Das W-Strahlensystem als Triger von o' Paaren 
schmiegungsverwandter Kurvennetze. 


1. Wir bedienen uns hier der klassischen, auf die Lelieuvreschen 
Formeln und die Moutardsche Transformation gegriindeten Darstellung 
der W-Kongruenzen, die trotz gewisser Mangel sich haufig als anderen 
Methoden iiberlegen erweist. Es seien (2) und (2) die beiden hyper- 
bolisch gekriimmten, auf die Asymptotenlinien («, 8) bezogenen Brenn- 
mantel"), €® und &® die in bekannter Weise normierten™') Richtungs- 
vektoren der Flachennormalen. Zwischen den letzteren bestehen die 
Differentialrelationen des Moutardschen Prozesses: 


(1) eP—e =— — (4), EP EP = — Be — 9) 


aus denen sich, wenn &”, 7, ¢ und y einer Moutardschen Differential- 
(1) 


gleichung £2, = M“ & geniigen, die GréBen &, n®, (@, Lésungen der 


von ; erfiillten transformierten Gleichung, durch Quadraturen ergeben: 


(2) EO) = . [ (iy e2 — pat) da — (pe? — ys &) dB]. 


10) Ich schreibe Punkt z, wenn 2, y, z die rechtwinkligen Koordinaten sind, 
entsprechend Flache (x), ferner Richtungsvektor £, wenn &, 7, £ den Richtungs- 
kosinus proportional sind. Eine in z angegebene Gleichung hat vektorielle Be- 
deutung, ist also durch Hinzufiigen der analogen in y und in z zu erganzen. Par- 
tielle Ableitungen nach den Parametern sind durch Buchstabenindizes bezeichnet. 

l as 

) E = —s3 & = Vo X. 

#2) Aus einem mehr duBerlichen Grunde, damit némlich in § 2 (20) das gleiche 
Vorzeichen im Zéhler und im Nenner steht, w&hle ich im Vergleich zu Bianchi 
(Lezioni 2, § 242) das entgegengesetzte Vorzeichen bei §&(2), 
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Fir die Brennmintel gelten, wobei die Torsion der «-Asymptotenlinien 
positiv vorausgesetzt sei ), die Formeln: 


(3) 2” — j [(n? cm _ n”) dow (n? » -7P n) dB), 
(4) 2 x= x) 4 yf LO — LO) yf, 
Wir betrachten den durch die Konstante k bestimmten Punkt des 
Strahles: 
» 2 +k 2™ 
(5) at) = c— 
und die von ihm fiir variables « und f beschriebene Flaiche (x). Die 
Werte k= ow und k= 0, die fiir die unmittelbar folgende Rechnung 
ausgeschlossen seien, entsprechen den Brennminteln (z™) und (2). Wir 
fihren die beiden zur Strahlrichtung senkrechten Richtungsvektoren 
(6) S = y &(2) + k&®, ss = yp &2) ae ke 
ein und finden durch Differentiation an Hand von (1): 
(7) &, = (y +k) & — ye, &, = — (p—kEP + ye &, 
5 = (y—k i — yet, Fy = —(p +h EP + ype 
und weiter mit Benutzung von (3) und (4): 


(8) a? = wari. Z-—Z.H), w= 
Da hiernach 

TMS=0, Te 5, =0, LaPS'=0, IaP 5, =0 
wird, sind 5 und £& fiir die von zc atid a- und f-Kurve die 
Richtungen der Binormalen. Die Schmiegungsebenen gehen also durch 
den Strahl. Zugleich ist ersichtlich, daB diese Kurven krumme Asymp- 
totenlinien der in der W-Kongruenz enthaltenen Regelflichen 8 bzw. 
« = const sind. 

2. Die Substitution k| —k vertauscht die Richtungsvektoren & und 
=’ und damit die Schmiegungsebenen. Es wird: 


(9) f-P = 2 + P(g gm — fm 9) = 4 1, 


(oa? = —* (HZ — 22H), 9 a = — + (Hy — Zp). 
Man erhialt so zuniichst den Satz: Fiir einen gegebenen Wert von k be- 
schreiben die durch die Brennpunkte harmonisch getrennten Punkte x und 
a-® des W-Strahls den Asymptotenlinien der Brennmédntel entsprechende 


schmiegungsverwandte Kurvennetze (a, 8), denen also jeweils die Schmie- 
gungsebenen, aber in umgekehrter Zuordnung zu den Parametern, gemeinsam 





fa n®™) 


— rH Nt - HE. 





(HZ' —ZB’), 


18) §. dazu § 2 (25). 
Mathematische Annalen, 114. 16 
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sind. Die Schnittpunkte ihrer ungleichnamigen Tangenten durchlaufen 
dann, wie schon im Anfang der Einleitung festgestellt wurde, die Enve- 
loppen der beiden Systeme von Schmiegungsebenen. Das besagt: Die 
Strahlen einer W-Kongruenz sind, und zwar auf o' Weisen, Diagonalen 
in einem System windschiefer Vierecke, deren Seiten die Ortsflachen der 
Eckpunkte beriihren. 

Die etwas umstindliche Darstellung der Tangentenschnittpunkte ist 
fiir das Weitere entbehrlich. Einige geometrische Tatsachen lassen sich 
aus der Theorie der kubischen Raumkurven gewinnen. Betrachtet man 
auf dem W-Strahl fiir variables & die Gesamtheit der Punkte x, so 
bilden die von ihnen ausgehenden a- und f-Tangenten, darunter die 
asymptotischen Tangenten der Brennmintel, fiir die Regelflichen 
B = const und « = const die beiden zum Strahl als gemeinschaftlicher 
Erzeugender gehérigen Schmiegungshyperboloide. Man schlieBt: Mit 
dem einzelnen Strahl der W-Kongruenz verbindet sich als Ort der Schnitt- 
punkte der in den Punkten x, x-© konstruierlen Tangentenpaare “*) 
eine kubische Raumkurve C*. Uber diese kann man noch folgendes 
aussagen: Die C® geht durch die beiden Brennpunkte und beriihrt dort 
die zur Strahlrichtung konjugierte Flichentangente des Brennmantels. Die 
Verbindungslinien zusammengehériger Tangentenschnittpunkte, Bisekanten 
der C*, bilden eine Regelschar zweiter Ordnung, welche die in den Brenn- 
punkten an die C* gelegten Tangenten als Geraden enthdlt und daselbst die 
Schmiegungsebenen der C* beriihrt **). 


14) Es ist klar, daB, wenn die Koordinaten des einen Tangentenschnittpunktes 
durch k ausgedriickt sind, sich die des anderen fiir den Parameterwert — k ergeben. 

‘S) Die Herleitung sei kurz angegeben. Sind wp, ™,, wo, ms lineare Ausdriicke 
in den rechtwinkligen Koordinaten, also w, = a,2+b,y+¢,2+d,, oder solchen 
Ausdriicken proportional (projektive Punktkoordinaten), so kann die allgemeinste 
kubische Raumkurve C* (Parameter /) durch die Gleichungen 


wy = Aary, @, = Ao, Ws = hag 
dargestellt werden. Sie erscheint zunichst als Schnitt der beiden Kegel 
ow} — wo wg = 9, w} — on, ws = 0 


mit den Scheiteln in den Kurvenpunkten A(A— cc) und B(A=0); w, = 0 und 
@qg=0 sind die Tangentialebenen der Kegel langs der gemeinsamen Erzeugenden 
AB, ferner ist mw, = 0 die Schmiegungsebene der C* in A, w,; — 0 diejenige in B, 
®) = @, = 0 die Tangente in A und ws = w; = 0 die Tangente in B. Irgend 
eine Regelflache zweiter Ordnung, die mit den beiden Kegeln den vollstandigen 
Durchschnitt gemein hat, ist (m — const) durch 
w} — w, wz + m (w? — wo mg) = 0 

gegeben; sie beriihrt in A die Ebene m, = 0, in B die Ebene w,—0. Entsteht 
demnach die C* als Schnitt zweier F? — sie mégen F3, und Fy’ heiBen — mit 
einer gemeinsamen Geraden, so trifft diese letztere die C? in den Punkten A und 
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3. Bianchis Kompositionstheorem (Vertauschbarkeitssatz) fiir die Mou- 
tardschen Transformationen '*) gestattet, die beiden Brennmintel einer ge- 
gebenen W-Kongruenz simultanen asymptotischen, also durch beriihrende 
W-Kongruenzen vermittelten Transformationen zu unterwerfen, durch die 
sie in die Brennmintel einer neuen W-Kongruenz iibergehen. Wir unter- 
suchen das Verhalten der schmiegungsverwandten Kurvennetze bei einer 
derartigen Transformation der W-Kongruenz. Indem wir wieder den 
Brennmantel (x) bevorzugen, fiihren wir neben y die GréBe R® als 
zweite transformierende Lésung der von €&) erfiillten Moutardschen 
Gleichung ein und bilden analog zu (2): 

(11) = =i | (Re? — ROE) de — (RE? — RYE) dB). 
Damit wird aus Tangenten von (2) eine zweite W-Kongruenz konstru- 
iert, fiir die der andere Brennmantel (z{?) nach (4) durch 


(12) 2) = 7) + ie cm —_ ga) ny 
dargestellt ist. Der simultane ProzeB, der entsprechend (2) in (2) 
iiberfiihrt, kniipft sich an die Quadratur 


(13) J = [ (RP y — ya R”)da—(RP yp — yp R”) dB) 


B, in denen die Tangentialebenen von F» und Fm’ zusammenfallen. Fiir den 
W-Strahl sind F, und Fm die Schmiegungshyperboloide, mithin werden A und B 
die Brennpunkte, »,—0 und w,—O0 die Brennebenen, Tangentialebenen der 
Brennmantel in A und B. Aus (6) ist ersichtlich, daB 4 mit k identifiziert werden 
kann. Nun sollen sich aber von den Schmiegungsregelscharen Fy, und Fy’ die 
durch den Kurvenpunkt 2 =k gehende Gerade der einen und die durch den 
Punkt 4 = — k gehende der anderen auf dem Strahl AB treffen. Die erste Gerade 
ist Schnitt von Fy, mit der Ebene w, = k«, sie trifft AB in dem durch m, =~, 
= w3+mko, — 0 besimmten Punkte; die zweite schneidet AB im l’unkte 
®; = @ = o;—m' kw, = 0; es muB also m' = —m sein. Im Brennpunkt A 
(k = cc) sind jetzt aber die Erzeugenden der beiden Regelscharen Fx und Fy», 
also die asymptotischen Tangenten des Brennmantels, die Schnitte der Tangential- 
ebene w, — 0 mit den Ebenen w,+ mm = 0 und w,—mo, = 0. Sie liegen har- 
monisch zur Tangente wy = w, —0 der C* und zum Strahl w, =o, —0. Tan- 
gente der C®? und W-Strahl sind demnach, wie behauptet, konjugierte Tangenten 
des Brennmantels. 

Man weiB, daB die Bisekante der durch 4 und /' bestimmten Punkte der C® 
die Gleichungen w,—(A+2')m,+A/' wy) = 0, wgs—(A+ 2')og+A2'o, = 0 hat; 
fir A— k, 4’ = —k gibt das: 

Wy — k? wy = 0, o,—k? wo, = 0, d.h. w,@g—wW9w3 = 9. 
Das ist eine Regelschar zweiter Ordnung, der die Gerade w, = w, = 0, n&mlich 
die Tangente der C® im Brennpunkt A, angehért; die Schmiegungsebene w, = 0 
der C® ist in A Tangentialebene dieser F?. 
16) §. dazu die Anm. *). 
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mit verfiigbarer additiver Konstanten. Es gelten dann die Formeln: 
» 

(14) ep en, ZY e_em, Ro = J, 


(15) af) = xf) + 9% CO) — Lm) (2), 

Die beiden erhaltenen Filachen (2), (x?) sind ihrerseits Brennmintel 
einer vierten, den Zyklus schlieBenden W-Kongruenz, vom gegenwirtigen 
Standpunkt gesehen: der transformierten. In der Tat folgt aus (12), 
(14), (15): 


(16) a) = 2 4 9D CO — C00 yl), 
Gleichzeitig bestehen die Differentialrelationen (1) fiir den Index 1 mit 
J R® y 





(17) VY ~~ Rg * 


Wir betrachten nun im transformierten W-System das vom Punkte 
(18) a? = a) + De cP — OP ne) 
beschriebene Netz («, 8) und das schmiegungsverwandte des Punktes z(-”, 
ordnen diese bei gleichem Wert der Konstanten k den Netzen (zx), 
(z‘-) des urspriinglichen Systems zu. Die Schmiegungsebenen des 
Paares (x), (z{-”) sind nach (6) normal zu den Richtungsvektoren: 
(19) 5, = pi bP +key, EL = vi FP — kay. 
Man findet, indem man beriicksichtigt, daB infolge von (14) sich eine 
der vier GréBen &, &*), &, &@ linear durch die drei tibrigen ausdriicken 


laBt: 
TP — a) F=0, TSeP— axe) 5, =0. 

Das besagt: Die zu gleichem k gehdrigen Netze (x) und (x) des ge- 
gebenen und des transformierten Systems haben die Eigenschaft, daB immer 
der Punkt des einen in der Schmiegungsebene der «-Kurve des anderen 
liegt; die Netze (2), (x\®), ebenso (x\—”), (x{-) hangen demnach durch 
asymptotische Kurventransjormation ihrer a-Kurven zusammen. Man be- 
stitigt ferner: Fiir entgegengesetzte Werte von k, also fiir die Netze 
(2), (a-”) einerseits, (2—) und (2) andererseits, gilt dasselbe von den 
B-Kurven"’). Korrespondierende Punkte der vier betrachteten Netze sind, 
wie man sieht, die Ecken des Vierflachs, das die beiden Paare von 
Schmiegungsebenen bilden. Die asymptotischen Transformationen der 
«-Kurven und ebenso die der 8-Kurven fiigen sich zu viergliedrigen Zyklen 
zusammen, die ersteren den Seiten des windschiefen Vierecks 2 2 a{-” 2\—® 
entsprechend, die letzteren in der Folge 2 a—® 2 2(—®, 


17) Diese Formulierung des Ergebnisses setzt das Vorzeichen von y, 80, wie 
in (17) gew&hlt, voraus. 
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§ 2. 
Der Umkehrungssatz. 

1, Zwei fiir die Aufstellung unseres allgemeinen Satzes wichtige Be- 
merkungen schicken wir vorauf. 

Aus der Gesamtheit der Paare schmiegungsverwandter Netze, die 
sich mit einer W-Kongruenz verbinden, werde ein beliebiges — es heiBe 
jetzt (x), (z’) statt (x), (2-) — herausgehoben, fiir das sich, da yp 
einen konstanten Faktor aufmehmen kann, k = 1 setzen laBt. Unter 
dieser Annahme fiihren wir an Stelle von = und 5’, davon durch die 
Nenner unterschieden, 





20 _¥ g 4 gc _¥ g@ _ sa) 
(29) ‘ y+i ’ . y—l 
als Richtungsvektoren der Binormalen ein, setzen 
oo ft 
(21) om ory 
und erhalten aus (8) bis (10) die Formeln: 
Lu = Nao —CaM, == ” (n3¢" ~ os 7’), 
(22) [em ake — ta ap = — (np — tn 
aZ=a2+nl—ly. 


Die Differentialrelationen (1) der Moutardschen Transformation gehen in 
’ l 
(23) (vé’), = (=), 3 = safe 


v 


tiber. Fiir das folgende wesentlich ist die Tatsache, daS auch umgekehrt, 
wenn ein Lésungspaar £, &’ von (23) vorliegt, durch 
— v= » & 1+ vy 
(24) G0 ae SE ee ves 
die Relationen (1) erfiillt sind. 

Die zweite Bemerkung betrifft die bekannte, auch den Lelieuvreschen 
Formeln zugrundeliegende Darstellung einer Raumkurve mit vorgeschriebener 
Richtung der Binormalen (Leitkegel bzw. sphiarisches Bild). Sollen die 
Richtungskosinus den Funktionen &, 7, ¢ des Parameters proportional sein, 
so ist, wenn m eine willkiirlich zu waihlende Funktion desselben bedeutet: 


(25) z= | m(dn-¢ —dt-m). 
Der Torsionsradius ist: 
(26) T = m( + 7° + 2). 


Gegebenenfalls wird man Y|m| in &,7,¢ hineinziehen, damit reduziert sich 
dann in (25), (26) der Faktor m auf +1, d.h. auf das Vorzeichen der 
Torsion. 
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2. Nach diesen Vorbereitungen lésen wir die Aufgabe: auf allgemeinste 
Weise ein von den Punkten x und x’ beschriebenes Paar schmiegungs- 
verwandter Netze (a, 8) 2u konstruieren. Es sei € Richtungsvektor der 
Binormalen fiir die a-Kurve von (z) und die f-Kurve von (z’), é’ fir 
die £-Kurve von (x) und die a-Kurve von (z’). Um das Mitfiihren eines 
doppelten Vorzeichens zu vermeiden, nehmen wir die Torsion der a-Kurven 
von (z) positiv an. Wir kénnen dann mit Unterdriickung eines Faktors m 
in der ersten Formel 


(27) Tu = "Ne c (5 Os > ad = < § (730° ” op n'), 

Tq = m' (nao — C7’), 34= n' (go — os) 
setzen; die Minuszeichen bei den Ableitungen nach f dienen Jediglich 
einem formalen Zweck. Hinzu tritt die Bedingung dafiir, daB die Ver- 
bindungslinie der Punkte z, x’ Schnitt der Schmiegungsebenen, also Lot 
zu € und & wird: 


(28) a —2=nt'—Cr; 





dabei konnte ein Proportionalitatsfaktor in £’, 7’, ¢’ hineingezogen werden. 
Wir differentiieren (28) mit Benutzung von (27) nach a: 
(29) m’ (Me ag _ Ce n') ~~ (Hao i Ce n) = % ” = Ce 7 = (Me c as Ce y). 


Multiplizieren wir einmal mit £, ein zweites Mal mit £ und summieren 
dann iiber das Gleichungstripel, so folgt, wobei die Klammern dreireihige 
Determinanten in den Buchstaben &, 7, £ vorstellen: 


m’ (fa, &, &) = (Fa, §,&'), (Fa, §, &) = (Ea, €, &), 


mithin: m’ = 1, da die Determinanten von Null verschieden sein miissen "*). 
Wir erhalten dann aus (29): 


(Na — Na) (2° + 2) — (Sa — Sa) (u’ + 9) = 9, 


also, wenn o einen Proportionalitatsfaktor bedeutet: 


(30) & — &, = o(F + 6). 
Differentiation von (28) nach # liefert entsprechend n’ = = und: 
(31) n&3— &, = t(n€é' + 6). 


Werden die Torsionsradien der a- und der f-Kurve von (x) mit T und 7, 
fiir (x) mit 7” und 7” bezeichnet, so ist nach (26): 


(32) T=Fe, Fo-are, race, Pa-l se. 
18) Das Verschwinden der Determinanten hatte zur Folge, daB die Verbindungs- 


linie der Punkte z, zx’ gleichzeitig Tangente der von ihnen beschriebenen «-Kurven 
wird. Die Punkte miBten dann zusammenfallen. 





=v 
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Daraus ist zu entnehmen, da8 gleichnamige Kurven der Netze (zx), (z’) 
gleichen Windungssinn besitzen. Ist ferner d der Abstand der Punkte z 
und 2’, 2 der Winkel der Schmiegungsebenen, so folgt aus (28) und (32): 
(33) tr =Tr = —..") 

Man hat nun noch dafiir zu sorgen, daB8 in dem Ansatz (27) die 
Ausdriicke fiir z, und z; den Integrabilitétsbedingungen geniigen. Dabei 
lassen sich mittels (30), (31) die Ableitungen von ¢' beseitigen. Wir 
schreiben zuniachst: 

te = —([(ys + to — (e+) 
und finden dann: 
(34) (Mug +o Mg) (0 +f) — (Cag + Sp) (n' + 9) + (ta + ot) (HO — C77’) 
+ t[Ma(’ — 0) — Calm’ — n)) = 0. 
Wird mit & + & multipliziert und iiber die drei Gleichungen summiert, 
so ergibt sich: t= 0. Damit verwandelt sich (31) in: 


(35) by = — &, 

wihrend aus (34) unter Einfiihrung eines Faktors h 

(36) fag tos +h(F +&) = 0 

folgt. Eine Relation von derselben Form erhilt man aber, wenn man 


die beiden aus (30) und (35) gewonnenen Ausdriicke fiir §,3 einander 
gleich setzt: 








n, I o,8 ,, 
(37) bap [ee + ete + ete =0, 
wobei n = 1 wegen (&, &, &’) + 0 auszuschlieBen war. Aus dem gleichen 
Grunde mu8 (36) mit (37) identisch werden; mithin: o = — 5: Die 


schmiegungsverwandten Netze sind demnach durch die folgenden Formeln 
bestimmt: 


(38) B—he-+h, f= tk, 
(39) 2 =f [(meb—Cen)da—n(npt'—Cyy/)dB], x =a2t nt’ — lr’. 


3. Wird n = »° gesetzt, (» reell, wenn die Torsionen der a- und der 
8-Kurven verschiedenes Vorzeichen haben), so gehen die Differential- 
gleichungen (38) in (22) iiber, die Darstellung (39) fallt mit (23) zusammen. 
Die Punktepaare z, z’ liegen also genau so wie die in §1 betrachteten 


1%) Fir die asymptotische Kurventransformation findet sich die Beziehung bei 
Bianchi in § 2 der unter *) angefiihrten Arbeit. 
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auf den Strahlen einer W-Kongruenz. Die Brennmintel erhilt man aus 
(24) und (5): 


(40) » Om w+ rT (nl — C1). 


Damit haben wir a i. Sensi der allgemeinen Untérsuchung 
den Satz: Liegt ein Flachenpaar mit schmiegungsverwandten Kurvennetzen 
vor, so bilden die Verbindungsgeraden korrespondierender Punkte, gleichzeitig 
also Schnitte der gemeinsamen Schmiegungsebenen, eine W-Kongruenz, auf 
deren Brennmdnteln die Asymptotenlinien den Netzen entsprechen. Die 
Brennmdantel sind reell, wenn in dem einen und damit auch in dem anderen 
Netz die beiden Kurvenscharen entgegengesetzten Windungssinn haben. Ohne 
Riicksicht auf die Realitét der Brennmintel gilt der Zusatz: Die den 
gegebenen Netzen entsprechenden, aus den Verbindungsgeraden bestehenden 
Regelscharen schneiden aus «' Flichenpaaren schmiegungsverwandte Kurven- 
netze aus. Diese sind, wenn jetzt n = e|n| = ¢» gesetzt wird und c 
Konstante ist, dargestellt durch: 











+ Fz (nt — en) (i = 1, 2; c,¢, = 2). 


Nur erwahnt sei, da8 sich fiir die schmiegungsverwandten Netze die 
Transformation mit den in § 1, 3 gefundenen Eigenschaften unmittelbar 
im Anschlu8 an (38), (39) gewinnen l48t; das Verfahren setzt dann die 
Kenntnis eines weiteren Lésungspaares von (38) voraus. Andererseits 
kann auf diesem Wege auch die Transformation der W-Kongruenzen mit 
imaginiren Brennminteln aus geometrischen Beziehungen entwickelt werden, 
die dem reellen Gebiet angehéren. Ohne Rechnung iiberzeugt man sich 
von der Tatsache, daB die schmiegungsverwandten Netze ebenso wie die 
W-Kongruenzen bei projektiven Raumtransformationen, Kollineationen 
und Korrelationen, in gleichartige Gebilde tibergehen. 

4. Es folgen noch einige Bemerkungen iiber den Fall der W- Normalen- 
systeme. Nach (24) und (32) ist die Beziehung 7+ 7 = 0 bew. 
T’ + T’ =0 gleichwertig mit 5 & &*) = 0. Das besagt: Schmiegungs- 
verwandte Netze von Kurven mit entgegengesetzt gleichen Torsionen sind da- 
durch ausgezeichnet, daB die Verbindungsgeraden threr Punkte die Normalen 
einer Schar paralleler W-Flaichen bilden. Zwei hierher gehérige spezielle 
Fragen mégen unter Fortlassung der Rechnung, die beidemal auf die 
Integration einer gewohnlichen Differentialgleichung hinauslauft, beantwortet 
werden. Die Eigenschaft konstanter Winkel zwischen den Schmiegungs- 
ebenen kommt den mit den Normalen der pseudosphirischen Flachen ver- 
bundenen Paaren schmiegungsverwandter Netze zu. Wir fragen ferner, 
ob eine W-Flache (x) selber Trigerin eines Netzes (a, #) sein kann, zu 
dem ein Punkt z’ der Normalen, dessen Abszisse nach § 1, 2 das harmo- 









es *eags we 


e + 8 8 @ 
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nische Mittel der Hauptkriimmungsradien 1,,r, wird, ein schmiegungs- 
verwandtes beschreibt. Es ist klar, daB dann auf (z) die Kurven («, 8) — 
sie entsprechen also den Asymptotenlinien der Evolutenmintel — geo- 
datische Linien sein miissen; ihre Tangenten, Seiten des variablen wind- 
schiefen Vierecks, durchlaufen zwei Normalensysteme. Man findet als 
Quadrat des Linienelements, bezogen auf die Kriimmungslinien (u, v), den 
fiir ein Netz sog. geoditischer Ellipsen und Hyperbeln typischen Ausdruck: 
du? du? 
mada int 2 + 92 


Die Hauptkriimmunggsradien r,,r, sind gegeben durch: 

3% , ae ; 

x = 5 (w + sin o), rts 7g (~ — sino). 
Zwischen ihnen besteht also die fiir die W-Flichenklasse charakteristische, 
an den bekannten Weingartenschen Fall erinnernde Relation: 


w(i+tj-2-1. 


) T; 


Allerdings la8t die komplizierte Form der GauSschen Differentialgleichung: 
@ @ ow? — sin? w 
(te Fo), — (eta? F-o), + ST = 0 


weitere Bemiihungen um diese W-Flachen und das zugehérige Biegungs- 
problem, etwa hinsichtlich einer Transformation, als aussichtslos erscheinen. 








§ 3. 
Viergliedrige Zyklen Laplacescher Transformationen. 

1. Wir ziehen zunichst eine Folgerung aus der Annahme, daB von 
zwei schmiegungsverwandten Netzen (z) und (z’) (Parameter «,f) das 
erstere ein konjugiertes System sei. Die Tangentenschnittpunkte 7, 7, 
in unmittelbar verstindlicher Bezeichnung: 

(41) = (x, X 25), & = (a x 2a), 

sind die zweiten Brennpunkte der a- und der f-Tangente von (z); sie 
beschreiben die beiden Laplaceschen Transformierten, also gleichfalls 
konjugierte Systeme («,f). Da allgemein den Developpablen einer Kon- 
gruenz auf den Brennminteln konjugierte Systeme entsprechen, schlieBt 
man, da8 die gemeinschaftliche Tangente Zz’ der Flachen (Z) und (2’), 
wie man weiB, 8-Tangente von (z’), zugleich «-Tangente von (Z) wird. 
Danach geht das von 2’ beschriebene, ebenfalls konjugierte Netz (a, 8) 
aus (z) mittels zweier sukzessiver, durch die a-Tangenten, auf dem Wege 
tiber (Z) durch die £-Tangenten bewirkter Laplacescher Transformationen 
hervor. Wir kénnen sagen: Ist von zwei schmiegungsverwandten Kurven- 
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netzen das eine ein konjugiertes System, so gilt dies auch von dem anderen; 
sie bilden mit den eingeschalteten, von den Tangentenschnittpunkten durch- 
laufenen Netzen einen viergliedrigen Zyklus Laplacescher Transformationen. 
Aus § 2 entnehmen wir, da im vorliegenden Falle auch die Netze (7) 
und (Z) schmiegungsverwandt sind, den wichtigen Satz: Im viergliedrigen 
Laplaceschen Zyklus durchlaujen die beiden Diagonalstrahlen, d.h. die Ver- 
bindungslinien korrespondierender Punkte der gegeniiberliegenden Netze, zwei 
W-Kongruenzen, in denen die Asymptotenlinien der (reellen oder konjugiert- 
imagindren) Brennmdntel den vier konjugierten Netzen des Zyklus entsprechen. 

2. Es scheint von Interesse, da sich ein einfacher Beweis dieses 
Satzes auch aus der folgenden, von Darboux ausgesprochenen charak- 
teristischen Eigenschaft der W-Kongruenzen gewinnen laBt, auf die sich 
eine bekannte projektive Behandlung derselben griindet: Im Falle einer 
W-Kongruenz geniigen die sechs Strahlenkoordinaten, Richtungskosinus 
X,Y,Z und Momente yZ —zY,... bzw. sechs GréBen, die sich von den 
genannten durch einen Proportionalitatsfaktor unterscheiden, einundderselben 
Laplaceschen Differentialgleichung von der Form: 


(42) 0. = U0, + Bly +€8, 
wobei «, 8 die asymptotischen Parameter der Brennmintel sind. 


Es seien namlich (x) und (z’) zwei Flichen mit konjugierten Systemen 
(a, 8) und den zugehérigen Laplaceschen Gleichungen der Punktkoordinaten: 


(43) Lag = 22, + baz, tag = a 2, + 6 ap, 


von denen wir voraussetzen, da8 ihre mittels ungleichnamiger Tangenten 
erhaltenen Laplaceschen Transformierten zusammenfallen, im Hinblick auf 
(41) also: 


R 


(44) @=2—f=7-—, ¥a2—-Lbaw— 5. 

Macht man den, fiir den dreidimensionalen Raum zweifellos zulissigen 
Ansatz: 

(45) (x — 2)ag = U(x’ — z)a + B(x’ — z)p + C(x’ — 2), 

wobei die Komponenten des Vektors z’—z als das erste Tripel der 
Strahlenkoordinaten erscheinen, so kann man die Gleichung (45) mit 
Hilfe von (43) und (44) so umformen, da8 nur noch Glieder mit 2,, 2, 
x — x darin vorkummen. Da offenbar die Determinante (z,, t,t —2z) + 0 
sein muB8, findet man: 

(46) A=a+a’, B=5b+4-b', C= —(ab’'+abd’). 

Man bestitigt leicht, da8 auch das zweite Tripel der Strahlenkoordinaten: 


y(z’ — z)—2z(y'— y) = yz —zy’ usw. 
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derselben Differentialgleichung (45) geniigt. Mithin: Sind (x) und (z2’) 
zwei gegentiberliegende Flichen eines viergliedrigen Laplaceschen Zyklus mit 
den Differentialgleichungen (43) ihrer laufenden Koordinaten, so geniigen in 
der Kongruenz der Verbindungsgeraden xa’ die sechs Strahlenkoordinaten 
a’ —a,..., yz — zy’,... der gleichen Laplaceschen Differentialgleichung: 
(47) Bug = (a +4") 0 + (b+ b) Oy — (ab’ + ba’) 8. 


Damit ist aber der am Schlu8 von Art. 1. formulierte Satz von neuem bewiesen. 

3. Von viergliedrigen Laplaceschen Zyklen sind bislang nur einige 
wenige, mit der Verbiegung der Flichen zweiten Grades zusammen- 
hangende Typen bekannt geworden*’). Auf die Anwendbarkeit beliebiger 
Projektivitaten sei hingewiesen. Unser neuer Satz legt den Versuch nahe, 
eine allgemeine Theorie dieser geometrischen Gebilde von den W-Kongru- 
efzen aus zu entwickeln. Damit ein W-System Diagonalkongruenz eines 
viergliedrigen Laplaceschen Zyklus wird, geniigt es den vorstehenden 
Ausfiihrungen zufolge, da8 auf einer der Hilfsflichen (x) von §1 das 
Netz («,8) aus konjugierten Kurven besteht. Die Relation, die dieser 
Bedingung entspringt, ist aber kompliziert und fiir die weitere Behandlung 
des Problems wenig geeignet. Stattdessen soll hier eine Methode aus- 
einandergesetzt werden, die zum mindesten den Vorzug besitzt, eine 
Grundlage fiir die bei spiterer Gelegenheit zu erérternden harmonischen 
Transformationen zu liefern, deren die viergliedrigen Laplaceschen Zyklen 
auch im allgemeinen Falle fahig sind. 

Bildet man z,, aus jeder der beiden nach (44) geforderten Relationen: 


(48) a, = a +0 (2 —2), tty = ag +a (2 — 2) 


und setzt die Ausdriicke in die zweite Gleichung (43) ein, so erhilt 
man unter Beriicksichtigung der ersten und nach Beseitigung der Ablei- 
tungen 2, Z: 

Ul b, a, , a, ’ 
Tea = (b +b’ + = — —*) a, + b(6’ — =) (z’ — 2), 


(49) | Teg = 22%, +b2,, 


a b' b’. 

tap = (a+a'+ ff) ay tala’ — F)(2’ — 2). 

Bringt man zum Ausdruck, daB (z.<)z = (Zap)a, (Zpp)e = (Zag)e Sein muB, 
so findet man, indem man abermals die Ableitungen von 2’ beseitigt, die 


Integrabilitatsbedingungen, die den vier Koeffizienten a, b, a’, 6’ der beiden 
Laplaceschen Gleichungen auferlegt werden. Setzt man abkiirzend: 


b a b a’ 
Pa at we ' P _ 4’ pa Tom 
(50) a— + =A, b— 3 =B, a —-z = 4, b a’ = B, 


20) §. die unter *), ®) und 7) angefiihrten Arbeiten. 
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so lauten diese: 
(51) 4,+b64=B;+a°R=AB, B+aB=4,+0'A' = BA’. 
Liegt ein Lésungssystem a, b, a’, b’ von (50), (51) vor, so lassen sich die 
Relationen (48), (49) als ein unbeschrinkt integrables, lineares und homo- 
genes System partieller Differentialgleichungen fiir die drei gesuchten 
Funktionen u, = 2,, u, = Zs, uy; = 2’ — 2 auffassen, das dann drei 
linear unabhingige Lésungstripel zulaBt. Da z sich durch Quadratur 
ergibt, so ist ersichtlich, daB durch das System (50), (51) ein viergliedriger 
Laplacescher Zyklus konjugierter Netze eindeutig bis auf A/jfinititen 
definiert ist. 

Angemerkt seien drei aus (50), (51) folgende Relationen: 

(aa’ AA’), =0, (66° BB’), = 0, 
(a+a’+A+A’), = (640+ B+ B’).™) 

Die Laplaceschen Gleichungen fiir die Netze (7) und (%) werden: 
(52) Lap = AZ,+ B Zz, Zap = A’ %.+ Bz;. 

Unterwirft man irgend eine Laplacesche Gleichung von der Form: 

Tag = 22, + bz, 

in vier aufeinander folgenden Schritten der durch 7 = z — a definierten 


a-Transformation, wie wir sie nennen wollen — das entsprechende Ergebnis 
fiir die £-Transformation ist leicht zu iibersehen —, so erhilt man die 
folgenden, der Reihe nach an die Stelle von a, b tretenden Koeffizienten- 
paare, wobei fiir den Augenblick auch a’, 6’ nur als Abkiirzungen dienen: 


b A, ‘ Ba: . a’, 5. 
a—~=4, b+7=B; A-yY=ad, B+S=s; 


a’ — 8 = A’, 4 AB; 4 — =a, B+ <2 =6. 
Wird nun verlangt, daB das letzte Koeffizientenpaar @,5 wieder mit a,b 
iibereinstimmt, so hat man genau die 8 Differentialrelationen (50), (51), 
welche die Integrabilitétsbedingungen fiir (48), (49) bilden. Daraus ist zu 
entnéhmen: Fiihrt eine Laplacesche Kette nach vier Operationen auf die 
urspriingliche Gleichung zuriick, so laBt diese letztere drei linear unabhangige 
Integrale zu, die dabei in sich selber tibergehen, gehért also zu einem 
konjugierten System, das in einem viergliedrigen Laplaceschen Zyklus 
enthalien ist. 


2) Setzt man: » = {[(b+b'4+ B+ B’)da+(a+a’'+A+A)df], 80 wird: 
(z,, 2.2’ — x) = const -abe”. 











a 
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4, Wir bestimmen noch in der Kongruenz der Diagonalstrahlen z z’ 
die Brennmintel (x), (x). Fiir @% hatte man a,b,a’,b’ beziiglich 
durch A, B’, A’, B zu ersetzen. Differentiiert man den Ansatz 


(53) 7,2) — an =2+ resad — 2), 





wobei man wieder z, und 2; mittels (48) beseitigt, so ergibt sich: 
"= ri(* +AZ a) + [ro + apa] (2-2), 
ai” = rei(t5% +») + [reat wea] - 2). 
Soll nun dz**) mit der Richtung z’ — z zusammenfallen, so folgt: 
dat+Atdp=0, Acda+dp=o, 


hieraus das Verhiltnis 4, nach dem zz durch die Brennpunkte har- 
monisch geteilt wird, sowie das Paar der Differentialgleichungen fiir die 
Developpablen: 


(54) 





(55) 4=s YS, ous 

Die Realitét der Brennflichen setzt aba’b’ >0 voraus; nach § 2, 3 
haben dann die a- und die #-Kurven auf (z) und ebenso auf (z’) 
entgegengesetzten Windungssinn. Um zu bestitigen, da8 auf den Brenn- 
mianteln («,8) das Netz der Asymptotenlinien ist, hat man (bei Beschrankung 
auf die a-Kurven) zu zeigen, da8 z{,”, durch 2,, 23, 2’ —x ausgedriickt, 
nur die in den beiden Formeln (54) auftretende lineare Verbindung von z, 
und z, enthalt. Wir setzen: 


a,” = Pay +Qa, + R(2'— 2) 
und finden, indem wir die erste Relation (54) nach « differentiieren: 


2A ‘ a, 
asp trea(ete +4- 4), 


db’ 24, 7 “ae * 
Q= el et al +¥4+5-*)], 
mit Beriicksichtigung von (55) also in der Tat: it p—Q = 0. 


P=-— 


§ 4. 
Ein spezieller, mit der Verbiegung des gleichseitigen hyperbolischen 
Paraboloids zusammenhingender Laplacescher Zyklus. 


1. Es sei A ein Integral der partiellen Differentialgleichung: 
1 
(56) (log A)ag = h — i’ 
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Dann ist das zuerst von Darboux*’) betrachtete System: 


h, h 
bea= peat, bp=ht, foe = fiat? 


(57) ; . 
& mea $b o3, & oh % Sas 
das analoge Relationen: 
: Re es , ed 5 a hy ,, 
(58) fe=— Fete, fp = Ze, Se=——festé 


nach sich zieht, unbeschriokt integrabel und lat vier linear unabhingige 
Lésungspaare zu, die wir mit é, €’, n, 7, ¢, ¢’, 0, ® bezeichnen™). Die 
konjugierten Netze (a,f), die von den beiden Punkten z und 2’: 

(59) c= 5 (db: 2=5, y=4, 2=4), e=5 
beschrieben werden, bilden mit den dazwischengeschalteten Netzen (Z) 
und (Z): 


re 
we 
‘ 
wre 
7 
wre 
aR 


| 
| 
| 


, 


P 
(60) f=—=2 
¥, A 
einen viergliedrigen Laplaceschen Zyklus. Das erkennt man mittels (43), 
(44) auf Grund der von z und =~ erfiillten Laplaceschen Gleichungen: 


%.  % : arr 
(61) 46 = 0 Ve — > 7 — = >? Te — Pp 7 


Aus der durch Differentiieren erweisbaren Eigenschaft des Systems (57), 


S 
_ 
R 


da8 fiir ein Lésungspaar #, 3’ bzw. fiir zwei Liésungspaare #, 0’, 0, #: 


a) . 0,9; — # — 0? = const, 
(62) ee - - n 
b) | (Pa 0; + 8,0,) — 00 — WH = const 


wird, kann gefolgert werden, daB die Netze (z) und (Z) die gleiche 
(elliptisch gekriimmte) F? bedecken, in bezug auf die dann die Flachen (z) 


22) Darboux behandelt (Lecons sur la Théorie gén. des Surf. 3, S. 471) das 
Problem, diejenigen Flachen zu bestimmen, die-in jedem Punkte zwei konjugierte. 
gleichzeitig eine feste F? beriihrende Tangenten zulassen. Der viergliedrige Laplacesche 
Zyklus und der Zusammenhang mit der Verbiegung des Paraboloids z = x y finden 
sich bei Darboux noch nicht. Hierzu vgl. die unter ®) genannte Arbeit, ferner 
betreffs der Transformation der Biegungsflachen: Jonas, Ricerche sulle trasformazioni 
delle superficie applicabili sul paraboloide iperbolico equilatero. Annali di Mat. (4) 
2 (1924-25), S. 161. 

%3) Durch Differentiation erkennt man, daB die daraus gebildete vierreihige 
Determinante (¢,, Eg &, &’) = const - A wird. 








i _ iP.) A ee, ae 
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und (z’) polarreziprok werden™). Man gelangt zu diesem Ergebnis am 
einfachsten, indem man fiir ein erstes Jésungspaar #, 0 die Anfangs- 
werte von @,, 0s, 0, 0 (fir «= a, B = f,) so wahlt, daB in (62a) 
die Konstante + 1, also: 

(63) 20,0, = 20,0; = # + 0? + 1%) 

wird. Dann ist durch #, # intrinsek ein Orthogonalnetz («, 8) auf der 
Einheitskugel 5X? = 1 durch das Quadrat des Linienelements: 


>, da? , dp a te ae 
(64) 2d = ot oF (Ye=>- \9=%) 


definiert; in der Tat erweist sich die GauBsche Relation als erfiillt. Drei 
weitere Lésungspaare &, &’, 7, 7’, ¢, f’ von (57) sind gegeben durch: 


(65) é=0X+0;X,, &=0 X+9,X,. 

Andererseits wird (es steht jetzt X, X an Stelle von 2, 7): 
S — é. at & aw ‘3 §, a= & 

(66) et tee * f= =F: 


wobei X ein zweites Orthogonalnetz («, 8) derselben Einheitskugel durch- 


lauft, das zu (X) schmiegungsverwandt ist. Wird die Summe J iiber 
die drei Buchstaben &, 7, ¢ erstreckt, so bestehen fiir das Lésungssystem 
die Relationen: 


(67) { 26=8+1, Lf * = o* +1, aff = 07%, 
| Se&di= vd, 2 (F4)? = (8.)?, & (E53)? = (83)? 
(gleichzeitig: 
LEdE = Od, 2 (€2)* = (82)', & (&3)? = (85)"1. 


Der zugehérige Laplacesche Zyklus (2), (X), (z’), (X) ist also da- 
durch ausgezeichnet, daB die beiden Netze (X) und (X) auf der Einheits- 
kugel um O liegen. Auf den allgemeinen Fall einer nicht-geradlinigen F? 
fiihrt eine Raumkollineation. Mit einem, entsprechend (67) normierten 
Lésungssystem verbindet sich eine Biegungsfliche (x) des gleichseitigen 
hyperbolischen Paraboloids: 


(68) x= ((eae +'Ed@’). 


24) Es handelt sich dabei im wesentlichen um die Tatsache, da8, wenn fiir 
eine (vierreihige) quadratische Matrix die Orthogonalitatsbedingungen beziiglich der 
Zeilen erfiillt sind, das Gleiche von den Spalten gilt. 

25) (63), d. h. das Tschebyschefsche Problem fiir die Differentialform 

2dd0d# 
kann auch als Ausgangspunkt dienen und hat dann das System (57) fir #, #, 
sowie (56) im Gefolge. 
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Es wird naimlich auf Grund von (67): 
(69) LdxX = (1+ 0% )d¥P + 200 ddd + (14+ #)d8’; 
das ist aber das Quadrat des Linienelements fiir das Paraboloid: 
(70) r= 8, n= @, 3= 08, 
d. h. 

3 = =). 
Auf (x) ist (a, 8) das Netz der Asymptotenlinien; durch « + 8 = const 
ist das permanente, d. i. der Biegungsfliche und dem Paraboloid ge- 
meinsame, konjugierte System dargestellt, das mithin reell ist (Be- 
schrankung auf sogenannte Verbiegungen erster Art). Die Richtungen 
der Kugelradien XY und X sind die der 3-Achsen der zu _ beiden Seiten 
der Biegungsflaiche rollenden Paraboloide. 

Neu ist in erster Linie im Anschlu8 an §3 die Feststellung, daB in 
dem betrachteten Laplaceschen Zyklus die zueinander rechtwinkligen Ge- 
raden xa’ und XX, reviproke Polaren beziiglich der Einheitskugel um O, 
zwei W-Kongruenzen bilden. In beiden sind (siehe §3, 4) die Develop- 
pablen durch a + 8 = const gegeben, entsprechen also dem permanenten 
konjugierten System der Biegungsfliche (x)**). Die Brennpunkte 2, 
z™ von zz und 7, Zz von XX werden: 


Ethe’ = f+ § 
+) — SEAS y9 an alee 
(71) a) x sry ») oi, 


Wir bemerken, daB die Tangenten der auf den Brennménteln (x) 
und (x) konstruierten Kurven h = const beztiglich durch 2 und 7 
gehen. Das folgt, am einfachsten bei Verwendung homogener Koor- 
dinaten, aus den Beziehungen: 


(72) (Eth) =Fatbsthal, (E+hF se = Fat Sgt hee’. 

2. Das Verhalten des Laplaceschen Zyklus bei Anwendung der 
Bianchi-Transformation B, auf die Biegungsfliche habe ich in den er- 
wahnten friiheren Arbeiten noch nicht untersucht. Die Tatsache, daB 
die Diagonalen W-Systeme bilden, l48t nun die folgende bemerkenswerte 
Eigenschaft der Transformation vermuten, die wir beweisen werden: 
Wird eine Biegungsflache des gleichseitigen hyperbolischen Paraboloids durch 
die Operation B, in eine neue solche Flaiche tibergefiihrt, so hangen die 
beiden zugehérigen Laplaceschen Zyklen in der Weise zusammen, daf 
zwischen den vier Brennmanteln der Diagonalstrahlensysteme des einen und 
den entsprechenden Brennménteln des anderen Zyklus asymptotische Flachen- 
transformationen, also beriihrende W-Kongruenzen vermitteln. 


%¢) Der Kiirze halber verzichte ich darauf, schon in diesem Zusammenhang 
die Theorie der R-Systeme (siehe § 5) heranzuziehen. 





a 





a 


LO 
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Wir stellen zunichst, an § 4 der unter ™) genannten Arbeit an- 
kniipfend, die Formeln fiir die Transformation B, auf. Es seien a, b 
zwei durch die Relation: 

(73) +h =1 
verbundene Konstanten*’). Wird, und zwar gleicherweise in 7, ¢, 0: 


(74) & =t&—af-bF, & = "Spare 

gesetzt, so tiberzeugt man sich durch einfache Rechnungen davon, daB 
&,, &,..., 8, ® ein dem System (57) véllig analoges, einschlieBlich der 
Bedingungen (67), erfiillen, wofern ¢ Integral der totalen Riccatischen 
Gleichung: 





1 ha 
(75) tg = —gy—Ft+a, b= —pe+t 
ist; die neue Lésung der Differentialgleichung (56) wird dabei: 
hk@ 
(76) h, = ia ; 


Beilaufig sei die Darstellung der transformierten Biegungsfliche (x,) er- 
wahnt, deren doppelte Gestalt erkennen laBt, daB xx, die beiden Flaichen 
beriihrt: 
(77) { x,—-x= — (&% +a6,4+560,)§— (6 +48, + dH)" 

\ = (+40 +b0)E,4+(,4+00+50)&. 
Der transformierte Laplacesche Zyklus, in dem die Netze (X,), (X,) 
wieder die Einheitskugel um O bedecken, ist, entsprechend (59), (66), 
en har ) (F}), & (é,) (€;) 

ra &, , a 1 — dain 1 _s l‘a 
(78) oo = Oy = we il 4 = Gy, 7 WD, 
Die Brennpunkte des Strahls 2,2, erhilt man nach (71a): 
th, &, 
as 

Wir zeigen jetzt also, daB die Gerade 22) Tangente an die 

Flache (x) ist. Dazu muB8 in &, », ¢, @ eine Relation von der Form: 

Et HS AELRE+A(E+AE  +A(E+ hey 
bestehen. DaB dies der Fall ist, ergibt sich aus (72) und aus dem Um- 
stand, da8 auch die linke Seite &, und § nur in der Verbindung ¢, + & 
enthilt: 


(79) ahs 9 


E+, 8, = tet &) —(at+ peye—(b+ Hee. 


97) Die Bianchische Konstante k hat den Wert: k = —2ab. Gleichzeitiger 
Wechsel des Vorzeichens bei a und b ist fir die Transformation belanglos. Ver- 
tauschung von a und } l48t zwar k ungedndert, andert aber die Klasse der Trans- 
formation: B (a, b) = B,, B(b, a) = B,. 

Mathematisehe Annalen. 114. 17 
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Aus der im Anschlu8 an (72) leicht zu bestatigenden Umkehrbarkeit des 
Transformationsprozesses folgt dann, da8 2 2 auch die Flache (z‘) 
beriihrt. Ohne Rechnung schlieSt man aus der Polarverwandtschaft auf 
den analogen Zusammenhang zwischen den Brennminteln der von dep 
Diagonalen XX und X, X, gebildeten W Kongruenzen. Ich erwahne 

noch kurz unter Hinweis auf §1, 3 eine wechselseitige Lagenbeziehung 
-awischen den Vierflachen xXx’ X und x,X,2,X,: jede der vier Ecken 
des einen liegt in einer der vier Ebenen des alleen, 


§ 5. 
Biegungsflichen des einschaligen Hyperboloids. 

1. Als Einleitung zu diesem, die Verbiegung der Mittelpunktsflachen 
zweiten Grades behandelnden Abschnitt stellen wir weiterhin benutzte 
Grundtatsachen aus der Theorie der R-Flaichen und R-Kongruenzen*) zu- 
sammen. Sie sind wesentlich fiir die Erfassung der vielseitigen projek- 
tiven Beziehungen, die sich in eigenartiger Weise mit dem metrischen 
Problem verbinden. 

I. Bilden die Tangenten an die Kurven eines konjugierten Systems 
einer Fliche zwei W-Kongruenzen, so heift dieselbe R-Flache, die W-Systeme 


R-Kongruenzen, das ausgezeichnete konjugierte System R-Netz. Das letztere . 


ist stets isotherm-konjugiert, also bei geeigneter Wahl der asymptotischen 
Parameter «, B (es sei K < 0 vorausgesetzt) durch « + B = const gegeben. 
Il. Bilden in einem isotherm-konjugierten System die Tangenten der 


einen Kurvenschar eine W-Kongruenz, so gilt das auch von den Tangenten - 


der anderen; die Fliche ist eine R-Fliche, die Tangentensysteme sind 
R-Kongruenzen. Daraus folgt dann, daB die zweiten Brennmdntel der 
R-Kongruenzen wieder R-Flichen, die Laplaceschen Transformierten der 
R-Netze also wieder R-Netze sind. 

Zur Erlauterung sei folgendes bemerkt. Ist (z) eine auf die Asym- 
ptotenlinien (a, 8) bezogene Fliche, so hat man fiir den zweiten Brenn- 
mantel (z,) der allgemeinsten, aus Tangenten von (x) bestehenden W-Kon- 
gruenz die Darstellung: 


(80) — e+ gg (Ba. — Ay); 

A und B sind die Lésungen der simultanen Differentialgleichungen: 
11 11 22 22 

@) 4e= [fat {]Be Bf ]4+ [a] 


28) Die Anfange verdankt man Demoulin und Tzitzeica (verschiedene Mit- 
teilungen in Bd. 158 und 154 der C. R. de I’Ac. des Sc.). Vgl. Jonas, Uber die 
Konstruktion der W-Kongruenzen zu einem gegebenen Brennflachenmantel und tiber die 
Transformation der R-Flachen. Jahresber. der Dtsch. Math.-Vereinig. 29 (1920), S. 40. 
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die Christoffelschen Symbole beziehen sich auf das Quadrat des Linien- 
elements von (z). Die auf (z) von den Strahlen beriihrten Kurven sind 
definiert durch: 


(82) pre?) ee a cc a oo | 
Aus (81) folgt, damit gleichwertig, die Differentialgleichung fiir A: 


6) dont = (202) — (5); 


Sollen nun fiir ein konjugiertes Netz o = +A beide Tangentenscharen 


W-Kongruenzen vorstellen, so zerfallt (83), da von 4 und — A erfiillt, in: 


doxtny= 0 (a8) = (4), 


mithin: A =f ot bei geeigneter Wahl von a, 8 also: 4=1 und als 
2 


charakteristische Bedingung fiir das Asymptotenliniennetz einer R-Fliche: 
(84) e 3 = nme kiirzer: pz = q, fir p= — ("S| I= —- ¥ 
Das R-Netz der Fliche (xz), gleichzeitig die Doppelschar der Developpablen 
in jeder der beiden R-Kongruenzen ist durch « + #8 = const gegeben. 

Liegt andererseits auf (x) ein isotherm-konjugiertes Netz « + f = const 
vor, in dem die Tangenten der Kurvenschar « — § = const eine W-Kon- 
gruenz bilden, so geniigt 4 = 1 der Differentialgleichung (83), wie er- 
sichtlich, aber auch 4 = —1, so daB auch die Kurven «+ 8 = const 
eine W-Kongruenz liefern. 

Wichtig ist ferner ein Reziprozitdtstheorem™) fiir R-Flichen (bzw. - 
R-Netze) und R-Kongruenzen, dem wir fiir unseren Zweck die folgende 
Fassung geben: 

III. Lapt sich zu einer Fliche ein W-System derart konstruieren, dap 
seine Strahlen den Normalen der Flache parallel werden und daf Korre- 
spondenz zwischen den Asymptotenlinien seiner Brennmdntel und denjenigen 
der Fliche besteht, so ist die Fliche eine R-Fliche und das W-System eine 
R-Kongruenz. Dem R-Netz der R-Flache entsprechen die Developpablen 
der reziproken R-Kongruenz und damit auch die R-Netze threr Brennmiintel. 
Die Normalen der letzteren sind parallel zu den Tangenten des R-Netzes 
der R-Fliche. Allgemein besteht danach zwischen den beiden aus der 
R-Fliche und aus der reziproken R-Kongruenz hervorgehenden Laplaceschen 
Ketten die Beziehung, daB jeweils die Strahlen in der einen Kette den 
Flichennormalen in der anderen parallel sind und umgekehrt. Zugleich ist 





29) Siehe § 6 meiner unter **) angefiihrten Abhandlung. 
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klar, daB eine R-Kongruenz ein W-System ist, bei dem die Darbouz-La- 
placesche Differentialgleichung fiir die sechs Strahlenkoordinaten gleiche In- 
varianten besitzt. 

Wir gehen zum Beweise von einer auf die Asymptotenlinien (a, f) 
bezogenen Flache (z) aus und bezeichnen mit § den normierten Richtungs- 
vektor der Flachennormalen ( = Vo X, K=-— 5): Es ist dann wie 
in §1 (3): f 

Ze = Nal — Cam ty = — (yao — Cen). 
Die von &, », ¢ zh erfiillende Moutardsche Differentialgleichung ergiinzen 
wir in bekannter Weise zu einem vollstindigen System: 
(85) baa = 9.6. + p&s— PE, bug = ME, Esa = Gu t+ Ob — QE; 
dabei haben p, q dieselbe Bedeutung wie in (84), ferner ist: 
(86) M=Oep+Pq P=pe+ Op, Q= Get beg. 
Die GréBen 6, p, g miissen den Integrabilitétsbedingungen fiir (85) ge- 
niigen: 
(87) M, = 6,M — pQ— Ps, Mz =4,:M —qP—Q,. 
Es sei jetzt (z) die Mittelfliche der nach Voraussetzung existierenden 
W-Kongruenz, deren Strahlen die Richtung &€ der Flachennormalen 
von (z) haben. Fiir die beiden Brennmintel (%,), (%,) sei der Ansatz 
gemacht: 
(88) %=S+té, % = 2-t6. 
Wir differentiieren und bringen zum Ausdruck, da8 fiir die den Deve- 
loppablen entsprechenden, in Anbetracht der geforderten Korrespondenz der 


Asymptotenlinien auch auf (x) konjugierten Fortschreitungen sf = +Asich 
(Za + A(Z)p = Za + As +t (Ea + AEs) + (ta + Abs) E, 
(Zs)e — A(Z)p = Ze — AT, — 1 (En — AEs) — (ta — At) E 


von £ nur durch einen Faktor uriterscheiden. Wir erhalten so, indem 
wir zwei Koeffizienten «,; » neben A als unbekannte Funktionen einfiihren: 


(89) i= —tAbst us, m= — >but v6, 
(2,)u = t(&,, -_ A&;) + (u + t.)&, 
(90) ' t 
(2p = — = (Ea — AEs) + (% + GE. 


Sollen auf (z,) die Kurven (a, 8) die Asymptotenlinien sein, so miissen 
sich (Z,)eq und (%,)sg linear durch (z,), und (Z,), ausdriicken lassen, also, 
wie aus (90) ersichtlich ist, &, und & nur in der Verbindung é, — Ag, 
enthalten. Das ergibt mit Benutzung von (85) die Gleichungen: 


t+ (0.—)t+ 24 m=O, + (Op + B)t+ age+y =o, 
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die mit Riicksicht auf das Bestehen analoger Beziehungen fiir (z,) — da- 
bei andern ¢ und A gleichzeitig das Vorzeichen — zerfallen: 

.. ) we. | t ’ a 
Stee: feat eo oe Q u+pt=0, 7 +qt=0. 
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt: (log 4); = 9, so daB bei ge- 
eigneter Wahl von a und # sich A= 1 setzen l4Bt. Dann wird (mit 

Unterdriickung einer verfiigbaren multiplikativen Konstanten): 


(91) t=—e 9%, wae pp, veg, 

Stellt man nach Eintragung dieser Werte fiir (89) die Integrabilitits- 
bedinguing auf, so findet man: p; = qg,, d. h. die gegebene Fliche (x) mu8 
eine R-Flache sein. Fiir die reziproke R-Kongruenz gilt jetzt die Dar- 


stellung: 
(92) {* = fe" ((& + pé)da + (E+ 98) a8}, 
@%= @-e9§ Z=—z+e%. 

Die weiteren unter III aufgefiihrten Tatsachen bestatigt man miihelos. 

2. Wir fiigen noch eine fiir das folgende in geometrischer Hinsicht 
wichtige Bemerkung hinzu, die zugleich den analytischen Teil erheblich 
vereinfacht. Es handelt sich um die harmonische Beziehung zwischen kon- 
jugiertem System und Strahlenkongruenz. Fir den Augenblick, d.h. nur 
fiir den vorliegenden Art. 2, sei («,8) ein konjugiertes Netz auf einer 
beliebigen Flaiche (x) und 


12 12)) 
(93) Lap = OL_ +b, (@={' b= |" I) 
die von 2, y, z erfiillte Laplacesche Gleichung. Eine weitere Lésung # 


von (93) bestimmt eine zu (x) harmonische Kongruenz mit den Brenn- 
manteln: 




























EE Sve: 


(94) fmt Ft, a" = 2-5 %, 
gleichfalls Tragern konjugierter Netze («,8). Der Strahl liegt also in der 
Tangentialebene von (z), die Brennpunkte z’, 2’ auf den konjugierten 
Tangenten; die Developpablen entsprechen dem konjugierten Netz («, {). 
t Der in der Tangentialebene von (x) gelegene Schnittpunkt der 
Strahlen zweier zu (xz) harmonischer Kongruenzen, die durch die Lésungen 
y, y von (93) definiert sein mégen, beschreibt ein abgeleitetes konjugiertes 
' System (a, 8): 








| . Z Xe & 
(95) z= (zt; 9,y} = —— . 
{x3 9, y} e ol|? % % 
Ye Ye Yu Ye 








Zu beachten ist einmal, daB die Transformationsprozesse (94), (95) 
nicht auf ein konjugiertes Netz des dreidimensionalen Raumes, d. h. auf 
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ein Koordinatentripel z, y, z beschrinkt sind, sondern, auf irgendein 
weiteres Integral der Laplaceschen Gleichung angewendet, ein Integral 
der betreffenden transformierten Gleichung liefern; ferner, da8 die 
Formel (95) ihre Gestalt nicht andert, wenn darin die Ableitungen nach 
«a und # durch diejenigen nach zwei beliebig gewahlten Bezugsparametern 
ersetzt werden. 

3. Zur Darstellung einer Biegungsfliche (x) des einschaligen Hy perboloids: 

3 2 3 
(96) S+p-5=1 (a > b), 
das in der iiblichen Weise auf die Parameter u, v der Erzeugenden be- 
zogen sei: ; : 
+uv u—v —uv 

(97) oe Sre* 9 = b—:. §= SSie° 
bediene ich mich einer in mehreren meiner Arbeiten®) benutzten Methode, 
die sich auf das bewegte Hauptachsendreikant A(X”, X®), X®) des auf 
der Biegungsfliche rollenden Hyperboloids griindet. Dazu miissen u, v 
als Funktionen der Variablen «, 8, denen auf der Biegungsfliche (x) die 
Asymptotenlinien entsprechen sollen, ein Lésungspaar der simultanen 
Differentialgleichungen: 





(98) Ug, = &, H, Ug Up = &,H (e? = e? == 1) 
bilden, in denen 


(99) H = 5 (1+ uv) + pf (u—oy + 5 (1 — up 


ist. Wir beschrinken uns auf Biegungen erster Art, fiir die e, = e, vor- 
ausgesetzt ist und damit das permanente, d.i. der Biegungsflache und dem 
Hyperboloid gemeinsame konjugierte System, gegeben durch: « + £ = const, 
reell wird. Die sechs Rotationen von A in bezug auf die Parameter «, 8 
sind dann: 








20, 2, 20, 
(100 ET 4, =". [_=- 0 3» 
a oe 2% 2% abel 
pT ee ee ee eee ee 
(K = — 4 ist das gemeinsame Kriimmungsma8 von Hyperboloid und 


Biegungsflache ). Fiir die Drehungen des Dreikants bestehen die Differen- 


i 


tialrelationen: 





x” ai rx” ae ek”, x? a x” go q x”, 
(101) x® — px” = x”. x3” = ra x” — r’ x”. 
x” ia qx” - px”, x? —_ q x” a= a xX®. 


30) Siehe besonders § 1 der unter 7) genannten Abhandlung. 
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Die Ortsflache (M; x) fiir den Mittelpunkt M des rollenden H yperboloids wird: 


(102) 2 = { arr xo 4 Pe xo _ be xe) rag te 






+ (3s x 4 x” — > x) upd, 
die Biegungsfliche (x) selber: 


(103) x= 2t+2X0 +H X® 43 Xo, 
Differentiation von (103) mit Hilfe von (100) bis (102) ergibt die Rela- 
tionen: 


(104) x, = xX” + 9, X® +4 3, Xo, Xp = ¥gX + yy X + 3, X, 
aus denen die Isometrie zu ersehen ist. In (102) ist das Vorzeichen so 
gewahlt, daB die «-Asymptotenlinien auf (x) positive Torsion haben. Der 
Gegenpunkt M, von M in bezug auf die Tangentialebene ist Mittelpunkt 
eines zweiten, auf der anderen Seite der Biegungsfliche rollenden Hyper- 
boloids. 

Achsenspurfliche nenne ich,. wie bereits friiher™'), den Ort des Spur- 
punkts einer jeden der drei Hauptachsen des rollenden Hyperboloids in 
der Tangentialebene von (x). Die Schnittlinien der Hauptebenen mit der 
Tangentialebene bilden die drei Seiten des Achsenspurdreiecks. Es gilt 
der folgende a. a. 0. aufgestellte Satz, fiir den hier zunichst ein neuer 
Beweis gegeben werden soll: Zwischen der Biegungsfliche des Hyperboloids 
und den drei Achsenspurflichen, deren Normalen parallel zu den gegeniiber- 
liegenden Seiten des Achsenspurdreiecks sind, besteht Korrespondenz threr 
Asymptotenlinien (x, f)**). 

Wir betrachten die vom Spurpunkt @® der 3-Achse (Richtung X) 
beschriebene Fliche. Da die Achsenabschnitte der Tangentialebene o. 


Y —®= sind, wird: 
b)) 3 . 
(105) 29 = o— 5 x". 


Wir differentiieren und erhalten nach einigen Umformungen: 





OF an agent Bo (2) ze 
(106) oe = (5). % , 
qo — 2 te hs et +) x® 
fd a H 3 — (< 2 , 
wobei der Vektor 
(107) == = xo + px a” 3 xo 


81) Siehe § 1, 5 der unter °) genannten Abhandlung. 
32) Die Hauptachse ist also Tangente an die betreffende Achsenspurfliche; 
sie beschreibt tibrigens keine W-Kongruenz. 
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normal zur Tangentialebene des rollenden Hyperboloids, also Flachen- 
normale von (x) ist. Fiir die Normale der Achsenspurfliche (7) erhalt 
man auf Grund von (106) und (107) den Richtungsvektor: 


(108) EO a pxm aS aX"; 


sie ist also parallel zur Gegenseite 7 Z® des Achsenspurdreiecks. Es 
wird: 


~ 2 -)3 mn », r, 
pm gr an — mi a + eam -_ —x™, 

~ 2(u+v)? u — ‘ 

BP = ape Et XY — GX. 


Die Rechnung ergibt dann: Y2{?F =0, F2yFP = 0. Das besagt 
aber, daB auf (Z*) das Kurvennetz (a, 8) aus den Asymptotenlinien 
besteht. 

4. Die etwas versteckt liegenden, wie mir scheint, sehr beachtens- 
werten Eigenschaften der verbogenen Flachen zweiten Grades, die wir 
jetzt herleiten werden, kniipfen sich an zwei Satze der voraufgegangenen 
Arbeiten **), deren Beweis im Anschlu8 an die Formeln von Art. 3 un- 
schwer zu fiihren ist, hier aber nicht von neuem vorgetragen werden 
soll. Bei der Formulierung mache ich Gebrauch von dem Begriff der 
schmiegungsverwandten Kurvennetze. 


A. Der Mittelpunkt M des auf der Biegungsfliche rollenden Hyper- 
boloids und sein Gegenpunkt M, in bezug auf die Tangentialebene beschreiben 
den Asymplotenlinien der Biegungsfliche entsprechende schmiegungsverwandle 
Netze («, 8); die durch M M, gehenden gemeinschaftlichen Schmiegungsebenen 
sind normal zu den beiden Erzeugenden g“ und g des Hyperboloids. 

B. Sind N{”, N{? (i = 1, 2, 3) die drei Paare von Schnittpunkien 
der durch den Punkt der Biegungsjliche gehenden Erzeugenden g und g 
mit den drei Hauptebenen des rollenden Hyperboloids, also mit den Seiten 
des Achsenspurdreiecks, so beschreiben je zwei Punkte N‘, N{” schmiegungs- 
verwandte Netze (a, 8), die den Asymptotenlinien der Biegungsfliche ent- 
sprechen; die gemeinsamen Schmiegungsebenen werden von der betref{fenden 
Hauptebene und der symmetrisch zur Tangentialebene orientierten Ebene, 
Hauptebene des auf der anderen Seite rollenden Hyperboloids, gebildet. 

Im Hinblick auf das in §2, 3 ausgesprochene Hauptergebnis der 
allgemeinen Untersuchung kénnen wir den folgenden neuen Satz unmittel- 
bar hinzufiigen: 

Das Lot M M,, das vom Mittelpunkt des rollenden Hyperboloids au 
die thm mit der Biegungsflache gemeinsame Tangentialebene gefillt ist, durch- 





38) S. besonders § 2 der unter 7) genannten Abhandlung. 








ia 
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lauft eine W-Kongruenz, in der die Asymptotenlinien der Brennmdntel denen 
der Biegungsfliche entsprechen. Das Gleiche gilt von den Seiten des Achsen- 
spurdreiecks. 

Da die Strahlen dieser vier W-Kongruenzen den Normalen der 
Biegungsflache und der Achsenspurflichen parallel sind und auBerdem 
Korrespondenz der Asymptotenlinien besteht, so schlieBen wir weiter ver- 
mége des Satzes III von Art.1: Die Biegungsflaiche und die drei Achsen- 
spurflachen sind R-Flichen; die von dem Lot MM, und den drei Seiten 
des Achsenspurdreiecks durchlaufenen W-Systeme sind die thnen durch das 
Reziprozititstheorem zugeordneten R-Kongruenzen, deren Developpablen den 
R-Netzen entsprechen. Diese Developpablen sind nun aber durch 
a+ = const gegeben — den Nachweis bringt der folgende Art.5 —, 
so da8 wir erginzend feststellen kénnen: Auf der Biegungsfliche des H yper- 
boloids ist das permanente konjugierte System « + 8 = const ein R-Netz; 
thm entspricht ein R-Netz auch auf jeder der drei Achsenspurflaichen. Fir 
die Biegungsfliche selber ist diese Eigenschaft bekannt; sie wurde von 
Bianchi™) gefunden. Neu ist sie fiir die Achsenspurflaichen. 

5. Der noch erforderliche Nachweis gelingt fast ohne Rechnung mit 
Hilfe der jetzt zu erérternden, auch an und fiir sich interessanten har-. 
monischen Beziehungen, zu denen das permanente konjugierte System 
der Biegungsfliche AnlaS gibt. Sie lassen sich iibrigens, wie hier nicht 
néher ausgefiihrt werden soll, auf das Rollen beliebiger isometrischer 
Flachenpaare iibertragen. Man wei8, daB die Koordinatentripel x, y, z 
und x, 9, 3 zweier aufeinander abwickelbarer Flichen, im gegenwirtigen 
Falle der Biegungsfliche und des Hyperboloids, in bezug auf die Para- 
meter des permanenten konjugierten Systems, hier also «+ und «— 8, 
ein und derselben Laplaceschen Differentialgleichung geniigen. Wir bestimmen 
nach (94) die beiden Brennpunkte (gemeinsame Bezeichnung 2’) auf dem 
Strahl einer zu dem permanenten konjugierten System der Biegungs- 
fliche harmonischen Kongruenz, die durch die Lésung 3 der gedachten 
Laplaceschen Gleichung definiert sei: 

(110) P=ex-sty + j, (se + HH 
ersetzen x, X,, Xs durch die Ausdriicke (103), (104) und erhalten: 
att %) - 3(0 + D4) 


3’ = (1) (2) ae 2 a _— 
(lll) 2t+oX94+7rX® o=xz an £3,” + 


Man iiberzeugt sich leicht davon, daB 








aot et= 1 


54) Bianchi, Sui sistemi coniugati permanenti nelle deformate delle quadriche. 
Rom Aco. Linc. Rend. 22, (1913), 8. 3. 
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ist. Danach liegt jeder der beiden Punkte Zz’ (c, t, 0 sind die relativen 
Koordinaten in bezug auf das bewegte Hauptachsendreikant A) auf der 
Schnittlinie der Tangentialebene mit der x1-Ebene, also auf der Seite 
z” Z® des Achsenspurdreiecks. Mithin: Die drei von den Seiten des 
Achsenspurdreiecks beschriebenen Kongruenzen sind harmonisch zu dem per- 
manenten konjugierten System der Biegungsfliche (x), d. h. aber: thre Brenn- 
punkte liegen auf den Tangenten desselben, ihre Developpablen sind durch 
a +8 = const gegeben. 

Nach Art. 2 beschreibt nun der Achsenspurpunkt 2, Schnittpunkt 
der Strahlen zweier zu dem permanenten konjugierten System harmo- 
nischer Kongruenzen, ein abgeleitetes konjugiertes Netz « + 8 = const, 
dargestellt durch: 








X Xq Xp 

(112) 2 = (x32, 9) =| * % HI. 
«P11 0 De De 
0. Ds 





Die Ubereinstimmung mit der Formel (105) bestatigt man, indem man 
wieder von (103), (104) Gebrauch macht und beriicksichtigt, da8 

Da Oa! |du ae]. | fu Xe 
du 33 Xu Xs Da De 
ist. Zugleich ist klar, daB der analog zu (112) gebildete Ausdruck: 


— ee 3 


a = re 
































1 3 de 9 ec 
(113) o= es9) = Te 2% %|=—-F 
», D, D Da De 


Integral der von 2 in bezug auf die Variablen «+, «— erfiillten 
Laplaceschen Gleichung ist. Wir konstruieren mittels # eine zu dem 
Netz « + 8 = const von (2) harmonische Kongruenz. Ihre Brennpunkte 
(gemeinsame Bezeichnung 2’) sind: 


(114) z= + oy (2 + BO), 

Mit Benutzung von (105), (106) lat sich dafiir schreiben: 
2(u+ry _ % % 

(115) 2’ = 2+ Hira” wa. ae 


wobei an (98) (mit ¢«, = «,) erinnert sei. Der Strahl ist also das 
Lot MM,**). Daraus folgt dann: Die Kongruenz der Lote MM, ist har- 
monisch zu den drei von den Achsenspurpunkien beschriebenen Netzen 
«+f = const; das bedeutet: die Tangenten der letzteren treffen wu je dreien 


35) M und M, werden durch die Brennpunkte harmonisch getrennt; vgl. dazu 
den Satz am Anfang von § 1, 2. 


Se 


SEE 


— ed 
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in den Brennpunkten des Strahls zusammen, die Developpablen sind gleich- 
falls durch « + B = const gegeben. 

6. Die Realitét der Brennmintel in den vier betrachteten R-Kon- 
gruenzen, die von dem Lot MM, und den drei Seiten des Achsenspur- 
dreiecks durchlaufen werden, ist an die des permanenten konjugierten 
Systems der Biegungsfliche gebunden. Im Anschlu8 an den Hauptsatz 
von §2, 3 bemerken wir: Charakteristisch fiir die Biegungen erster Art 
mit reellem permanenten konjugierten System ist, daB auf der Ortsflache 
des’ Mittelpunkts M des rollenden Hyperboloids die den Asymptotenlinien 
entsprechenden Kurven entgegengesetzten Windungssinn haben. 

Wird die Biegungsfliche der Bianchi-Transformation B, unterworfen, 
so erfahren nicht nur die Laplaceschen Transformierten des permanenten 
konjugierten Systems **), sondern auch die drei Achsenspurflachen *’) simul- 
tane asymptotische Transformationen. Es gilt ferner, wie ich gezeigt 
habe **), der allgemeine Satz, daB zugleich mit einer asymptotischen 
Transformation, die ein R-Netz in ein ebensolches verwandelt, auch die 
ihm nach dem Reziprozitaétstheorem zugeordnete R-Kongruenz durch 
asymptotische Transformation ihrer beiden Brennmintel in eine zu dem 
transformierten R-Netz reziproke R-Kongruenz iibergefiihrt wird. Danach er- 
scheint es von vornherein nicht zweifelhaft, daB bei Anwendung der Ope- 
ration B, auch die Brennmiantel unserer vier R-Kongruenzen mittels 
asymptotischer Transformationen in die entsprechenden, mit der neuen 
Biegungsflache verbundenen Flachen iibergehen. Allerdings ist dieser 
Schlu8 nicht zwingend, da die reziproke R-Kongruenz im allgemeinen 
Falle durch (92) nur bis auf einen MaSstabsfaktor und auf eine Trans- 
lation definiert ist. Der Beweis erfordert die Heranziehung des immer- 
hin ziemlich ausgedehnten Formelapparats der Bianchi - Transformation. 
Er soll zusammen mit einem Beweis des erwahnten Satzes iiber die 
Achsenspurflachen in einer nachfolgenden Arbeit mitgeteilt werden. 


§ 6. 
Schiefe Weingartensche Systeme pseudosphirischer Flichen. 
1, Als Sonderfall behandeln wir hier noch die von Bianchi entdeckten, 
als schiefe Weingartensche Systeme bezeichneten Scharen pseudosphirischer 
Flachen®), bei denen abermals aus dem Auftreten schmiegungsverwandter 


36) S. das Zitat **). Betreffa der Ausdehnung des Satzes auf allgemeine 
R-Netze vgl. § 6 meiner unter **) genannten Abhandlung. 

87) § 5 meiner Abhandlung °*). 

58) § 6 der Abhandlung **). 

3%) S. unter *). Als Ausgangspunkt der nachstehenden Entwicklungen dienen 
$§ 2 und 3 meiner daselbst angefihrten Abhandlung. 
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Kurvennetze auf bislang nicht bemerkte W-Kongruenzen geschlossen werden 
kann. An diese kniipft sich dann eine neue geometrische Eigenschaft der 
auf ein derartiges System, wie Bianchi gezeigt hat, anwendbaren Backlund- 
Transformation. 


Das Funktionenpaar 6, der drei variablen Parameter «, 8, v, Lésung 
des Systems simultaner Differentialgleichungen: 


(116) 6,+0, = sin(@—), 6 —o,=sin(0@+o), 0,0, =1, 

aus dem insbesondere noch die Relationen: 

(117) 26.2 = sin20, 2o,, = sin2o 

folgen, definiert, und zwar zunichst intrinsek, eine von einer verfiigbaren 
Konstanten x abhingige Schar pseudosphiarischer Flichen v = const vom 
Kriimmungsma8 K = — 1, die durch die Trajektorien (v-Kurven) so auf- 
einander bezogen werden, daB sich ihre Asymptotenlinien («, 8) mit Gleich- 
heit der Bogenlingen entsprechen. Fiihrt man neben x zur Abkiirzung noch 


(118) 1+?—x=c 


ein, so gelten die Differentialrelationen: 





XxX? = 6, X +c sin 6X, Xp = — 6,X + + sin oz". 
XP? = —ccos@X®-—6,X", XP= * cos OX” + 6,X, 
XD = —csindX” +ccos6X”, XP = — + sinoX” — + cos op? 
aM xX” = rea («eX + cas w X), 
x? = ere (sin » X — x X), 





” : 
xy = Tes (— cos » X° — sinw X®, 
xn 


auf Grund deren das rechtwinklige Dreikant (X, X®), X®) zu bestimmen 


ist. Der die Flaichenschar durchlaufende Punkt =z ergibt sich durch Qua- 
draturen: 


| = c(cos 6X” + sin 6X), 2, = + (cos 6X” — sin # X®), 


| t, =~ % (— sin w X® + cos w X®) + _%e_ Xo), 
1+ x? 1+ x? 


(120) 





Fiir die pseudosphirische Flache (x; v = const) wird danach: 


(121) Sdz* = c'da® + 2cos 26da dp + aap. 


rn 


Pee a 


es ee De, © ee 





a ret 


og” ea 
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Wie aus (119), (120) zu ersehen, ist (X%, X®, X®) das Hauptdreikant 
des Flichenpunktes z, gebildet von den Hauptkriimmungsrichtungen X, X® 
und der Normalenrichtung X®. Daneben fiihren wir das zum Punkte z 
gehérige begleitende Dreikant (X, X’, X”) der Trajektorie ein (Tangente X, 
Hauptnormale X’, Binormale X"’), das mit (X"), X®, X) durch die ortho- 
gonale Substitution: 


x= os sin w X + cos w X®) + wont” 
(122) X’ = cos w X + sin w X®, 
wos (— sin w X® + cos w X) — es x) 
verbunden ist. Es bestehen dann die Relationen: 


” 





(123) ty = ee 





(124) 
o 
as a —- v XxX’ 
yVi+% 
denen man fiir Flexion und Torsion die folgenden Ausdriicke entnimmt: 
1 Wy 1 -— wy 
(125) 2 1+ #’, 7 -— 


Die Trajektorien sind also Bertrandsche Kurven mit der gemeinsamen 
Gleichung: 


(126) a-7tVise=0. 


Fiir x = 0 (damit ¢ = 1) liegt eine Lamésche Schar pseudosphirischer 
Flachen vor, bei der |R| = 1 wird, nach Bianchi: ein Weingartensches 
System mit konstanter Flexion. Der Ubergang von diesem zu einem schiefen 
Weingartenschen System, das durch die gleichen Lésungen 0, von (116) 
und ein beliebiges x + 0 definiert ist, la8t sich, wie man bereits aus der 
Gestalt des Linienelements (121) erkennt, als eine Liesche Transformation 
auffassen, der die oo' Flichen der Laméschen Schar simultan unterworfen 
werden. 

Der Punkt 


é a — 1 a) i @)) — _— u < 
(127) z=2 Pp yeses +sinw X®) =z rss 
beschreibt ebenfalls ein schiefes Weingartensches System, das assoziierte, 
dessen Flachen (7; v = const) mit dem Quadrat des Linienelements: 


(128) Laz = eda + 2cos2wodadp++ap 
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mit den Flachen (z; v = const) des urspriinglichen Systems durch eine 
spezielle, einen Integrationsproze8 nicht mehr erfordernde Backlund-Trans- 
formation zusammenhingen. Die o', also einen Strahlenkomplex vor- 
stellenden Geraden zZ erscheinen somit angeordnet als eine Schar pseudo- 
spharischer Kongruenzen, definiert durch v = const. In etwas weiterer 
Fassung bedeutet das: zu konstantem v gehért je eine von den Geraden zz 
gebildete W-Kongruenz, in der die Asymptotenlinien der Brennmantel 
durch « = const und f.= const gegeben sind. Wir werden die neue und 
eigenartige Tatsache beweisen, daB der Satz in dieser Form die Ver- 
tauschung der Parameter «, B,v gestattet. Zuniichst sei noch -bemerkt, 
da8 die Trajektorien des assoziierten schiefen Weingartenschen Systems 
die zu den Trajektorien des urspriinglichen Systems konjugierten Bertrand- 
schen Kurven sind, die also mit jenen die Hauptnormalen, niamlich die 
Geraden zZ, gemeinsam haben. Fiir. das folgende wichtig ist ferner die 
von Bianchi erkannte Eigenschaft, die, auch in meiner unter *) genannten 
Arbeit bewiesen, hier nicht noch einmal hergeleitet werden soll: In den 
beiden zuewnander assoziterten schiefen Weingartenschen Systemen ist immer 
die Tangentialebene der pseudosphirischen Flaiche des einen zugleich die 
Schmiegungsebene der durch den korrespondierenden Punkt des anderen 
gehenden Bertrandschen Kurve. 

2. Wir betrachten jetzt in den beiden assoziierten Systemen die von 
den korrespondierenden Punkten z und Z beschriebenen, durch £ = const 
definierten Scharen von Flachen, die wie a.a.O. asymptotische Trajektorien- 
flichen heiBen mégen. Sie sind von Netzen (a, v) bedeckt, in denen die 
«-Kurven als Asymptotenlinien der pseudosphirischen Flichen Kurven 
von konstanter Torsion (mit dem Werte + 1) und die v-Kurven Bertrand- 
sche Kurven sind. Die ersteren haben die jeweils durch den Punkt z 
bzw. Z gelegte Tangentialebene der pseudosphirischen Flaiche zur Schmie- 
gungsebene, die letzteren lassen dem eben angefiihrten Bianchischen Satze 
zufolge das gleiche Ebenenpaar, aber in umgekehrter Zuordnung als 
Schmiegungsebenen zu. Daraus ergibt sich: Fiir 8 = const durchlaufen 
die Punkte x und & der assoziierten schiefen Weingartenschen Systeme 
schmiegungsverwandte Kurvennetze (a, v) auf den asymptotischen Trajektorien- 
flachen; die Geraden xz bilden also fiir B = const W-Kongruenzen, deren 
Brennmdntel die Kurven « = const und v = const zu Asymptotenlinien 
haben. 

Der Satz gilt natiirlich (unter Vertauschung von « und f) auch fiir 
die Schar der innerhalb des Komplexes der Geraden zz durch « = const 
definierten Kongruenzen. Wir bevorzugen die Kongruenzen f = const, 
die im Gegensatz zu jenen reelle Brennmantel besitzen. Dies folgt im 
Hinblick auf unseren Hauptsatz von § 2, 3 aus dem Umstande, daB die 
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vom Punkte z beschriebene «-Kurve die Torsion +1, die $-Kurve die 
Torsion --1 und die v-Kurve nach (125) und (116) negative Torsion 
— 1/(6,)° hat; entgegengesetzt ist also der Windungssinn fiir v-Kurve und 
a-Kurve*). Wir bestimmen die Brennmiintel der Kongruenz 8 = const 
(z* als gemeinsame Bezeichnung) an Hand des Ansatzes: 


(129) z*=2+tX'=2+1t(coswX” + sinw X). 


Differentiation nach « und v mit Benutzung von (119), (120) und (116) 
liefert: 
zt = c(cos 6 X + sin 6 X®) 

+ tsin (0 — w) [— sinw X + cosw X® + ¢X] +t, X’, 


(130) } 2* = [mets (l+¢V¥1+)+ to,| (— sinw X® + cosw X®) 





6 
+ 7a (lt eVl + A) XO + t,x’. 


Da die Flachennormale zur Strahlrichtung senkrecht sein muB, setzen wir: 


(131) &* = —sinw X® 4+ coswX” + AX 

und erhalten aus J 2zé* = 0, Y a} é* = 0 die beiden Wertepaare: 
6 

(132) iw vit 





et ; A=—x + 
Vi + <2 (0, +1) 9, 
wobei die oberen bzw. unteren Vorzeichen zusammengehéren. 


3. Es ist bekannt, daB ein schiefes Weingartensches System durch 
eine die simtlichen pseudosphirischen Flichen simultan erfassende Bédck- 
lund-Transformation B, in ein neues derartiges System iibergefiihrt werden 
kann. Als Erginzung hierzu ergibt sich auf Grund des Bianchischen 
Vertauschbarkeitssatzes: durch den gleichen geometrischen ProzeB geht 
auch das zu dem gegebenen assoziierte System in das assoziierte des 
transformierten Systems iiber. Die Operation B, setzt die Kenntnis eines 
Integrals 6, der folgenden, auf den Riccatischen Typus zuriickfiihrbaren 
totalen Differentialgleichung voraus: 


| (9,)a oF .<- 6.+ See sin (6, _ 6), 
(133) (0,)p = 92 +L" sin (0, + 0), 
6 
| (6).= — mc [1 + cosa, cos (6, — o)]. 





40) MaBgebend fiir diese Verhaltnisse ist, daB wir die dritte der Differential- 
gleichungen (116) in der Form 6,, = +1 angenommen haben. 
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Darin kommt die fiir die Transformation B, charakteristische Konstante o 
nicht selber vor, aber auch x nicht. Durch 6, ist fiir beliebiges x eine 
Transformation B, bestimmt, deren Konstante o sich durch o, und x 


ausdriickt : 
(134) one = COS Fp Vi + x sin oy — x 
Vl + x9 — x sin a, Vl + x? — x sin a, 
Die Lamésche Schar (x = 0) erfahrt eine Transformation B,,. 
Das transformierte schiefe Weingartensche System wird von dem 
Punkte 
(135) z, = z+ cosa (cos 4, X® + sin 0, X®) 


beschrieben. Das ihm assoziierte, mit dem sich der viergliedrige Zyklus 
der Backlund-Transformationen schlieBt, ist dargestellt durch: 

ira (cos w, X® + sinw, X®). 

Dabei ergibt sich w, aus der Fundamentalrelation des Vertauschbarkeits- 
satzes. die weiterhin in doppelter Gestalt Verwendung finden wird: 


», smo= 








(136) z,=2,- 


cos (6, — ») + cos a 
(137) = Se 
sin o, sin (6,— w) 
1 + cos a, cos (0, —@)° 
Das in (136) eingefiihrte rechtwinklige Dreikant (X‘°, X®, X), Haupt- 
dreikant im Punkte z, der pseudosphirischen Flache v = const, geht aus 
(XM, X®, X®@) durch die folgende orthogonale Substitution hervor: 


Xo = @,, XW + a,,4” +a,,X, 
(138) X® = a,,X+4a,,X® + a, X”, 
XP = a5, XM + a, X +05, X, 
a,, = cos 6 cos 6, — singsin 6 sin 6,, 
a,, = cos@sin@, + sino sin§cos6,, a,, = coso sin8, 
(139) } «,, = sin @ cos 6, + sing cos @ sin 8, 
a, = sin@ sin§, — sino cos@cos6,, «,, = — cosa cos 6, 





sin (w, — 6) = 





a, = —cosasin§,, «,, = cosacos6,, a, = — sing. 


Zu bemerken ist noch, daB jetzt die simtlichen Formeln (116) bis (132) 
bei gleichem Werte von x auch fiir den Index 1 giiltig sind und daB die 
inverse Operation, die zu dem urspriinglichen System zuriickfiihrt, wieder 
eine B, ist. 

4. Wir beschlieBen die Untersuchung mit dem Beweis des folgenden 
Satzes, durch den das in Art. 2 ausgesprochene Ergebnis vervollstandigt 
wird: Unterwirft man ein schiefes Weingartensches System zusammen mit 
dem assoziierten einer Biicklund-Transformation B,, so gehen die siimtlichen 
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innerhalb des Komplexes der Verbindungsgeraden x durch B = const bzw. 
« = const definierten W-Kongruenzen durch asymptolische Transformationen 
ihrer Brennmdntel (die nur fiir die eine der beiden Annahmen reell sind) 
in die entsprechenden, den transformierten Systemen angehérenden W-Kon- 
Die Brennmantel der fiir 6 = const von dem Strahl z,z, durch- 
laufenen W-Kongruenz sind durch die zu (129), (132) analogen Formeln 
gegeben: 
(140) af = 2, +4, (cosw, XM + sinw, X®), t, = 


(9,)» 

Vi+x*((6), +0) 
Wir beschrinken uns auf den Nachweis, da8 die Verbindungslinie der 
Punkte z* und zf Tangente der Flache (z*; 8 = const) ist, wobei in den 
Formeln fiir ¢ und ¢t, gleichzeitig das obere bzw. untere Vorzeichen gelten 
soll. Da8 auch die vom Punkte zf beschriebene Fliche von z*zf be- 
riihrt wird, folgt dann aus der Umkehrbarkeit des Transformationsprozesses ; 
die Korrespondenz der Asymptotenlinien («, v) beider Flachen steht bereits 
fest. Wir setzen [siehe dazu (131)]: 


(141) d (ai — 2*)&* = Q; 
behauptet wird: 2 = 0. Mit Hilfe von (129), (140) und (138) ergibt sich: 





zj—az* = [cosa cos6, —t cosw + t, («,, cosw, + a,, sinw,)] X” 
+ [cos osin6, —tsin w + t, («,, cosw, + @,, sin w,)] X® 
+ t, («,, cosw, + a, sinw,) X®, 


(142) + sin @, (— a, SIN @ + a> Cos w) 


| Q = cosa sin (6, — w) + t, [cosw, (— a, , sinw + «,, cosw) 
| + A(a,, cosm, + a, sinw,)). 
Aus (139) entnimmt man aber: 
— a,, Sinw + a,, cosw = cos@ sin (6, — m) + sing sin 6 cos (6, — ~), 
— %, Sin@ + a,,cosw = sin # sin (0, — w) — sin o cos 6 cos (6, — w), 
%, 3 COSM, + a, SINwW, = — cosa sin (w, — 4) 
und erhilt so zunichst: 
Q = cosa sin (6, — w) + t, {cos (wm, — 6) sin(6, — ) 
— sin(w, — 9) [sino cos (0, — w) + A coso]} . 


Nach Eintragung der Ausdriicke (137) kann man schreiben: 





143) —meoe 
(143) Se nth, ~a)+ane~ iene 
Q = t, cosa sin(6, — w) |> + — =a) 

1 1 t, 1 + cos a, cos (4, — w) 
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274 H. Jonas, Ein Satz aber W-Kongruenzen. 
Mit Benutzung der aus (134) folgenden Hilfsformeln: 
1—sne dnc —snemare = yil+ C08 9,, ete = yi+# — xsin a, 
geht (143) tiber in: 
: 1 i 
Q = t, cosa sin (0, — w) iz +Vi+#- Ty eaer seta) (A+ »)} 
Der Inhalt der Klammer verschwindet aber, wie man jetzt leicht mittels 
der aus (132) und (140) folgenden Beziehungen: 


Li yiee = FF ten 
1 


(6, de , o 
und der dritten Gleichung (133) bestiatigt. Mithin ist Q = 0, w. z. b. w. 











(Eingegangen am 2. 10. 1936.) 
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Uber die Kriimmung 
der Niveaukurven der beschrinkten Funktionen. 


Von 


Penelope Cacridis-Theodorakopulos in Athen. 





Wir nehmen eine Funktion /(z) mit den Eigenschaften: 

1. {(z) analytisch regulir im Innern des Einheitskreises; 

2. {(0) = 0; 

3. |f(2)| <1; 

4. |f'(0)| >0 
und betrachten die Kurven y der /-Ebene, welche den Kreisen |z| = 9 der 
z-Ebene (0 < 9 < 1) entsprechen. 

Sieht man von den Fallen 

f(z) = e%z (@ reell) 
ab, so gilt nach dem Schwarzschen Lemma, daB jede Kurve y ganz inner- 
halb des Kreises |/| = o liegt. AuBerdem sind diese Kurven y fiir ge- 
niigend kleine @ wegen der Konformitét der Abbildung konvex und beinahe 
kreisformig. 

Es liegt also die Vermutung nahe, da8 die Kriimmung der Kurven y 
fiir geniigend kleine o in allen Punkten gréBer als -, d. h. gréBer als 
die Kriimmung des urspriinglichen Kreises ist. In den Fallen 

(2) = e%2 
bleibt natiirlich die Kriimmung der abgebildeten Kreise |z| = 0 un- 
verandert. 

Diese Vermutung wird hier vollsténdig bewiesen. Wir werden die 
Funktionenfamilie {f(z)} betrachten, deren Funktionen /(z) durch folgende 
Rigenschaften charakterisiert sind: 

1. f(z) analytisch regular im Innern des Einheitskreises; 

2. {(0) = 0; 

3. |f@)| <1; 

4. |f'(0)| >a, 
unter a eine vorgegebene positive Zahl kleiner als 1 verstanden. 

Wir beschrinken uns auf solche 9, daB jede Funktion dieser Familie 
die Kreise |z| = o auf sich selbst nicht tiberschneidende Kurven abbildet, 
18* 








276 P. Cacridis-Theodorakopulos. 


welche in jedem ihrer Punkte eine bestimmte Kriimmung besitzen, d. h. 
auf die o, die kleiner als 
1 l 
e782 
sind *). 
Wir werden zeigen, daB jede Funktion der Familie {f(z)}, ausgenommen 
die Funktionen 


f(z) = e*z (@ reell), 
jeden Kreis |z| = o auf eine Kurve der /-Ebene abbildet, deren Kriimmung 
in jedem Punkte gréfer ist als ~, d.h. als die Kriimmung des urspriing- 


lichen Kreises |z| = 0, wenn nur ¢ kleiner als 9, ist, unter 0, die positive 
Wurzel von 





p_ tts ee 
(1) -c-+e=- — a @ 
verstanden, die kleiner als =. — 47 1 ist. 
Auch der Kreis |z| = 9, wird im allgemeinen durch eine Funktion 


der Familie {f(z)} auf eine Kurve der /-Ebene abgebildet, deren Kriim- 


mung iiberall gréBer ist als = . Aber es treten jetzt zu den ausgenommenen 
Funktionen ' 

f(z) = e%z 
noch die folgenden hinzu: 


a—e?z 


f(z) =e %z (8, p reell), 


e *¥ —42z 
bei welchen ebenfalls, allerdings aur fiir den einzigen Punkt 
z=e' oO, 


die Kriimmung der Bildkurve von |z| = g, gleich 1 wird. 
0o 


Fiir die 9, die zwischen 9, und 2 - y.- 1 liegen, hat das Minimum 
der Kriimmungen der Bildkurven von |z| = 0 durch die verschiedenen 
Abbildungsfunktionen f(z) unserer Familie nicht mehr den Wert : der 
Kriimmung des urspriinglichen Kreises, sondern den kleineren: ; 

(1 — @ o) [— a2 0° + 8a 0% + (a? — 4) o +a] 
o((1 + e#)« —2 of 





') Die schénste Ableitung dieser oberen Grenze findet sich bei U. Carathéodory, 


Uber beschrankte Funktionen, die in einem Paare usw., Monatsh. f. Math. u. Physik 43 
(1936). 
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der die Kriimmung der Bildkurven von |z| = 0 durch die Funktionen 


f(z) = #92 =" = cos 
e P¥—az 
im Punkte f{(e-‘* 0) darstellt. 


1. Fiir jede Funktion f(z), die den Bedingungen des Schwarzschen 





Lemmas geniigt — das sind hier die unter 1., 2., 3. erwahnten Eigen- 
schaften der Funktionen der Familie {f(z)} — gilt fiir alle Punkte z mit 
|z|} = r <1 folgende Relation’): 

if’ (z)| l—r _i-* ee O—P 3 
(1) I—Werl” — 2 * Fe |S!-O-VOD) qajpamplPor. 








Aus ihr folgt die weitere Relation: 


if'(z)| t—r l—r " (z)) (l—r*)? yy 
(2) —— perl” — 3 ® H(z! F(a) )|=1-O—-VO) apap @P- 


AuBerdem ist aber fiir die Funktionen unserer Familie {f (z)} und fiir 
die o, auf die wir uns beschrinkt haben, die Kriimmung der Bildkurven 
von |z| = o fiir irgendein z eine bestimmte Zahl 


K = K(f (2), 2) 


> aie 1 R (1 142%) ©) 











und es gilt*) 

















olf’ (2)| f 
oder 
9 e (z) — 4 le 
(3) R (2) = Kolf (2)| — 1. 
Aus (2) folgt also fiir die obigen » und die Funktionen unserer Familie 
{f(z)}, wenn wir die Kriimmung der Bildkurven von |z| = o einfiihren: 
; 1 — o? 1 — o? . 
— Ter |e ——s— (K elf @| - 1)| 
_a—We) 22 ‘ 
ie S1-(1-|1@)) ge | 
| f(z) 1 2 1+? 1 2 
z —9 v —*¢ ' 
Tar | z Kell (| 


= ?-G- TO) rresrencald (z)|?, 
und daraus folgt erst recht: 


|" (z)! 1— o? 1+ o? 1 — 9? r 
2 rap | ga K 0 |f (2)|] 


<1-0- |e) Spl er 


2) P. Cacridis-Theodorakopulos, Uber die Rundungsschranke beschrankter 
Funktionen, Math. Annalen 113 (1937),. S. 657—664. 

8) E. Peschl, Uber die Kriimmung von Niveaukurven usw., Math. Annalen 106 
(1932), S. 577. 
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oder, wenn wir zur Abkiirzung 
1— ,? 


(3) If @)| Fer =? 


setzen und nach Potenzen von w ordnen: 
(4) o*(1 — (fe) [1 — +f" kK] +o F% -1 50. 


2. In der letzten Relation ist @ eine Zahl zwischen 0 und 
1 


5 i» Be ~ i, 


a a? 


(0, 4 yE—1) 


liegt aber auch die positive Wurzel 0, der Gleichung 
— ao? +3a0?+ o(a* —4)+a= 0, 

welche die folgende Eigenschaft besitzt: 

Jede Funktion, die den Bedingungen geniigt: 

1. {(z) analytisch regular im Innern des Einheitskreises, 

2. {(0) = 0, 

3. |f(2)| <1, 

4. |/'(0)| = 
wird jeden Kreis |z| = e, 0 < @,, auf eine konvere Kurve abbilden. Ist 
aber 0 > @,, so gibt es Funktionen mit den erwihnten Eigenschaften, 


die den Kreis |z| = 0 auf eine nichtkonvexe Kurve abbilden, z. B. die 
Funktion 


In demselben Intervall 


2 


aa 
f (2) - 4 _ ae 
Nun unterscheiden wir zwei Fille, je nachdem 9 > oe, oder 9 < 9, ist. 
1. Fall: 0 > 0,. Die Funktion 








(2) = 2 2—* 
gehért auch unserer Familie {/(z)} an. Sie bildet auBerdem den Kreis 
|z| = 0 auf eine nichtkonvexe Kurve ab; d. h. auf eine Kurve, die auch 


Punkte besitzt, in welchen die Kriimmung negativ ist. 

In der vorliegenden Arbeit haben wir die untere Grenze der Kriim- 
mungen der durch die verschiedenen Funktionen f(z) unserer Familie ge- 
lieferten Bildkurven von |z| = 9 im ihren verschiedenen Punkten zu be- 
stimmen. Dazu brauchen wir also nur solche Funktionen /(z) unserer 


*) Das ist das Hauptresultat der in FuBnote *) erwahnten Arbeit. 
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Familie in Betracht zu ziehen, welche Bildkurven mit negativer Kriim- 
mung in gewissen Punkten liefern, und sie nur in jenen Punkten zu 
untersuchen, in denen die Kriimmung K negativ ist. 

In der Relation (4) sind dann auf der linken Seite die Koeffizienten 
von w* und @ positiv. Ich kann also statt w* und wm etwas Kleineres 
oder Gleiches einsetzen. 


Wir bemerken nun, daB: 


au gf 
rele" LIfe ates rt) 


ist®). Diese Relation gilt fiir alle Funktionen /(z), die den Bedingungen 
des Schwarzschen Lemmas geniigen, und fiir alle z, |z| =r < 1. 
Es gilt also auch fiir die Funktionen unserer Familie: 





1 — 
we SteepOvel— ine 





@ ~~ df@l—o*) 
(2)? = e(l—|f@)- 


Die rechte Seite dieser Relation ist wegen: 





o =I Oy 


If O|Sa und p< t-Y5-1 


a 
positiv; wir haben also auch: 
sas (i— 2°? (If | — 9°? 
o = |F Or ajar = 0 —To 
Aus (4) folgt also weiter die Ungleichung: 


(f@|— a lf pf _ 1+Ife@l K|+ lf@i—@ 1+e? _ 1<0 














e(1—|f@|P o(l—|fa@l) 2e 
oder 
(if @— o*? _ 1-if | lsf@i— a 1+¢% 
eaaten lt -—s— <]+ .a—pen eo - 1 S° 
oder 


(5) 2(f(2)| — ot [1-71 x] 
+Q+e)(f@|—o)— 20° —lf) SO. 


Der linksstehende Ausdruck wird noch kleiner, wenn wir statt |f(z)| eine 
kleinere oder gleiche GréBe schreiben, die aber > o* ist. Nun haben wir 


if (0)| — 
Kl = pO 


5) Simonart, Annales de Bruxelles 1931. 
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fiir alle Funktionen, die den Bedingungen des Schwarzschen Lemmas ge- 
niigen — also auch fiir alle Funktionen der Familie {/(z)} — und zwar 
fiir alle z, |z| = r< 1°). 

Folglich gilt fiir die Funktionen unserer Familie wegen 


IfO|=a 


auch 





x—e@ 
lf(2)| = re: 
wobei die rechte Seite wegen 





1 1 
ess ~ ta" 
gréBer als o* ist. 
Ersétzt man nun in (5) |f(z)| durch 
x—o 
2 ry 


und lést man nach K auf, so bekommt man: 
(1 — « ) (—a* 9° + 3a 0? + 9 (a? — 4) + 2] 
Ke e[«(1 + 9*)—2 of é 
Das gilt fiir negatives K, umsomehr also, wenn K positiv oder 0 ist. 
Damit haben wir folgendes Resultat gewonnen: 
Ist 0 > 0,, 8o gilt fiir alle Funktionen unserer Familie {f(z)| in allen 
Punkten 2, |\z| = 0, 
(1 — « 9)[— a 9° + 3a 9* + 9 (a? — 4) +2] 
(6) Ke ofa +e)—2eF 
Und diese untere Grenze wird nur von den Funktionen 








f(z) = et AAT (8, p reell) 


o—_az 

erreicht, und zwar fiir den einzigen Punkt z = e~‘? 0. 

2. Fall: 0 S o,. Jetzt sind zwei Méglichkeiten zu beriicksichtigen. 
Entweder gilt auch fiir alle jetzt betrachteten 9: 

(1 — a 9) [—a* 0° + 3a 0? + 0 (o* — 4) + 2) 
Ke ela (1+ 9?) —2 of ; 

oder es gibt mindestens ein 9 zwischen 0 und 0, derart, daS fir min- 
destens eine Funktion unserer Familie mindestens ein Punkt z mit 
|z| = @ existiert, so dab: 








a (1 — « 9) [— a* 0° + 3x 0? + 0 (x* — 4) + a] 
EU). = K< o (x (1+ o*) — 2 of 


ist. 


*) Siehe die in FuBnote °) erwahnte Arbeit von Simonart. 
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Die erste Méglichkeit fallt weg. In der Tat bildet die Funktion 
f(z) =2 
den Kreis |z| = 9 auf den Kreis |f| = @ ab, dessen konstante Kriim- 
mung - fiir geniigend kleine ¢ kleiner als 


(1 — x 9) (— x? 9 + 3a 9? + 0 (a* —4) + 2] 
e [a (1 + 9?) —2 9}? 





ist. 

Es gibt also Funktionen unserer Familie, die gewisse Kreise |z| = 0 
mit 0< @ =o, auf Kurven abbilden, deren Kriimmung in einigen 
Punkten kleiner als 

(1 — xz 0) (— 2* 9° + 3a go? + 9 (x*— 4) +2] 
g{x(1+ 9?) —2 oF 





ist. 

Betrachten wir einen solchen Fall. 

Dann muB8 entweder die Ableitung der linken Seite der Beziehung (4) 
nach w negativ sein; oder, falls das nicht der Fall ist, muB die Ableitung 
der linken Seite der Beziehung (5) nach |/(z)| negativ sein. Denn, wenn 
diese beiden Ableitungen > 0 sind, dann folgt, wie der Beweis bei Fall 1. 
zeigt, notwendig die Ungleichung (6). 

Wir werden jetzt zeigen, daB unter den beiden méglichen Annahmen 
fiir die in Betracht kommenden /(z), @ und z — welche die Beziehung 

a (1 — x 9) [— a o* + 3a 0? + 9 (a? — 4) + 2] 
SUR g<k < o [x (1+ o*) —2 oF 





erfiillen — die Ungleichung besteht 
K (f(@), 2) =K > —. 
In der Tat sei erstens die erste Ableitung negativ: 
20(1 —|f(2)|) [1 iS athe K] 4 ae <0. 


Dann bleibt sie negativ auch fiir alle gréBeren Werte von w. Es folgt 
also, daB wir in diesem Falle in der Beziehung (4) statt w etwas GréBeres 
oder Gleiches schreiben kénnen. 

Wenn man darum die rege Besichung: 





w = |f' (2)| rote = i° 
beriicksichtigt, folgt aus (4): 


(1 [fap — YO Ry 1te 1 <0 


—(/()|+—— sf 
. “2° rae 


7) C. Carathéodory. Conformal Representation, § 71, Theorem 4. 





d. h. 
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Die Ableitung von 
— (en + EX 
1—|f (2)? 


nach |/(z)| ist nun: 


—1 42 E24 (| [1p 
dere 





und ist also negativ fiir 
f@| Se, 


d.h., nach dem Schwarzschen Lemma, fiir alle unsere Funktionen /(z). 
Ich darf also in (7) |f(z)| durch 9 ersetzen und erhalte: 





a 1+ 9 
Py eee ode K>— 
1— 9 oe 


Sei zweitens die Ableitung der linken Seite von (4) nach  positiv 
oder 0 und die Ableitung der linken Seite von (5) nach |/(z)| negativ. 

Dann geht zuniichst aus (4), wie friiher, die Beziehung (5) hervor. 

Die Ableitung der linken Seite von (5) ist hier nach unserer An- 
nahme negativ: 

— 3K |f(2)P + 2|f@| (2 — KL — 20%) + (1 — 0’) 

+ K o°(2—¢%)]) < 0. 

Dann ist sie negativ auch fiir alle gréBeren Werte als |f(z)|. Es folgt 
also, daB wir in diesem Falle in der Beziehung (5) |/(z)| durch 0 er- 
setzen diirfen, das — nach dem Schwarzschen Lemma — gréBer oder 
gleich ist. 

So erhalten wir: 

2(o— of [1 — +2 K] +11 +e (o— oe) 201-0) SO, 
oder 

K> -. 

Ist also fiir irgendein 0, irgendeine Funktion {(z) unserer Familie und 

irgendeinen Punkt z 


1|— ala 3 Q _ 
K (f(2),2) = K < Gasol one “4 ae )+a) 
so gilt: 





K (f(2),2) =K> =. 
Nun ist einerseits 


(1 —a 0) (— 2 o? + 3a 0? + 0 (a? — 4) + a] 
e{x(1+ 9?) —2 of 
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die Kriimmung der Bildkurve von |z| = im Punkte f(e~‘’ 9), wenn 


(2) fe) = #9 tees (8,  reell) 
e —az 
ist; und andererseits 
1 
ry 
die Kriimmung der Bildkurve von |z| = @ in jedem Punkte f(z) der- 
selben, wenn 
(B) f(z) = ez (@ reell) 
gesetzt wird, wobei diese Funktionen («) und (8) unserer Familie {/ (z)} 
angehoren. 
Aber die Gleichung: 


1 _ ae) [a8 8 + 8008 + o(a?—4) +2) 
o. ela(l+o)—2op 





oder 





a? a 
hat im Intervalle 0 < o < 0, nur eine Lésung a,. 
Ist also 0 <= @, 80 liefern die Funktionen 
f(z) = e%2 (® reell) 
das Minimum der Kriimmung, wihrend fiir 0 > 0, das Minimum von 
den Funktionen 


g—pttt+ tts = 


f(s) = fs ae*t (0, @ reell) 


e *¥—az 
im Punkte z = e~'? o erreicht wird. 
Damit ist der in der Einleitung ausgesprochene Satz bewiesen. 


(Eingegangen am 24. 9. 1936.) 











Uber den gréften Primteiler gewisser Polynome 
dritten Grades. 


Von 


Trygve Nagell in Uppsala (Schweden). 


§ 1. 
Einleitung. 

Es sei /(z) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten und 
mit mindestens zwei verschiedenen Nullstellen. Wenn z eine natiirliche 
Zahl ist, bezeichnen wir durch P(z) die gréBte Primzahl, die in der 
ganzen Zahl f(z) aufgeht, sofern diese Zahl von Null verschieden ist. 
Dann gilt bekanntlich das folgende Resultat von C. Siegel '): 

(1) lim P(z) = o@. 

Der Beweis folgt sofort aus dem Siegelschen Satze, daB die diophantische 
Gleichung 

(2) f(z) = Ay", 

mit ganzzahligem m > 2 (ist f(x) quadratisch, so muB m > 3 sein), fir 
jeden ganzzahligen Wert von A nur endlich viele Lésungen in ganzen 
Zahlen z und y hat. (Es wird hier vorausgesetzt, daB f/(r) = 0 keine 
mehrfachen Wurzeln hat.) 

Vor kurzem hat K. Mahler fiir gewisse quadratische Polynome eine 
wesentliche Vertiefung des Siegelschen Resultates gegeben, indem er den 
folgenden Satz bewies*): 

Fiir die quadratischen Polynome 


f(z) = Dz* — A, 
wo D eine natiirliche Zahl ist, und A eine der Zahlen + 1, —1, +2 
oder —2 bedeutet, gilt die Relation 
(3) lim inf. —) > 1, 


daman log log z = 


1) C. Siegel, Approximation algebraischer Zahlen, Math. Zeitschr. 10 (1921), 
Satz 7, S. 204—205. 

*) K. Mahler, Uber den gréSten Primteiler der Polynome z* +1, und Uber 
den gréBten Primteiler spezieller Polynome zweiten Grades, Archiv for Mathematik 
og Naturwidenskab (Oslo) 41, Nr. 1 (1933) und Nr. 6 (1935). 
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Der Beweis beruht auf einem Hilfssatz iiber die Eigenschaften der Lésungen 
der diophantischen Gleichung 
Dzi—A=By. 

Das Ziel dieser Arbeit ist zu zeigen, wie man fiir gewisse kubische Poly- 
nome eine entsprechende Abschitzung fiir P(x) herleiten kann. Es wird 
das folgende Ergebnis bewiesen: 

Satz 1. Fiir die kubischen Polynome 
(4) Az —C, 
wo A eine natiirliche Zahl ist, und C eine der Zahlen +1, —1, +3 
oder —3 bedeutet, gilt die Relation (3). 

Der Beweis beruht auf den Resultaten meiner Untersuchungen iiber 
die Lésungen in ganzen Zahlen x und y der diophantischen Gleichung*) 
A+ By =C; 

wo A und B natiirliche Zahlen sind, und wo C = 1 oder = 3 ist. 


§ 2. 
Hilfssitze. 
Aus dem Primzahlsatz‘) folgt ohne weiteres: 
Hilfssatz 1. Set € eine beliebig kleine positive Konstante, z eine 


positive Zahl, die oberhalb einer von « abhiingigen Schranke liegt. Dann 
ist das Produkt aller Primzahlen p < < héchstens gleich 


ei +) z 


Aus der elementaren Zahlentheorie benutzen wir den folgenden 

Hilfssatz la. Die Anzahl aller Primzahlen p < z ist héchstens 
gleich 

z 
* Tog 2” 
wo x eine absolute positive Konstante ist °). 

E. Landau hat gezeigt, daB es in jedem algebraischen Kérper mit 
unendlich vielen Einheiten eine von einer Einheitswurzel verschiedene 
Einheit gibt, die einer gewissen Ungleichung geniigt*). Wird in dieser 
Ungleichung n = 3 gesetzt, so folgt sofort: 


5) T. Nagell, Solution compléte de quelques équations cubiques 4 deux in- 
déterminées, Journal de mathématiques (9) 4 (1925). 

*) Vgl. etwa E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie II (Leipzig 1927), 
8. 47, Satz 402. Man muB k = 1, 1= 0 nehmen. 

5) Siehe z. B. E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie I (Leipzig (1927), 
8. 66. Satz 112. Man kann z. B. x = 5 nehmen. 

*) E. Landau, Abschétzung von Charaktersummen, Einheiten und Klassen- 
zahien, Géttinger Nachrichten 1918, S. 88, Formel 18. 
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Hilfssatz 2. Es sei & die Fundamentaleinheit eines kubischen Zahl- 
kérpers mit der negativen Diskriminante —D. Dann besteht die folgende 
Ungleichuny 
(5) |log| £i| < & YD (log Dy, 
wo k eine absolute positive Konstante ist’). 

In der Folge wird die Fundamentaleinheit £ eines kubischen Kérpers 
mit negativer Diskriminante immer positiv und < 1 gewahlt. 


Die folgenden Satze sind in meiner oben erwahnten Arbeit bewiesen 
(S. 234 und 8. 249—251): 


Hilfssatz 3. Es set B eine natiirliche Zahl > 1. Dann hat die 
diophantische Gleichung 
(6) e+ By = 


héchstens eine Lisung in ganzen Zahlen x und y, mit y+ 0. Gibt es eine 
Lésung x, y, so ist die Zahl 


3 
z+yVB 
entweder die Fundamentaleinheit im kubischen Korper K (VB) oder das 
Quadrat dieser Einheit. 

Hilfssatz 4. Es seien A und B kubenfreie natiirliche Zahlen und C 
eine der Zahlen 1 oder 3. Wenn C = 1 ist, sei sowohl A wie B > 1. 
Wenn C = 3 ist, sei-AB durch 3 unteilbar. Dann hat die diophantische 
Gleichung 
(7) Af+By=C 
héchstens eine Lisung in ganzen Zahlen x und y. Gibt es eine Lésung z, y, 
so ist 

8 3 
(8) a (e V4 + y VB) = 2, 
3 
wo & die Fundamentaleinheit des kubischen Kérpers K ( 4) ist und n 
eine ganze Zahl > 0. 
Anmerkung. Von dem Falle der Gleichung 


2+2y =3 


b| 


wird hier abgesehen. 


7) Eine Abgrenzung der Konstanten & wird von Landau nicht gegeben, ist 
aber leicht durchzufihren. Fir unseren Zweck ist eine solche Abgrenzung nicht 
notwendig. — In den Mahierschen Untersuchungen wird von der analogen Ab- 
schitzung der Lésungen der Pellschen Gleichung Gebrauch gemacht. 
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§ 3. 
Die Polynome 2’ + 1. 

Wir wollen eine positive Schranke Z(z) bestimmen, so daG fiir jede 
natiirliche Zahl « > Z(z) das Polynom z*—1 durch eine Primzahl 
groBer als z teilbar ist. Es seien p,, p,, ..., p, die samtlichen Prim- 
zahlen, die z nicht iiberschreiten. Diejenigen Zahlen z* — 1, fiir natiir- 
liches z > 1, die héchstens durch diese Primzahlen teilbar sind, schreiben 
wir in der Form 


wo 
B= Pp; ?; eee p,' 


mit »; = 0, 1 oder 2, y ganze Zahl. Indem wir einen bestimmten Wert 
von B festhalten, bezeichnen wir durch H das Produkt aller ver- 
schiedenen Primteiler von B. Es sei ferner — D die Kérperdiskriminante 


8 
im kubischen Kérper K(VB). Dann ist bekanntlich entweder D = 27 H® 
oder = 3H, folglich 


DS 21 (Pp, Ps --- Ps) 
und nach Hilfssatz 1 fiir alle hinreichend groBen z 
(10) D < 27 Aaron, 


8 
Es sei ¢ die Fundamentaleinheit in K(VB). Wenden wir nun Hilfssatz 3 
auf die Gleichung (9) an, so ergibt sich, da die Zahl 


8 3 8 
n = (2—y VB)-! = 2° + zy VB + y* (VB) 
entweder = £-! oder = £-* ist, und also 


ie? <nst* 


Durch Anwendung von Hilfssatz 2 folgt dann 
B,, < -1< et Dog 
oder wegen (10) 
B, < et Var + 98 (log a7 + 20 + 2)? 
und 
ac eft ties 


fir alle z > z,(e). Fir das Polynom z*+ 1 erhalten wir, wie man 
sofort einsieht, genau dieselbe Ungleichung. Damit ist bewiesen: 
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Satz 2. Ist © positiv und beliebig klein, ferner die positive Zahl z 
oberhalb einer von e abhiingigen Schranke, so geht fiir jede natiirliche 
Zahl x mit 

z > eto: 


in der Zahl x — 1 eine Primzahl gréfer als z auf. Dasselbe gilt auch 
fiir die Zahl x +- 1. 


§ 4. 
Absechitzung der Lisungen der Gleichung (7). 


Die Resultate meiner Untersuchungen iiber die diophantische 
Gleichung 


(11) Ae+By=1 
gestatten eine Abschitzung, als Funktion von A und B, der eventuellen 
Lésungen z und y, wenn man von Hilfssatz 2 Gebrauch macht. Dies 
ist ohne weiteres klar, wenn eine Abschitzung der ganzen Zahl m in der 
Formel (8) bekannt ist. 

Es sei nun wie in meiner friiher erwahnten Abhandlung A = ac’? > 2 
und B = bd* > 2, wo a,b,c und d natiirliche Zahlen sind, so da8 


abcd quadratfrei ist. Ist in der Formel (8) n = 0 oder n = 1, so er- 
halt man 


n = 2*(VA)* — zy VB +y(VBY <e3 
oder 


(12) Max(}2*(V4), 2y°(VBY) <n<ek 


Bezeichnet — D die Kérperdiskriminante im kubischen Kérper K( /4), 


so ist bekanntlich entweder D = 27(abed)* oder D = 3(abcd)*. Wir 
setzen H = abcd. Nach Hilfssatz 2 folgt dann aus (12) 


8 3 
(13) Max (/z|- VA, ly| VB) < qonroe + 2loy H)?_ 


Es sei nun in der Formel (8) n> 2. Aus Kapitel IV (S. 252—257) 
der oben zitierten Abhandlung ergibt sich dann: Das Problem der Auf- 
lésung der Gleichung (11) la8t sich durch ein Verfahren, das ich das 
Reduktionsverfahren nenne, auf das Problem der Auflésung in ganzen 
nichtverschwindenden Zahlen X, und Y, einer Gleichung 


(14) A, X?+B,Y¥?=1 
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zuriickfiihren, wo A, und B, natiirliche kubenfreie Zahlen sind, und wo 
jeder Primteiler von A, B, entweder in A oder in B aufgeht. Es be- 
stehen die folgenden Relationen 


A,X} = PN, B, Y} = — 279° N$, 


wo fg =A oder = B ist. Ist fg = A, so bestehen weiter die Glei- 
chungen 


= }AN‘+2BNM', 
(15) & t + 


y= BM‘—AN*M, 
und 
(BM°'+ANY=1+ 2A N*. 


Aus der letzten Gleichung folgt 
B\M!) < 3A|Nf. 
Durch Anwendung dieser Ungleichung auf die Gleichungen (15) folgt 
|ja] <1 AN‘+6AN = 2AM, 


3 
iy] <|M|-(SA|NP + AN) < YF -4am 
oder 


(16) Max (\z2|- VA, |y|-VB) < % Ai N+. 
Es ist ferner N = 2N,N,, folglich wird 
Max (VP-N?, VTG-N]) > VVaTP A. Ni? = "8. ¥a-\y). 
Hieraus ergibt sich in Verbindung mit (16) 


Max (|z|- VA, |y|- VB) < 142 (Max (VP-N3, V7 q-N3)} 





oder 
3 8 3 
(17) Max(|x|- ¥A, |y|- VB) < 4$*-(Max(/X,|- VA, |¥,|- VBI, 
und wegen der Symmetrie in bezug auf A und B ist diese Ungleichung 
auch dann richtig, wenn fg = B ist. 
3 
Es sei nun é, die Fundamentaleinheit im Kérper K( 4). Ist in 
1 

der Gleichung (14) sowohl A, wie B, gréBer als 1 und ist ferner 


(xX, V4, + ¥, vB, = e 


mit n, > 2, so kann das Reduktionsverfahren auf diese Gleichung fort- 


gesetzt werden, und nur in diesem Fall. Wir nehmen jetzt an, da8 wir 
Mathematische Annalen. 114. 19 
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dieses Reduktionsverfahren ~ Male anwenden und der Reihe nach die 
folgenden diophantischen Gleichungen erhalten 

A, X3+ B,Y}=1, 


A,X? + B,Y3=1, 


wo A, und B; natiirliche kubenfreie Zahlen sind. 

Es wird ferner angenommen, da8 das Reduktionsverfahren auf die 
letzte Gleichung nicht mehr anwendbar ist. Das bedeutet: entweder ist 
eine der Zahlen A, und B, gleich 1 und nach Hilfssatz 3 


3 4 
X, VA, + 7, VB, — &., oder = s. 
wo &, die Fundamentaleinheit im Koérper K | z) ist, oder die Zahlen A, 
und B, sind beide gréBer als 1 und es ist : 
(X, V4. + ¥,, VB.) =€, oder = £5. 
Im ersteren Fall wird 
3 8 =~ 3 
= X3(VA,) + X,Y, VA, B+ YR(VB,Y < &', 
und im zweiten Falle wird 
7* <= &,*. 
In beiden Fallen wird dann 
Max (3 1x, V4., 3 Y,| VBu|) < &"'. 


2 





Pian 

A 
Bezeichnet — D, die Kérperdiskriminante in K (V3). so folgt nach 
Hilfssatz 2 , 


(18) Max (|X,| VA. |Yu| VB) < * LEVI (og Dy, 
Wird die Ungleichung (17) auf die Gleichung (14) angewandt, so folgt 


Max (|X,| V4,, | ¥,| VB) < 1. (Max (|X,| VA,, |¥,| VB,)} 
und also 
3 ; : 3 —— 
Max (jzj VA. |y| VB) < (4P)'"*- (Max (|X,| VA, |¥,| VBDI*. 
Durch wiederholte Anwendung der Ungleichung (17) ergibt sich zuletzt 


(19) Max (\2| VA, iy | VB) 


a 7. = = 
~ (*) te ? [Max (|X, VA,, ’ | Y,| VB, )}". 
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Nun ist D, < D <= 27H’, wo H die friihere Bedeutung hat. Durch 
Einsetzung der Ungleichung (18) in (19) folgt dann endlich 


Max (|2| VA, |y| VB) 


| < ey" wi (75 ek V27 Hig 27 + 2 log me) 


(20) 


a” 


Die Zahl y ist héchstens gleich der Anzahl der verschiedenen Primteiler 
in A oder in B. 

Man bemerke: Ist die Ungleichung (13) erfiillt, so ist auch um so 
mehr die Ungleichung (20) erfiillt. 

Es wire leicht, bessere Abschitzungen herzuleiten, wenn man nur 
die Voraussetzungen besser ausniitzt, als wir es getan haben. Fiir unseren 
Zweck geniigt aber die gewonnene Ungleichung. 

Die hier auf die Gleichung (11) angewandte Methode la8t sich nun 
ohne weiteres auf die Gleichung 

Av+ By’ = 3 
iibertragen. (Vgl. meine oben zitierte Abhandlung, 8S. 259-263.) Man 
erhalt, wie man sofort verifiziert, fiir die eventuellen Lésungen z und y 
eine Ungleichung, die aus der Ungleichung (20) dadurch entsteht, da8 man 
die rechte Seite mit 27 multipliziert. 


§ 5. 
Der allgemeine Fall. 


Es sei A eine natiirliche kubenfreie Zahl > 1. Wir wollen eine 
positive Schranke Z (z) bestimmen, so da8 fiir jede natiirliche Zahl 2 > Z (2) 
das Polynom Az*— 1 durch eine Primzahl gréBer als z teilbar ist. Es 
seien ,, P,,...; P_ die simtlichen Primzahlen, die z nicht iiberschreiten. 
Diejenigen Zahlen A z* — 1, fiir natiirliches z, die héchstens durch diese 
Primzahlen teilbar sind, schreiben wir in der Form 


(21) Azvi—1 = By’, 
wo 

B= p'p,*...p,' 
mit », = 0, 1 oder 2, y ganze Zahl. Indem wir einen bestimmten Wert 
von B festhalten, bezeichnen wir wie oben durch H das Produkt der 
verschiedenen Primteiler von A B. Wir nehmen an, dab z so grof ist, 


daB die simtlichen Primteiler von A kleiner als z sind. Dann wird nach 
Hilfssatz 1 fiir hinreichend groBes z > z, (e, A) 


(22 Hs 2, Pe +s P< OT. 
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Fiir die Zahl « in der Ungleichung (20) gilt « < ¢, oder nach Hilfssatz la 
2 
(28) w< Tt 
Werden diese Ungleichungen fiir H und yu in (20) eingesetzt, so ergibt 
sich, indem wir der Bequemlichkeit wegen den Logarithmus nehmen, 
s x log 4-2 
log tVA < 4 log 12-e 's+ 
* log 4-2 


4- [log = + k V27 et +9. (log 27 + 2(1+ eeple log # 





Hieraus folgt fiir ein hinreichend groBes z > z, (e, A) 
a< ee +205 


Man sieht sofort ein, daB diese Ungleichung auch fiir die Polynome 
Az*'+1, 4z*—3 und Az’+3 bestehen muB. Sie gilt offenbar auch 
fiir nicht kubenfreie A. Damit ist bewiesen: 

Satz 3. Es sei A eine natiirliche Zohl und U eine der Zahlen + 1, 
—1, +3 oder — 3. Ist & positiv und beliebig Klein, liegt ferner die positive 
Zahl z oberhalb einer von e, A und C abhédngigen Schranke, so geht fiir 
jede natiirliche Zahl x mit 


Pee aaah 


Ea re 


x _ eit 


in der Zahl Axz® —C eime Primzahl gréfer als z auf. 
Wenn man nach z auflést und beachtet, daB « beliebig klein sein 
darf, folgt hieraus sofort Satz 1. 


Uppsala, den 10. Oktober 1936. 


(Eingegangen am 19. 10. 1936.) 








Halblineare Transformationen. 


Von 


Jobannes Haantjes in Delft (Niederlande). 





Eine Verallgemeinerung der linearen Transformationen in einem Vektor- 
raum, die an verschiedenen Stellen in der Mathematik eine Rolle spielt, 
bilden die halblinearen Transformationen'). Man erhilt die halblinearen 
Transformationen, indem man die linearen Transformationen mit den 
Automorphismen des Grundkérpers K kombiniert. Das Ziel dieser Arbeit 
ist die Klassifikation der zu einem bestimmten Automorphismus gehérigen 
halblinearen Transformationen. Dabei werden zwei halblineare Trans- 
formationen dquivalent genannt, wenn sich zwei Bezugssysteme angeben 
lassen, derart, daB die eine Transformation ir bezug auf die eine Basis 
und die andere in bezug anf die zweite Basis durch dieselbe Matrix dar- 
gestellt werden. Es handelt sich also darum, ein Kriterium fiir Aqui- 
valenz abzuleiten und Normalformen anzugeben. In einer neulich er- 
schienenen Arbeit von N.Jacobson*) wird ein derartiges Kriterium an- 
gegeben, welches von dem hier abgeleiteten verschieden ist. Die von 
Jacobson benutzte Methode ist mit der Methode der modernen Elementar- 
teilertheorie nahe verwandt. 

Im folgenden beschranken wir uns auf kommutative Kérper von einer 
Charakteristik Null und auf Automorphismen endlicher Ordnung h. 

Fiir die hier benutzte Methode ist diese letzte Einschrinkung wesent- 
lich *). In diesem Falle gehért namlich zu jeder halblinearen Trans- 
formation P eine lineare Transformation Q = P*. Die bei Y invarianten 
Teilriume werden in bezug auf die halblineare Transformation P beziig- 
lich Invarianz untersucht. Dies fiihrt zum folgenden Satz. 

Ist x nicht Teiler des charakteristischen Polynoms (x) von Q = P*, 
so ist die Normalform von P durch die Normalform von Q bestimmt. Ist x 
Teiler von V(x), so kinnen zu einer Normalform von Q mehrere Normal- 
formen von P gehoren. 


1) B. L. van der Waerden, Gruppen von linearen Transformationen, Erg. der 
Math. IV, 2, S. 4. 

2) N. Jacobson, On pseudo-linear transformations, Proc. Nat. Acad. of Sci. 
21 (1935), 8. 667—670. . 

3) Bei der von N. Jacobson angegebenen Methode braucht man die Endlich- 
keit der Ordnung nicht vorauszusetzen. 
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In §1 werden einige Resultate der Theorie der Elementarteiler zu- 


sammengefaBt und in § 2 findet man einige Hilfssitze iiber nicht kommu- 
tative Polynome. 


§ 1. 
Lineare Transformationen *). 


Es sei E,(K) ein n-dimensionaler Vektorraum iiber einem Kérper K. 
Den Kérper K setzen wir als kommutativ und von einer Charakteristik 
Null voraus. Jeder Vektor laBt sich als Linearkombination von n Basis- 
vektoren (auch MaSvektoren genannt) schreiben. Die Koeffizienten v* 
(x,...,7 = 1,...,), Elemente von K, sind die Bestimmungszahlen des 
Vektors v in bezug auf die gewahlte Basis. Irgend m linear unabhiangige 
Vektoren bilden eine Basis. Der Ubergang zu einer neuen Basis wird 
durch eine Matrix vom Range n gegeben. Die Bestimmungszahlen des 
Vektors v in bezug auf das neue Bezugssystem sind 
(1.1) v = Aj’. 

Eine lineare Transformation in E, wird gegeben durch eine quadra- 
tische Matrix Q: 

(1. 2) v*=Q,0', kurz: of =Qv. 

Unter dem Minimalpolynom von Q versteht man das Polynom (z) 
kleinsten Grades, fiir welches g(Q) = 0 ist. (zx) ist Teiler des charak- 
teristischen Polynoms (x) = Det (x dA —Q), wo A die identische Trans- 
formation darstellt, und zerfallt in Faktoren, die Potenzen von Prim- 
polynomen sind: 

(1.3) y (x) = I, (2) ... 11, (2). 

E,, zerfallt eindeutig in Teilriume Ey. Ey wird gebildet von den 
Vektoren, fiir die 
(1. 4) I1,(Q)' v = 0 
ist. Jeder Vektor von E,, wird von einer Potenz von /7;(Q) zu Null 
gemacht. Die kleinste Potenz, fiir die dies der Fall ist, heiBt die Ord- 
nung des Vektors. Bezeichnen wir die Anzahl der linear unabhangigen 
Vektoren g-ter Ordnung®) mit n,, so gilt fiir jeden Teilraum 
(1.5) i, + 2,.,5.--.S%, 


*) Die in diesem Paragraphen zusammengefaBten Begriffe findet man z. B. in: 
B. L. van der Waerden, Gruppen von linearen Transformationen, Erg. d. Math. 
IV, 2 und kB. L. van der Waerden: Moderne Algebra II, Kap. 15. Vgl. auch 
O. Schreier und E. Sperner. Einfiihrung in die Analytische Geometrie und Algebra II, 
zweiter Abschnitt. 

®) Linear unabhangig heiBen Vektoren qg-ter Ordnung im folgenden, wenn sie 
linear unabhangig sind in bezug auf Vektoren niedrigerer Ordnung. 
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und jede dieser Zahlen ist ein Vielfaches des Grades des zugehérigen 
Polynoms // (zx). 

Zwei lineare Transformationen sind dann und nur dann Aquivalent 
(d.h. haben dann und nur dann dieselbe Normalform), wenn die Poly- 
nome //;(z) und die zu jedem //, gehérigen Zahlen n,,...,”, fiir beide 
Transformationen dieselben sind. 


§ 2. 
Nicht kommutative Polynome. 

Es sei J ein Automorphismus des Kérpers der Ordnung d, d.h. d sei 
die kleinste Zahl, fiir die 
(2. 1) alt) = @ 
ist fiir jedes Element « in K. Mit a™ bezeichnen wir das Element, das 
man durch m-malige Anwendung des Automorphismus aus « bekommt. 
Wir betrachten nun die Polynome 





(2. 2) A(t) =a, +a, M—*4... +o, 
wo die Koeffizienten a, dem Kérper K angehéren. Es sei 
(2. 3) B(t) = Bt" + ... + Bm 


ein zweites Polynom. Die Summe bzw. Differenz A +B wird definiert 
als das Polynom, das man durch Addition bzw. Subtraktion der korre- 
spondierenden Koeffizienten erhailt. Man bekommt das Polynom « 4, 
a ¢ K, indem man simtliche Koeffizienten von A mit « multipliziert. 
Von der Produktbildung zweier Polynome setzen wir voraus: Die Multi- 
plikation sei assoziativ und distributiv in bezug auf die Addition. Es 
geniigt also das Produkt z-a zu definieren. Es sei 

(2. 4) zea = alg, 

Die Polynome bilden also einen nicht kommutativen Ring*). 

Es seien A(t) und B(t) zwei Polynome. Wie Ore in der oben 
zitierten Arbeit gezeigt hat, existiert ein gréBter gemeinsamer Teiler 
(G. G. T; mit (A, B) bezeichnet) und ein kleinstes gemeinsames Vielfaches 
(K. G. V.; mit [A, B] bezeichnet). Im folgenden wird, wenn nicht aus- 
driicklich das Gegenteil bemerkt ist, unter Teiler und Vielfaches immer 
rechter Teiler und rechtes Vielfaches verstanden. Es ist also 


(2. 5) [A, B] = A, B= B, A. 

Satz 1. Ist (A, B) Teiler von C, so existieren Polynome A, und 
A, derart, da gilt 
(2. 6) A,A+A,B=C. 


6) Vgl. 0. Ore, Theory of Non-commutative polynomials, Annals of Math. 34 
(1933), S. 480—508. 
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Zwei Polynome A und 4A, nennt man dquivalent, wenn ein mit A 
relativ-primes Polynom B existiert derart, daB 
(2. 7) A, = [A, B] B (Bezeichnung BA B-') 
ist. A und A, haben denselben Grad. Ist (2.7) erfiillt, so existiert auch 
ein Polynom B, derart, daB A = B, A, By? ist. 
Satz 2. 
C [A, B] C-! = [CAC—!, CBC-—"}. 


(C B) A (C B)-? = C(BA B-)C-". 

Satz 4. Ist A Teiler von B und sind C und B relativ prim, so ist 
CAC-* Teiler von C BC—'. 

Satz 5. Jedes Polynom laft sich als Produkt von Primfaktoren dar- 
stellen und diese Darstellung ist bis auf Aquivalenz eindeutig. 

Die Beweise dieser Satze findet man in der Arbeit von Ore. 

Die Elemente « von K, fiir die a = a ist, bilden einen Unterkérper k. 
Es gilt nun’) 

Satz 6. Ein Polynom IT (i) ist dann und nur dann mit jedem Poly- 
nom vertauschbar, wenn IT ein Polynom in t* ist mit Koeffizienten, welche 
dem Kérper k angehéren. 

JT ist namlich dann und nur dann kommutativ mit ¢, wenn die 
Koeffizienten zu k gehéren, und kommutativ mit jedem Element «, wenn /7 
ein Polynom in ?¢¢ ist. 

Es sei jetzt [7 (t*) ein Polynom mit Koeffizienten in k, und A(t) ein 
Primfaktor von J7, also 
(2. 8) IT = BA. 

Ferner machen wir die Annahme, da8 //(z), « = ¢*, als Polynom in z 
aufgefa8t, prim ist (also prim in bezug auf die gewdhnliche Multiplikation) 
und ungleich az. Aus 


Satz 3. 


(2. 9) 0= Bl—I7 B= B(BA— AB) 
folgt dann 
(2. 10) IT = BA=AB. 


Im Falle C mit 7 prim ist, ist wegen Satz 4 das Polynom C AC—? 
Teiler von C/7C-!=TJ7. Daraus geht hervor, daB das K.G.V. aller 
Polynome D A D-', (D,/7) = 1, 


(2.11) x =[C,ACz',...,C,ACr'] 
Teiler von J7 ist. Nun folgt aus Satz 2 und 3 
(2. 12) CxyC-1=yx 


*) Vgl. N. Jacobson, Non commutative polynomials and cyclic algebras, Annals 
of Math. 35 (1933), 8S. 197—208. 
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fiir jedes Polynom C, fiir welches (C,z) = 1 ist, also z. B. fir C = « 
und fir C=¢. Es geht namlich ¢ nicht in y auf, weil ¢ nicht in J7 
aufgeht. y ist also kommutativ mit ¢ und «. Unter Beriicksichtigung 
von Satz 5 und 6 erhalten wir also 


Satz 7. Gehdren die Koeffizienten eines Polynoms II in t* dem 
Kérper k an und ist IT(x) prim, so sind die Primjaktoren von IT(t) alle 
dquivalent und IT bestimmt das Primpolynom A bis auf Aquivalenz. 

IT(t) habe wieder die obengenannten Eigenschaften. Es ist 
IT? = ABAB=AABB= AB 
It = A’ Br = ArC. 

Wir betrachten jetzt die Kongruenz. 

(2. 14) A’ X=0 mod/I’. 

Die Lésungen sind CD, wo D beliebig ist. Fir C kann man schreiben 
(2.15) OC = O,(t4) + 0, (tt + O, (4) +... 4+ Ca_, (ett. 

Mit C ist auch 

(2.16) Ca=a0,+a%C,t+ o®C,f+4+ ...4+a¢-0Cy_,t-1 

eine Lésung der Kongruenz (2.14). Wir wihlen jetzt d Elemente 
%,,-+.., 04, fiir welche die Determinante 


a see hg 
1 (1) 
ay . ba 


(2.13) 


(2.17) : 
af@—1)qid—1) 


nicht verschwindet. Man kann dann C,, C,t,..., Ca_,t¢—' linear in den 
d Lésungen Ca,,..., Cag ausdriicken. Auch 


(2.18) Ct = Og_,t4+0,t+0,0+...+Cg_stt-? 


ist eine Lésung von (2.14), sowie Cé* usw., woraus hervorgeht, daB 
man das Polynom C,¢D (D ganz beliebig) linear durch Lésungen der 
Kongruenz (2.14) ausdriicken kann. 

Nicht alle C; kénnen den Faktor JJ enthalten, denn sonst wiirde /7 
Teiler von C sein, was unméglich ist wegen Satz 5. C;, sei ein den 
Faktor J7 nicht enthaltendes Polynom. Es existieren dann Polynome 
D(x) und E(z), derart, daB 
(2.19) C,(x) D(x) + II" (x) E(x) = 1 
ist, wo C,(z) = C,(t*) ist und wir die gewéhnliche kommutative Multi- 
plikation von Polynomen verwenden. Ersetzen wir in (2.19) durch ¢¢, 
so bleibt die Gleichung richtig, denn fiir Polynome in ¢t* ist die oben 
definierte Multiplikation identisch mit der gewéhnlichen Multiplikation. 
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Die Polynome C;(t) und /7*(¢t) sind also relativ-prim sowohl rechts als 
links und deshalb auch die Polynome C;,t‘ und //’. 
Mithin hat die Kongruenz (vgl. Satz 1) 


(2. 20) C,tX=¥Y modi 


fiir jede beliebige Wahl von Y(t) eine Lésung. Ein beliebig gewihltes 
Polynom Y laBt sich also linear durch Lésungen der Kongruenz (2. 14) 
ausdriicken. Ist der Grad von // in = gleich p (in ¢ also pd), so folgt 


Satz 8. Die Kongruenz (2.14) hat pdr linear unabhangige Lésungen 
vom Grade < pdr. 


§ 3. 
Halblineare Transformationen. 


Man erhalt die halblinearen Transformationen, indem man die linearen 
Transformationen mit den Automorphismen des Grundkérpers K kombiniert*). 
Es sei J ein solcher Automorphismus der Ordnung h. Eine halblineare 
Transformation wird gegeben durch eine quadratische Matrix P 


(3. 1) vu” = P*(v)!, kurz: v = Pv. 


Die Elemente P*T nennt man die Bestimmungszahlen von P. Geht man 
mittels (1.1) zu eimer neuen Basis iiber, so wird dieselbe halblineare 
Transformation gegeben durch die Matrix 


(3. 2) PS om A* P*. (Aas. 


Zwei halblineare Transformationen werden iiquivalent genannt, wenn 
sich zwei Basen (Bezugssysteme) angeben lassen, derart, daB die eine 
Transformation in bezug auf die eine Basis und die andere Transformation 
in bezug auf die zweite Basis durch dieselbe Matrix dargestellt werden. 
Das Ziel dieser Arbeit ist, ein Kriterium fiir diese Aquivalenz abzuleiten 
und Normalformen anzugeben. Das Problem ist also ein Klassifikations- 
problem fiir Matrizen, wobei die Matrizen B und C Aquivalent heiBen, 
wenn B = DC(D~—') ist. 

Ist K der Kérper der komplexen Zahlen und J der Ubergang zum 
konjugiert-komplexen, so spricht man von antilinearen Transformationen. 
In diesem Falle ist A = 2. Die Klassifikation dieser Transformationen 
findet sich in einer friiheren Arbeit’). 


8) Vgl. FuBnote *). 


®) Klassifikation der antilinearen Transformationen, Math. Annalen 112 (1935), 
8. 98—106. 
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Zweimalige Anwendung der halblinearen Transformation P ergibt 
eine zum Automorphismus J* gehérige halblineare Transformation, die 
wir mit P* bezeichnen, 


(3. 3) v” = P*y, 
Durch h-malige Anwendung von P erhilt man eine lineare Transformation Q 
(3. 4) Pr = Q. 


Sind nun //,(z),...,/7,(z) die zu Q gehérigen Primpolynome, so 
zerfallt Z, in s Teilriume (vgl. § 1). Diese Teilriume sind bei der Trans- 
formation Q invariant. Wie verhalten sie sich aber bei der halblinearen 
Transformation P? 

Aus der Definition von Q folgt 
(3. 5) QPv= PQv 
und die Transformationen P und Q sind also vertauschbar. 

P ist aber nicht mit den Elementen von K vertauschbar, es gilt 
vielmehr 
(3. 6) Pa =a P. 

Fiir Polynome in P gilt also die in § 2 definierte Multiplikation. 

Liegt der Vektor » im zum Primpolynom //(z) gehérigen Teilraum, 
so ist (vgl. (1.4)) 

(3.7) PIT (Qy'v = (17(Q)) Pv = 0. 
Wir haben also den Satz erhalten: 

Mit /7(zx) ist auch /7(z)™ ein zur Transformation P gehériges Prim- 
polynom. Ist » ein zum Polynom /7 gehériger Vektor, so ist Pv ein 
zum Polynom /]®) gehériger Vektor. 

Wird die kleinste Zahl k, fiir die /7 = JT ist, mit m bezeichnet, so 
sind die Primpolynome des Systems 


(3. 8) 11, 11, ..., 11™-» 


alle verschieden (m ist Teiler von h) und die Summe der zugehdérigen 
Teilraume ist bei der Transformation P invariant. Die Polynome 
IT, (x), ..., 17, (x) gehéren also in Gruppen zusammen und zu jeder Gruppe 
gehért ein bei P invarianter Teilraum. Wahlt man die Basisvektoren in 
diesen Teilraumen, so sieht die Matrix der Bestimmungszahlen von P 
beziiglich dieser Basis so aus: 


(3. 9) 
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Die quadratischen Diagonalkastchen I, II, ... enthalten die nicht ver- 
schwindenden Bestimmungszahlen. Jedes Kastchen gehért zu einem bei P 
invarianten Unterraum und die ,,Linge“ eines Kiastchens ist gleich der 
Dimension dieses Unterraums. Durch passende Wahl der Basiselemente in 
den Teilraumen kann man nun die Kiastchen in eine Normalform bringen. 

Sind v und w zwei zum Polynom // gehérige linear unabhangige 
Vektoren g-ter Ordnung, so sind Pv und Pw zwei zum Polynom //™ 
gehérige linear unabhingige Vektoren q-ter Ordnung. Daraus geht hervor: 
Wird auf eine Basis fiir die zum Polynom J/ gehérigen Vektoren die 
Transformation P angewendet, so erhilt man eine Basis fiir die zum 
Polynom /7“ gehérigen Vektoren. 


§ 4. 
Der zu I(x) + x gehérige Unterraum. 


Betrachten wir jetzt den zu // (x) + x gehérigen Unterraum. Der 
Grad von //(z) sei p. Die oben eingefiihrte Zahl m ist Teiler von h. 
Wir setzen 
(4. 1) h = md, P= = R, Ri = Q. 


Auch fiir Polynome in FR gilt die nicht kommutative Multiplikation. 
Der zugehérige Automorphismus ist J™. Mit v gehért auch Rv zum 
Polynom //. Es sei v ein Vektor héchster Ordnung r. Wir bilden die 
Vektoren 
(4. 2) v,Rv,...,R¢e=Qv, RQv,..., RO 'Qe-'v, 
17 (Q) v, RIT (Q) v, ..., 7 (Qyv = 0. 

Das Polynom //(R*) bestimmt ein Primpolynom A(R) bis auf 

Aquivalenz (§ 2, Satz 7) derart, da8 


(4. 3) 11(R) = B(R) A(R) 

ist. Ist nun X(R) eine Lésung der Kongruenz 
(4. 4) A‘X=0 mod JI’, 
so gilt fiir den Vektor w = Xv 

(4. 5) A'w = 0. 


In § 2 haben wir gezeigt, daB diese Kongruenz prd linear unabhiangige 
Lésungen vom Grade < prd gestattet. Der zur Lésung X gehdérige 
Vektor Xv ist linear durch die prd Vektoren (4.2) ausdriickbar. Daraus 
geht hervor: Gibt es unter den Vektoren (4.2) | linear unabhangige 
Vektoren r-ter Ordnung, so existieren / linear unabhingige Vektoren 
w = Xv der Ordnung rf, fiir die (4.5) gilt. 
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Ist nun uw ein von den Vektoren (4.2) linear unabhingiger Vektor 
r-ter Ordnung, so kénnen, ausgehend von u, in derselben Weise wieder 
Vektoren w, fiir die (4,5) gilt, konstruiert werden. Dieser ProzeB laBt 
sich wiederholen, bis keine linear unabhingigen Vektoren r-ter Ordnung 
mehr vorhanden sind. Wir haben dann n, linear unabhingige, der Glei- 
chung (4.5) geniigende Vektoren r-ter Ordnung erhalten. Die Ordnungs- 
zahlen von Aw, A* w, usw. sind r—1, r—2, usw. Wir beweisen: Ist k 


der Grad von A, so sind die Vektoren r-ter Ordnung 

(4. 6) w, Rw, R’w,..., Rt-'w 

linear unabhiingig in bezug auf Vektoren niedrigerer Ordnung. Wiirde 
nimlich die Ordnung des Vektors 

(4.7) (a, +a,R+...+@_,R'-—) w= Dw 

kleiner als r sein, so ware auch die Ordnung von X Dw (X beliebig) 
kleiner als r. X laBt sich aber wegen Satz 1 so bestimmen, daB 

(4. 8) XD=1 mod A 

ist, d.h. die Ordnung des Vektors w wire kleiner als r, was gegen die 
Voraussetzung ist. 


Ist w, von den Vektoren (4.6) linear unabhingig, so gilt dies auch 
fiir das System 


(4. 9) o,, Re,,..., #—'*w,. 
Wire namlich die Ordnung des Vektors 

(4. 10) C,w,+C,w 

kleiner als r, so ware auch 

(4.11) w,+ XC,w, XC, =1 mod A, 


ein Vektor einer Ordnung kleiner als r. Dies besagt aber, daB die Vek- 
toren (4.6) zusammen mit w, linear abhingig waren, was gegen die 
Voraussetzung ist. 

Aus diesen Satzen geht nun hervor, daB n,/k Vektoren w existieren, 
fiir die die Vektoren der Systeme (4.6) linear unabhingig sind in 
bezug auf Vektoren niedrigerer Ordnung. Diese Vektoren wahlen wir 
als Basisvektoren. Die von den Vektoren C Aw, wo C ein beliebiges 
Polynom in R vom Grade k — 1 ist, linear unabhangigen Vektoren 
(r — 1)-ter Ordnung werden in gleicher Weise behandelt usw. Damit 
haben wir dann eine Basis im zu // (xz) gehérigen Unterraum be- 
kommen. Wir haben schon gezeigt, da® man durch Anwendung der 
Transformation P, P*, usw. eine Basis in den zu /7“, J7® usw. gehérigen 
Unterraumen erhilt. Die Form der Matrix der Bestimmungszahlen von P 
in bezug auf diese Basis hei8t die Normalform von P. Es zeigt sich also: 











302 J. Haantijes. 


Im Falle, dap x nicht Teiler des charakteristischen Polynoms von 
Q = P* ist, ist die Normalform der halblinearen Transformation P durch 
die Normalform der zugehérigen linearen Transformation Q bestimmt. 
Beispiel: 
Ajj) =f+a,; m=l, d=h=3, r=2, 2, = 6, 2 
Die MaBvektoren sind 
€,, @ = Pe,, ¢, = P*e,, ¢, = Ae, = Pe, + a ¢,, 
e, = Pe,, ¢, = Pe, (Pe, = 0), ¢,, ¢, = Pe,, usw. 
Die Normalform ist 


™“ 








SX 














wo die schraffierten Quadrate stehen fiir 
00 —a, 
 % 0 
0 1 0 


und die nicht besetzten Stellen mit Nullen auszufiillen sind. 


§ 5. 
Der Fall IT (a) = x. 

Wir betrachten jetzt den Fall //(z) =z. Der zu /7(x) gehérige 
Unterraum ist wegen /J = //™ nicht nur bei Q, sondern auch bei der 
halblinearen Transformation P invariant. Ist v ein Vektor q-ter Ordnung, 
so ist 
(5. 1) P*v = Qv =11(Q)v 


ein Vektor (q — 1)-ter Ordnung. Daraus geht hervor, daB die Ordnung 
von Pw entweder g oder g — 1 ist. 

Wir wablen jetzt n, linear unabhingige Vektoren héchster Ordnung r. 
Diese Vektoren bestimmen einen Unterraum £, der Dimension n,. Dieser 
Raum ist bis auf Vektoren niedrigerer Ordnung bestimmt. In diesem £,, 
bilden die Vektoren », fiir die P'v (i = 1,..., 4) ein Vektor (r — 1)-ter 
Ordnung ist, einen Teilraum E,,, der Dimension m,. Es folgt 


(5. 2) -¢ En, c...cé8B,, = &,,. 


! 


>. 





ve 
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Diese Teilriume sind mit #,, bis auf Vektoren niedrigerer Ordnung be- 
stimmt. Die Zahlen 


(5. 3) msm™m=..-slm=n, 

liegen aber eindeutig fest, d. h. die m, sind Invarianten von P. 
Aus 

(5. 4) aPo+B Pw = P(a-v+ p-»w) 


geht hervor: 

Gehéren die in bezug auf die Z,,,_, linear unabhingigen Vektoren v 
und w zur E,,,, so sind Pv und Pw zwei Vektoren der E,,,_,, die in 
bezug auf die £,,,_, linear unabhingig sind. 

Wir wihlen jetzt (m, — m,—_,) Vektoren in E,., die linear un- 
abhangig sind in bezug auf £,,,_., und bilden fiir jeden dieser Vek- 
toren die Kette 
(5. 5) v, Pv, ..., P*—1v, Qv, PQv, ...,Q° v = 0. 

Aus dem oben bewiesenen Satz geht hervor, daB die so erhaltenen Vek- 
toren linear unabhangig sind. Anwendung von P auf die gewihlten 
(m, — m,—,) Vektoren ergibt Vektoren aus £,,,_.. Zu diesen Vektoren 


wahlen wir jetzt in £,,, , noch 


(5. 6) Mp —1 — Mp—y — (My — M,_1) = ZmM,_, — Mm — M_>» 
Vektoren derart, daB die so erhaltenen m,_, — m),—» Vektoren von E,,,_ 
linear unabhingig sind in bezug auf £,,, _ 
gehérigen Ketten (5.5) usw. 

Die von den schon eingefiihrten Vektoren linear unabhingigen Vek- 
toren (r — 1)-ter Ordnung werden in derselben Weise behandelt. So 
fortfahrend, erhilt man ein System von linear unabhingigen Vektoren in 
dem zu J] (x) gehérigen Unterraum, das als Basis eingefiihrt werden kann. 

Das zum Polynom /7(z) = x gehérige Quadrat der Matrix der Be- 
stimmungszahlen von P in bezug auf diese Basis ist dann leicht anzugeben. 


» und bilden wieder die zu- 


Werden die zu den Vektoren qg-ter Ordnung gehérigen Zahlen m; mit m, 
(q=1,....7; t=1,...,h) bezeichnet, so zeigt sich, daB in diesem 
Falle die Normalform von P durch die Zahlen m; bestimmt ist. Im 
Gegensatz zu dem im vorigen Paragraphen behandelten Falle kinnen also in 
diesem Falle zu einer Normalform von Q mehrere Normalformen von P gehéren. 

Die Zahlen Ms, kénnen nicht beliebig gewihlt werden, sie miissen 
einigen Ungleichheiten geniigen. Aus der Definition dieser Zahlen leitet 


man nimlich ab: 
q q 
Mi+i = mi; , 


Ps 4 4 q 4 
(5. 7) M+, —- mM, Sm, — M;,_,, 


q = gore 
mS Mm— M_-},. 
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Beispiel: 
h=3; r=2; m=2, m=3, m, =4, 


m, = 3, m,=6, m, = 8. 


Die Dimension des Unterraumes ist also m, +m, = 12. 
Man erhialt die folgende Normalform 


1 
“ 1 
7 °o l 
ro | 
ro " 
se § 
Sa 
pe Cc 7 
{7 2 i 
| 7° : 
=i me 








Alle nicht besetzten Stellen sind mit Nullen auszufiillen. Umgekehrt 


kann man aus der Normalform die Zahlen r und m, ableiten. 


(Eingegangen am 22. 10. 1936.) 
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Die Widerspruchsfreiheit der allgemeinen Mengenlehre. 


Von 


Wilhelm Ackermann in Burgsteinfurt. 





Der Zweck der folgenden Ausfiihrungen ist, einen Widerspruchs- 
freiheitsbeweis fiir den Teil der Mengenlehre zu geben, der sich auf die 
Zermeloschen (Fraenkelschen) Axiome unter Ausschlu8 des Unendlichkeits- 
axioms griindet. Dieser Teil der Mengenlehre wird auch als allgemeine 
Mengenlehre bezeichnet'). Der Widerspruchsfreiheitsbeweis ist insofern 
nicht trivial, als die Axiome zwar nicht die Existenz einer Menge mit 
unendlich vielen Elementen, wohl aber die Existenz von unendlich vielen 
Mengen postulieren*). Der Beweis wird durch Zuriickfiihrung auf die 
Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie vollzogen werden, die jetzt 
in dem gewiinschten Umfange als gesichert betrachtet werden kann‘). 


1. Das Axiomensystem der allgemeinen Mengenlehre. 


Beim axiomatischen Aufbau der Mengenlehre wird ein gewisser 
Bereich von Dingen, die wir Mengen nennen, zugrunde gelegt. In diesem 
Grundbereich wird ein Pridikat Hl (x,y), zu lesen ,,die Menge z ist 
Element der Menge y“, als sinnvoll vorausgesetzt, und die Axiome geben 
an, welche Eigenschaften Zl haben soll. Wir nehmen die Axiome, mit 
ganz geringen Verinderungen, in der Gestalt, die ihnen schon E. Zermelo ge- 
geben hat*). Dieses Axiomensystem ist, logisch betrachtet, von der ersten 
Stufe, indem die vorkommenden All- und Seinszeichen sich nur auf die 
Individuen des Grundbereichs, also die Mengen, beziehen. Es gehért also 
dem Bereiche des ,,engeren Pridikatenkalkiils“ an’). 

Wir geben nun die symbolische Formulierung der Axiome. Um un- 
notige Kompliziertheit der Schreibweise zu vermeiden, gebrauchen wir im 
folgenden die Abkiirzung x =€ y fiir (z)(El(z, z) + El(z, y)), d.h. ,,jedes 


1) Vgl. A. Fraenkel, Einleitung in die Mengenlehre, 3. Auflage, S. 305. 

2) Wir werden die Axiome natiirlich so fassen, daB die Existenz der Null- 
menge gesichert ist. 

8) Vgl. G. Gentzen, Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie, Math. 
Apnalen 112 (1936), S. 493—565. 

*) Math. Annalen 65 (1908), S. 261—281. 

&) In unserem Buche ,,Grundziige der theoretischen Logik** (im folgenden als 
H. A. zitiert) wird die Bezeichnung ,,engerer Funktionenkalkiil“ gebraucht. 

Mathematische Annalen. 114. 20 
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Element von z ist auch Element von y“ oder kiirzer ,,die Menge z ist 
eine Teilmenge der Menge y“. 
I. Axiom der Bestimmtheit. 
(seyk&y€2)>r=—y. 
»Wenn z Teilmenge von y und y Teilmenge von z ist, so sind z und y 
identisch.“ 
II. Axiom der Paarung. 
& + y + (Ez) (u) [El (u, z) <> (u = 2) (u = y)). 
»Sind z und y verschiedene Mengen, so existiert eine Menge z, die x 
und y als Elemente enthialt, aber keine anderen Elemente.“ 

III. Axiom der Vereinigung. 

(x) (B y) (2) (BU (2, y) <> (Ev) [El (z, v) & El(v, x))}}. 
»2u jeder Menge z gibt es eine Menge y, so daB jedes z dann und nur 
dann Element von y ist, wenn eine Menge v existiert, die z als Element 
hat und selbst Element von z ist.“ 

IV. Axiom der Potenzmenge. 

(z) (By) (2) [El (z, y) <> = € a]. 
Zu jeder Menge xz gibt es eine Menge y, so daB jedes z dann und nur 
dann Element von y ist, wenn es Teilmenge von z ist.“ 

V. Axiom der Aussonderung. 

(x) (E y) (2) [BU (2, y) <> (F (2) & El(z, z))). 
»F sei ein beliebiges Pridikat. Es gibt dann zu jeder Menge z eine 
Menge y, so daB jedes z dann und nur dann Element von y ist, wenn 
es Element von z ist und das Pradikat F auf z zutrifft.“ 

Eine Veranlassung, das Axiom der Aussonderung durch andere 
Axiome zu ersetzen, besteht fiir uns nicht. Wir kommen weiter unten 
darauf zuriick. Wir bemerken nur noch, daB das Axiom die Existenz 
der Nullmenge einschlie8t. Wir brauchen ja nur fiir F das Pradikat 2 + z 
zu nehmen. 

VI. Axiom der Auswahl. 

Da dieses Axiom ziemlich kompliziert ist, verwenden wir einige Ab- 
kiirzungen. Es sei M(x) eine Abkiirzung fiir 

(By) El(y, 2) & (2) (Bl (2, 2) > (Bu) El(w, 2)), 
d. h. ,,die Menge z hat mindestens ein Element und jedes Element hat 
wieder Elemente“. %(z) stehe fiir den Ausdruck 
(y) (2) ((y = 2) BU (y, 2) El (z, x) (u)[BU(u, y) El(u, 2))}, 
d. h. ,,je zwei verschiedene Elemente von z haben keine gemeinsamen 
Elemente“. Weiter bedeute €(y, x) 
(z) {Bl (z, y) + (Bu) [El(u, x) & El(z, u)}}, 


ee ‘* a aa erry ey 
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d. h. ,,y ist Teilmenge der Vereinigungsmenge von 2‘. Endlich bezeichne 
D(a, y) den Ausdruck 


(Ez) {El (2, 2) & El(z, y) & (u)[El(u, 2) El(u, y)(u = 2))}, 


d. h. ,@ und y haben genau ein Element gemeinsam“. Das Axiom der 
Auswahl lautet dann 


(x) {(U(z) & B(x)] + (By) (C(y, x) & (z) (H(z, z) D(z, y)))}. 


Zu einer Zusammenstellung von Axiomen wie den obigen gehdért 
noch eine genaue Angabe, welche logischen Hilfsmittel bei der Ableitung 
aus den Axiomen gebraucht werden sollen. Wir haben das schon kurz 
angedeutet, indem wir bemerkten, da$ das Axiomensystem von der ersten 
Stufe ist. Wir denken uns also die Axiome und SchluBregeln des engeren 
Pridikatenkalkiils hinzugefiigt®). Da wir ferner die Identitét benutzt 
haben, so miissen die entsprechenden Axiome hinzugefiigt werden. Diese 
sind 

z= 2, 
= y (F(x) > F(y)). 


F ist hier eine freie Pridikatenvariable. Durch diese Regeln wird ins- 
besondere auch festgelegt, welche Einsetzungen fiir eine Pridikaten- 
variable F erfolgen diirfen, und das Axiom der Aussonderung erhalt seinen 
prizisen Sinn’). Die Art der Einsetzung ist iibrigens im Rahmen des 
Formalismus (soweit es sich natiirlich itiberhaupt um ,,Pridikate‘ handelt) 
keinen Einschrankungen unterworfen. 


2. Der Grundgedanke des Widerspruchsfreiheitsheweises. 


Der Grundgedanke unseres Widerspruchsfreiheitsbeweises la8t sich 
auch ohne Zuhilfenahme des Formalismus darlegen. Natiirlich haben die 
folgenden Uberlegungen nur den Charakter einer vorliufigen Orientierung. 
Wie wir schon eingangs erwahnten, benutzen wir eine arithmetische 
Interpretation der Axiome. Als Elemente des Grundbereiches nehmen 
wir die nicht negativen ganzen Zahlen. Es kommt dann darauf an, in 
diesem Bereiche ein Priadikat €l(z, y) so zu definieren, daB die Axiome 
zu beweisbaren zahlentheoretischen Satzen werden, wenn wir El(z, y) 
durch €[(z, y) ersetzen. Wir benutzer zu diesem Zweck die Tatsache, 


6) H. A., 8. 53, § 5 und S. 68, § 10. 

7) Auf die Tatsache, daB bei Anwendung des engeren Pradikatenkalkii!s das 
Axiom der Aussonderung einen prazisen Sinn bekommt, hat zuerst Th. Skolem 
hingewiesen, vgl. Fund. Math. 15 (1930), S. 337—341. 


20* 
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daB sich jede von 0 verschiedene positive ganze Zahl a eindeutig in der 
Form 2” + 2*+4... +2" darstellen laBt, wobei die b,, b,,..., 6, alle 
verschieden sind. Die Zahlen 6,, 6,,..., 6, und keine anderen sollen 
dann die .,Elemente von a sein. Z.B. hat die Zahl 101, die sich im 
dyadischen Zahlensystem als 1100101 schreibt, die Elemente 0, 2, 5, 6. 
0 ist die einzige Zahl, die keine ,,Elemente“ hat. Die Zahl 0 entspricht 
also der Nullmenge, 1 der Menge, deren einziges Element die Nullmenge 
ist, usw. Es ist dann nicht schwer einzusehen, daB bei dieser Inter- 
pretation die Axiome der Mengenlehre in beweisbare zahlentheoretische 
Siatze tibergehen. Dem Axiom der Bestimmtheit entspricht der zahlen- 
theoretische Satz, daB die b,, b,, ..., 6, eindeutig das zugehérige a be- 
stimmen. Der Paarmenge (x, y) entspricht die Bildung von 27 + 2”. 
Beim Beweis der den Axiomen III bis VI entsprechenden arithmetischen 
Sitze ist folgendes wesentlich: 

a) Zu jeder Zahl y gibt es nur endlich viele z, so daB €l(z, y) 
richtig ist. 

b) Zu jedem y gibt es nur endlich viele z, so daB z=< y richtig ist. 

c) Es sei eine beliebige endliche Gesamtheit von untereinander ver- 
schiedenen Zahlen a,, a,,..., @, gegeben. Es gibt dann eine Zahl y, so 
da8 €\(z, y) nur fiir diejenigen z richtig ist, die zu der angegebenen 
Gesamtheit gehéren. Niamlich 2“' + 2+ ... + 2" ist diese Zahl. 

Die Richtigkeit der den Axiomen III und V entsprechenden Sitze 
ergibt sich dann aus-a) und c), die Richtigkeit der dem Axiom IV ent- 
sprechenden Behauptung aus b) und c). In dhnlicher Weise beweist 
sich VI, indem wir noch den Umstand benutzen, daB es unter den 
,».Elementen“ einer Zahl y ein ausgezeichnetes gibt, nimlich z. B. das 
groBte. 

Nun besteht aber die Schwierigkeit, daB bei diesem Grundgedanken 
offenbar variable Zahlenfolgen und variable Mengen eine Rolle spielen. 
Wiirde man ihn also einfach in den Formalismus iibersetzen, so miibte 
man von den Quantifikatoren fiir Pridikate Gebrauch machen. Zu- 
sammen mit den zahlentheoretischen Axiomen hitte man dann einen 
Formalismus, der nicht mehr der reinen Zahlentheorie entsprechen wiirde, 
sondern schon der Analysis, einen Formalismus also, dessen Widerspruchs- 
freiheit bisher nicht mit den Hilbertschen Methoden hat gezeigt werden 
kénnen. Der Zweck der folgenden Ausfiihrungen besteht nun, abgesehen 
von der exakten Durchfiihrung der Beweise, darin zu zeigen, daS es 
méglich ist, bei der Definition von €l(z, y) und den Beweisen fiir die 
den Axiomen entsprechenden zahlentheoretischen Sitze nicht iiber den 
Rahmen der reinen Zahlenlehre hinauszugehen. 


-* 
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3. Einige zahlentheoretischen Funktionen und ihre 
charakteristischen Eigenschaften. 

Wir legen unseren weiteren Betrachtungen ein Axiomensystem der 
reinen Zahlenlehre zugrunde. Ein derartiges Axiomensystem enthalt in 
irgendeiner Form die Formeln und SchluBweisen des engeren Pridikaten- 
kalkiils, ferner die schon erwihnten Axiome fiir die Identitatsbeziehung 
und die Peanoschen Axiome. AuBerdem diirfen in beliebiger endlicher 
Zahi Definitionen von zahlentheoretischen Funktionen durch Rekursion 
hinzugefiigt werden‘). 

Wir geben zunichst die Definition einer Reihe von Rekursionsfunktionen, 
die wir bei unserem Widerspruchsfreiheitsbeweise brauchen werden. Zu 
diesen Funktionen gehéren a + 6, a-6, a’, die in der iiblichen Weise ein- 
gefiihrt werden. Die Ableitung der gebriuchlichsten mit diesen Funktionen 
verkniipften Formeln (z. B. derjenigen, die das assoziative, kommutative 
Gesetz der Multiplikation ausdriicken) aus den Axiomen setzen wir als 
bekannt voraus, ebenso die Einfiihrung und den Gebrauch der Pridikate 
zs<y, etsy, «>y usw.*). AuBerdem fiihren wir die folgenden rekursiv 
definierten Funktionen ein: 

a) «0 = 1; a(n+ 1) =0, 

b) BO = 0; B(n+ 1) = a(n}, 

c) A(a,0) = aa; A(0,b) = ab; A(a+1,6+ 1) = A(a,d), 

d) t (a, b) - a [A (a, b)), 

e) ¥0 =0; y(n +1) =yn+ Bn, 

f) “0 =0; wl = 0; w(n+ 2) = we [y (m+ 2)] + 1, 

g) TO = 0; tr1 = 0; tT(n+ 2) = 2-r[y(n + 2)] + B (nm -+- 2), 

h) p(a,0) = 0; p(a,n) = t(n,0)-A(a, en) + e(a, wn): p(a, TH). 

Zur besseren Orientierung geben wir die inhaltliche Bedeutung dieser 
Funktionen, obwohl diese natiirlich bei unseren Beweisen keine Rolle spielt. 
Die Bedeutung von « bedarf keiner Erklirung. fn ist der Rest von n 
modulo 2. A(a,6) ist 1 fir a = 6 und sonst 0. 1¢(a,5) ist 0 fir a=b 


und sonst 1. ym ist gleich (Fl, d. h. gleich der gréBten ganzen Zahl, 
die < + ist. jm ist diejenige Zahl x, fiir die 2° <n < 2*+1; fiir 0 
hat « den Wert 0. rn ist fiir von 0 verschiedene » gleich n — 2"*. 


y(a,n) gibt an, ob an der a-ten Stelle in der dyadischen Entwicklung 


*) Vgl. Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik, wo die verschiedensten 
Systeme angegeben werden, oder auch die in Anmerkung *) erwahnte Arbeit von 
G. Gentzen. 
®) Vgl. hieriber Hilbert-Bernays, op. cit. 
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von n eine 0 oder 1 stcht. Dabei denken wir uns die Stellen von rechts 
an gezihit, mit 0 beginnend, und ferner die Entwicklung durch Hinzufiigen 
von Nullen bis ins Unendliche fortgesetzt. Wir bemerken noch, daB f), 
g), h) Definitionen durch eine Wertverlaufsrekursion sind, d. h. der Wert 
der Funktion fiir » wird nicht auf den fir n — 1 zuriickgefiihrt, sondern 
hangt in anderer Weise mit den Werten der Funktion fiir kleinere Argumente 
zusammen. Bei f) und g) wird wn, bzw. tn auf « [yn] bzw. t [yn] zuriick- 
gefiihrt, bei h) erhalten wir den Wert der Funktion fiir n aus dem fiir tn. 
Damit diese Rekursionen zulassig sind, ist erforderlich, daB sich die Formeln 


2+0-yr< 7g, 
2+0->TtTzr< 2 


ableiten lassen, was keine Schwierigkeiten macht. 

Wir miissen ferner bei unserem Beweise die Tatsache benutzen, daB 
sich eine weitere Reihe von Formeln fiir die angegebenen Funktionen 
formal herleiten lassen. Da diese Herleitung selbst nichts Besonderes 
bietet, vielmehr von jedem Leser leicht auszufiihren ist, so seien hier fiir 
# und rt einfach die betreffenden Formeln zusammengestellt. 


Eigenschaften von uy. 


(1) wa< pb>-a< b, 
(2) b>pa>p(a+) =, 
(3) waa. 
Eigenschaften von T. 

(4) a+0-a= ta+ 22, 
(5) a+0+ta< a, 

(6) b>pywa>t(a+ 2) =a, 
(7) ta+0>y(ta) < pa. 


Eigenschaften von 9. 
(8) gy (a,b) = 0 \V p(a,b) = 1. 


Beweis durch Induktion nach 6. Aus der Definition von g la8t sich 
beweisen: 


gy (a,7b) = 0 V y(a,tb) = 1+ y(a,b) =0 V —(a,b) = 1. 
(9) a+ 0-> ¢(Ha,a) = 1 
ergibt sich aus der Definition von 9. 


(10) b> na —o(b,a) = 9. 
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Beweis durch Induktion nach a. 
(6> ua & a + 0) + —(b,a) = y(b,ta) (nach Def. von 9), 
a+0->ta<a (nach (5)), 
a+0-y(ta)S ua  (Umkehrung von (1)), 
(@+0&b>pa)+b > x (ra), 
[b > (ra) > e(b,ta) = 0) > [6b > wa & a + 0 —=(b,a) = 0}. 
Da (6,0) = 0, ist das Glied a + 0 entbebrlich. 
(11) b> wa —-(z,a+ 2) = p(z,a) + A(z, 5). 
Beweis: Aus der Definition von g ergibt sich, da a + 2° + 0, 
9 (2,4 + 2) = Ale, (a+ 2)) + efx, u(a + 2)] y(2, r(a +2) 
b> pa o(z,a+ 2) = A(z, b) + ¢(z,b) p(z,a) (nach (2) und (6)). 
Aus der letzten Formel ergibt sich (11) unter Anwendung von (10). 
(12) y(uaz,tz) = 0. 
Beweis: tz + 0 + y(ua,t xz) = 0 (nach (7) und (10)). Die Voraussetzung 
tz + 0 kann fortfallen, da g(a,0) = 0. 
(13) 9 (a, n) = «(n,0)-A(a, un) + y(a, tn). 
Beweis: Nach Definition von g und (12). 


4. Der Widerspruchsfreiheitsheweis. 


Wir sind jetzt so weit, daB wir den in §2 angekiindigten Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis durchfiihren kénnen. Es handelt sich darum, ein 
zahlentheoretisches Pridikat €I(a,6) so zu definieren, daB die in §1 
genannten Axiome der Mengenlehre in beweisbare zahlentheoretische Sitze 
iibergehen, falls man in ihnen El(a,b) durch €l(a, 6) ersetzt. 


Definition von (a, 6). 
€l (a,b) sei eine Abkiirzung fiir gy(a,b) = 1. Nach (8) gilt daher 
Gi (a, b) > — (a, b) = 0. 
Wir leiten nun auch fiir €l(a, 5) eine Reihe von Formeln ab. 


(14) @ (a, 0). 
Beweis: g(a,0) = 0 (laut Definition von 9). 
(15) a + 0— (Eb) EI (6, a). 


Beweis: Nach (9) gilt 
a + 0 > GI (a, a). 


(16) (Eb) €1(b, a) > El (ua, a). 
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Beweis aus (14) und der beim Beweise von (15) benutzten Formel. 


(17) €1 (0, 1). 

Beweis aus der Definition von g. 

(18) b> wa > Ei (b, a). 

Beweis nach (10). 

(19) a + 0+ G (a, 1) 

ist eine Folgerung von (18), da «1 = 0. 

(20) 5 >> wa > [El (az, a+ 2") —- El (z, a) \/ xe = 5}. 
Beweis nach (11). 

(21) (E z) (x) (El (x, z) + F(z) & en). 


F ist hier eine freie Priadikatvariable. Der Beweis geschieht durch I[n- 
duktion nach n. Nach (14), (17), (19) gilt 
F (0) ~ (x) (€l(z, 1) —+ F(z) & xs 0), 
F (0) + (x) (Cl (a, 0) — + F(z) &x< 0), 
also 
(EZ z) (x) (Cl (z, z) + F(z) & ez 0}. 
Weiter haben wir 
{(x) [Gl (x, 2) —> Fx && < nj &F (n +1)} 
— (z) (Cl(z, z) ++ Fr&reson+ lj, 
{(z) [Gl (z,z) —> Fr&esonj& F (n+ 1)! 
— (x) [(Cl(z, z+ 2"+') ++ Fer&eon+l). 
Die erste Formel bedarf keines weiteren Beweises; die Richtigkeit der 
zweiten ergibt sich aus (20). Beide Formeln zusammengenommen er- 
geben die zweite Primisse fiir die vollstindige Induktion. 
(22) recy ers py. 
x cy ist hier eine Abkiirzung fiir (z) [€l(z,z) + €l(z,y)]. zcy ist also 
aquivalent mit (z) [p(z,z) < ¢(z,y)). 
Beweis: Fir z = 0 ist nichts zu beweisen. 


t+0-> g(uz,z) =1 (nach (9)), 
2+O0&rcy > y(uz,y) = 1 (nach Def. von zcy), 
p(uzy)=l>erspy (nach (10). 

(23) (ccy&ue = wy) > trcry. 


Unter Benutzung der beim Beweis von (22) gemachten Bemerkungen 
la8t sich die Formel auch schreiben als 


\(z)(e (2,2) S plz.y)) & ux = wy) > (2) [p(z,t2z) < plz, ty). 
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Beweis: 
z+ 0 => p(z,z) = A(z,ux) + —(z,tz) (nach (13)), 
(ua = py &y + 0) > —(z,y) = A(z, uz) + plz, Ty), 
{2 + O&y + Ok pr= py & (2) (—(z,z) S plz,y)) 
— (z) [p(z, tz) S yz, ty)] (aus den vorigen beiden Formeln). 
Die Voraussetzung z + 0 ist entbehrlich, da die beiden Formeln 
70 = 0 und ¢(z,0) = 0 beweisbar sind. Desgleichen kann man die Voraus- 
setzung y + 0 fortlassen, da aus z[p(z,z) < (z,0)] sich ergeben wiirde 
(z)[(z,2) = 0), dh. 2 = O (mach (15)). 
(24) (z)(ecy>zSy). 
Wir bezeichnen (24) zur Abkiirzung mit U(y). (0) ist offenbar beweisbar. 
Wir zeigen ferner, da8 
y +0 > (A(ry) > Ay) 
sich beweisen laBt: 
U(ty) > [tecty> tz < ty], 
{ecy&ue= py) >tecry (nach (23)); 
U(ty) > ((e@cy&uc=—py)+ te Sry), 
z+0-tr+ 7 =z, 


y+ Or try+ Bray (nach (4)); 

[c+ Oky + OEA(ty)) > (ecyk&uc=py+z yj, 
ecy>urspuy (nach (22)); 
Bwaocpy>r recy. (nach (1)). 


Aus den letzten drei Formeln ergibt sich 

[e+ O&y+ O0EU(ty) > [ecy>zS y). 
Die Voraussetzung z + 0 kann dann noch fortgelassen werden. 
(25) [zcy&ycarr=y. 


Das ist die Formel, die dem Aziom der Bestimmtheit entspricht. Sie 
ergibt sich sofort aus (24). 


(26) El (z, 27) «+z = z. 


Beweis: Fiir z + 0 ergibt sich die Richtigkeit aus (20), indem man 2 
durch 0 + 2* ersetzt und (14) beriicksichtigt. Fiir = 0 ergibt sich (26) 
aus (17) und (19). 


(27) @ + y > [Cl (z, 2% + W) <-> (2 = 2) (ze = y)). 
Beweis nach (20) und (26). 
(28) w+ y > (Ez) (u) [Cl (u, z) + (u = 2) (wu = y)). 
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Diese Formel entspricht dem Aziom der Paarung. Der Beweis ergibt 
sich aus (27). 


(29) Cl(z,y) +2 <= y. 

Beweis: Gi(z,y)>rspvy (nach (18)), 
Fysy (nach (3)). 

(30) (EZ v) (Cl (z,v) & Ei(v,yJ>zsy. 

Beweis unter Anwendung von (29). 

(31) (E y) (z) {El (z, y) —+ (Ev) [El (z, v) & El (v, z))}. 


Diese Formel entspricht dem Aziom der Vereinigung. Nach (30) ist die 
Formel gleichwertig mit 


(E y) (z) {El (z, y) —> ((E v) [El (z, v) & El(v, z)] &z < 2)}. 

Die Richtigkeit der letzten Formel ergibt sich durch Einsetzung aus (21). 
(32) (x) (EB y) (2) [El (z, y) <> zc 2]. 
Diese Formel entspricht dem Aziom der Potenzmenge. Ihre Richtigkeit 
ergibt sich ebenfalls aus (21), wenn man beriicksichtigt, daB nach (24) 
2cz durch zc 2 &z < = ersetzt werden kann. 
(33) (z) (B y) (2) (El (2, y) <> F(z) & G(z, z)}. 
Diese Formel entspricht dem Aziom der Aussonderung. Nach (29) ist sie 
aquivalent mit der Formel 

(2) (By) (2) (Cl(z, y) + Fe) & Cl(z, 2) &z < al, 
die sich durch Einsetzung aus (21) ergibt. 
(34) (x) (E y) (z) {El (z, y) + (Bv) (El (v, z) & z = pv)}. 
Da G(v,z)&z=—pv mit El(v,z)&z = pwwukze =< Aquivalent ist, 
la8t sich der Beweis wieder unter Anwendung von (21) erbringen. Wir 
gebrauchen im folgenden fiir 


(z) (El (z, y) <> (Ev) [El (v, z) & z = p)} 
die Abkiirzung &(z, y), 30 daB sich also (34) als (x)(Zy) K(z, y) schreibt. 
Weiter sollen U, B, €, D im folgenden dieselbe Bedeutung haben wie 
auf 8. 306—307, nur da8 natiirlich fiir E(x, y) jetzt €l(x, y) zu setzen ist. 
(35) [Wa & K(z, y) & El(u, y)] + (Bw) (Cl(w, z) & Cl(u, w) &u = pw). 
Beweis: 
[RK (xz, y) & El(u, y)] + (LE w) (E(w, z) &u = vu) (nach Def. von &), 
(Ua & El(w, x)] + (Ez) El(z, w) (nach Def. von %), 
(EZ z) El (z, w) + El (uw, w) (nach (16)), 
(Ur & El (w, z)] + Cl (uw, w). 
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Aus der letzten Formel und der zuerst stehenden ergibt sich dann (35). 


(36) (Uz & K(x, y)) +Cly, 2). 

Der Beweis ergibt sich sofort aus (35). 

(37) (Ar & Bx & K(z, y)] > (v)[El(v, z) + D(v, y)). 
Beweis: 


[Bx & El(v, xz) & El(w, z) & El(u, v) & Cl(u, w)] > v = w 


(nach Def. von 8). 
In Verbindung mit (35) erhalten wir daraus 


[Arc & Br & K(z, y) & E(u, y) & El(v, xz) & El (yu, v)] > u = pwr. 
Die letzte Formel 1a8t sich umformen zu 
[Ur & Br & K(x, y)] > (v) (El (v, z) + (u) (El (u, v) A(u, y)(u = p)]}. 
Beim Beweis von (35) hatten wir schon die. Formel 


[Ua & El (v, z)] + El(u, v) 
benutzt. 


[RK (az, y) & El(v, z)] + El(uv, y) (nach Def. von §&). 
Aus den letzten drei Formeln ergibt sich 
(urck& Bx & K(z, y)] + (v) (El (v, z) 
> [Gl (uv, v) & El(ue, y) & (u) Cl (Ci(u, v) El(u, y)(u = »)))) 
Weiter erhalten wir 
(Ark Be & K(a, y)] > (v) [El (v, z) 
+ (Ez) [€l(z, v) & El(z, y) & (u) (El(u, v) El(u, y)(u = 2)))}. 
Das ist die Formel (37). 
(38) (x) (Ua & Bx] + (By) (Cly, 2) & (z)(C(z, x) D(z, y))]}. 


Das ist die Formel, die dem Axiom der Auswahl entspricht. 

Der Beweis ergibt sich sofort aus (34), (36), (37), wenn wir be- 
riicksichtigen, daB sich (34) in der Form (z)(Zy) (2, y) schreiben laBt. 

Wir haben damit gezeigt, daB alle die Formeln, die wir fiir El(z, y) 
als Axiome aufgestellt hatten, zu beweisbaren zahlentheoretischen Sitzen 
werden. falls wir El(z, y) durch €l(z, y) ersetzen. Unsere Aufgabe, die 
Widerspruchsfreiheit der allgemeinen Mengenlehre auf die der reinen 
Zahlentheorie zuriickzufiihren, ist damit gelést. 


(Eingegangen am 15. 11. 1936.) 
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Satz 39 iiber das Euler-Produkt der Matrizen aus Dirichlet-Reihen, 
welche den Formen der Stufe Q zugeordnet sind, Satz 42 und die Siatze 
iiber die Reduktion dieser Matrizen mit Hilfe der irreduziblen Darstellungen 
der Modulargruppe Mt(Q) in §11. Schon in der ersten Aussage treten 
an Stelle der einen Matrix bei der Stufe 1 mehrere Matrizen auf; die 
Modulformen miissen in Teilscharen aufgespalten werden nach den Teilern, 
welche die Exponenten in ihren Potenzreihen mit der Stufe gemein haben, 
und nach ihrem Verhalten bei einer (Abelschen) Untergruppe von M (Q), 
weil die Definition der Operatoren T,, mit (m,Q) > 1 fiir die einzelnen 
Scharen verschieden ist. Dieser Umstand macht die ganze Theorie fiir 
héhere Stufe Q weniger durchsichtig, so daB mir die gesonderte Durch- 
fiihrung fiir die 1. Stufe im Teil 1 berechtigt schien, obwohl diese Theorie 
hier als Spezialfall Q = 1 enthalten ist. 

Bezeichnungen: In diesem Teile bedeuten k, Q feste natiirliche 
Zahlen, und bei Aussagen iiber ,,alle“ Formen werden stets nur Formen 
desselben k,Q in Betracht gezogen. Das Zeichen n soll durchweg eine 
natiirliche Zahl bedeuten, welche zur Stufe Q teilerfremd ist, auch wenn 
es nicht besonders erwihnt wird. 


§ 5. 
Die Operatoren 7, fiir die Stufe Q mit (n, Q) = 1. 


Zur Ubertragung der in § 2 bis 4 entwickelten Begriffe auf Modul- 
formen der Stufe @Q soll zuniichst der Grad nm der zu T7,, fiihrenden 
Transformation zur Stufe Q prim vorausgesetzt werden. Wir fiihren 
folgende Bezeichnungen ein: Ist L eine binire Transformation von w,, , 
mit rationalen Koeffizienten 


(1) L(,,0,) = (ao, + boy, co, + do); L=(* 2), ad—be>0, 
so werde mit L gleichzeitig der Operator bezeichnet, der jede Form F in 
F\L = F(L(,, @,)) 


iiberfiihrt. Die Zusammensetzung zweier solcher Operatoren L,, L, werde 
isomorph zu der der Substitutionen L,, L, definiert: 


F\L,L, = (F\L,)|L, = F(L, L,(o,, ,)). 
Ferner werde der Operator «J fiir eine komplexe Zahl « erklirt durch 
F\aL=F\La =aF(L(o,,o,)) =aF |L. 
Die Addition «, LZ, +, LZ, soll nicht die Addition der Matrizen bedeuten, 
sondern der Operator V = a, L,~++ a, L, wird definiert durch 


F\V = Fla,L,+F lol, = 4, F|L,+o,F | Ly. 
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Die Operatoren L erzeugen nach diesen Festsetzungen einen Ring mit 
den komplexen Zahlen als Multiplikatoren. Eine Form F heiBe Eigen- 
funktion eines Operators A aus diesem Ring, wenn F|A =c-F mit 
einer Konstanten c, dem Multiplikator. Hat die Matrix Z aus (1) die 
Determinante 1 und mod. Q ganze Koeffizienten, so ist fiir jede Modul- 
form der Stufe Q das Zeichen 
F ((Z) (m,, ©)) 

— erklart, wenn [LZ] irgend eine Substitution aus F(1) bedeuten 
soll mit 


[ZL] = L(mod.Q), [Z] in F (1). 


F | (LZ) = F(Z) (@,, @,)). 
Endlich fiihren wir noch spezielle Operatoren ein durch die Definition: 


oan. eof} 2-6). 


Zur Erklarung des Operators 7, fiir die Stufe Q gehen wir auf die vollen 
Repriisentantensysteme von Transformationen der Determinante n aus 
§ 2, Satz 8 zuriick: 
Satz 31. Die Transformationen 
a bQ 
(3) R, 2 (6 ad /’ 
wo a, b, d alle ganzen Zahlen mit ad = n, d > 0, b mod. d, durchlaufen, 
bilden ein volles System nach T (1) nicht-dquivalenter ganzzahliger Trans- 
formationen mit der Determinante n. Sie sind alle = 8, (mod.Q). Thre 
Anzahl ist wieder gleich der Summe der positiven Teiler von n, = a, (n). 
Beweis folgt unmittelbar aus Satz 8 in § 2. 
Fiir eine Form F der Art (— k, Q) ist die Menge der o, (n) Funktionen 
a bQ 
FIR) @) 
bis auf die Reihenfolge allein durch » und F bestimmt, unabhingig von 
der speziellen Wahl der Transformationen. Daher definieren wir jetzt 


fiir die homogenen Formen der Art (— k, Q) den Operator 7, durch die 
Definition: 


(4) Taw D' R,- (0 =). 


ad=n 
bmod.d 
d>o 


Wir setzen 


T,, hangt von & nur durch den Faktor n* ab, dagegen hingt er wesent- 
lich von Q durch die Zeichen R, ab. Fiir die inhomogene Gestalt 
F(t) = wt F(w,,,) verstehen wir unter F(rt)|7, das Produkt von 
F (w,, @,)| T, mit w%. 





tae | <a 











' 
t 
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Satz 32. Fiir jede Form F der Art (—k,Q) gehért F | T,, wieder zur 
Stufe Q. Liegt L in T (1), so ist ferner F|T,L = F\[S, LS;"} T,. 

Beweis: Wir bezeichnen die Transformationen (3) aus Satz 31 in 
irgend einer Reihenfolge mit N, (h = 1, 2,...,0,(m)), alsdann sind N,L 
wieder alle Klassen nach [ (1), also gibt es zu jedem fA ein A’ und dazu 
ein L, aus ['(1), so daB 


N,L = 1,-Ny (L, aus TF (1)). 
L, = N,-L-Ni} =S,L8;" (mod. Q), 


Hieraus folyt 


und 
L, = [S, LS;") 
ist also mod. Q von A unabhingig. Mithin ist 
F\SN,L= SF\L,-Ny = 2 F\[S, LS,")N, = F\(S, L8;"] T,. 
h h 


Daraus folgt die Behauptung. 
Bei der naturgeméBen Beschrinkung auf Formen der Stufe Q ist 
also fiir die Operatoren die Relation bewiesen: 


(5) T,-L =[S8,LS,"]-T, fir L aus FT (1). 
Insbesondere formulieren wir 
Satz 33. Zwischen T,, R,, U bestehen die Beziehungen 
T,:R, = R,:T,, T,-U" = U-T,, R,U"R,' =[U] (fir (a, Q) = 1). 
Wir zeigen jetzt wieder die Vertauschbarkeit aller 7, untereinander 
und die Reduktion auf 7, von Primzahlordnung p. 
Hilfssatz 1. Wenn (n,m) = 1 und (n,Q) = (m, Q) = 1, so ist 
T,:T, = T,.. = f,,:T,. 


Beweis: Wird 
T, = w-1 D'R,( ry fT, = ‘a eS a9 
a,b, a A.B, D 


gesetzt, so ist mit Benutzung von Satz 33 


feta m mt-st S Ra(S MO) m ms Rate (S HP) 


A.B, D A, B,D 
Hier ist weiter 


fr, (4 Be) = wt DR (° a Y) = ~ 1 SR, ry “mn 


a,6,d 
A (aB+bD)Q 
T,- Tm = (nm)t-*_>” R, R,(" mt Pies 
‘es ° ( aD ) 


denn aB+6D durchiauft wegen (a, D) = (d, D) = 1 ein volles Rest- 
system mod. d-D bei festem d, D. 
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Hilfssatz 2: Fir eine Potenz p’ der Primzahl p (die nicht in Q 
aulgeht) ist 
T (p’)- T (p) = T (p’ +?) + p'—'- R,- T (p’-*) (=> 1). 
Hierbei steht voriibergehend der Deutlichkeit wegen T(m) fir T,,. 


Beweis: 
r\. ae 7. at— P 0 r\.akt-1 ¥ 1 1Q 
(6) T(p")-T(p) = T(p’)-p*—' R, (7 i)+ T(p")-p Do »} 
Hier ist 
" 0 r—*h, 0 
T (pr) — pt-*.(? yorrne-s ) Ry—o+i(P : (0 1) 
. A, mod. p* 
Sear 
y tine h,Q 
= pr +e—1) R,r+1i—s 
Pe ca ee 
h, mod. p* 
oy 1 kQ. 
(7) on T (p"**) — prtve-y i ° 
2, abo ye) 


Ferner ist die zweite Summe rechts in (6) 


—1 IQ — afr +1)(k—1 is h,Q 11Q 
T (p") p* 2 5)=* vk » A Fr-(% ated) 


h, mod. p*, tmod. p 


— ofr +D&—-» a p-* (pr-*l+ h,p)Q q 
az oes ( 0 pet ) 
Fiir r —s > 1 enthalten alle vier Koeffizienten der letzten Matrix den 
Faktor p, der unter Beriicksichtigung der Homogenitaét der Modulformen 
als p-* vor die ganze Summe gezogen werden kann. Die Summe iiber A,, 
bei festem s, / wird dann offenbar von / unabhingig, also auch gleich p 
multipliziert mit der Summe iiber s, A, bei 1 = 0; das ist gerade 
gp -?- R,: T (p"-*). 
SchlieBlich sind die Glieder mit s =r gerade die in (7) mit dem Minus- 
zeichen auftretenden Glieder. Damit ist der Hilfssatz 2 bewiesen. 
Hierbei ist R, ein mit allen T(p") vertauschbares Symbol. Nach 
der Bemerkung beim Beweise von Satz 10 in I, §2 folgt hieraus aber 


T (p’): T (p*) * x to* au). pvt—D. Row 


und daraus allgemeiner 
Satz 34. Bei (n, Q) = (m, Q) = 1 ist 


T (n)- T (m) = D> Tyr) a: Re. 
d\n, m 


Hierbei durchléuft d alle positiven gemeinsamen Teiler von n,m. Ins- 
besondere sind alle T(n) untereinander vertauschbare Operatoren. 





~———— - > ere = 


SE 


eC 
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Fiir den Bereich der Modulformen der Art (— k,Q) erzeugen also 
die T,, zusammen mit den endlich vielen R, einen kommutativen Ring 
von Operatoren, der iiberdies diesen Funktionsbereich auf sich abbildet. 


§ 6. 
Normierung der Formen der Stufe Q. Formen vom Teiler ¢ 
und Charakter ¢ (72). 


Unser Ziel ist, die Formenschar von der Art (— k,Q) in méglichst 
viele zueinander fremde Teilscharen zu zerlegen, die bei allen Opera- 
toren 7,, in sich iibergehen, und dann Aussagen iiber die Koeffizienten 
der Potenzreihen daraus herzuleiten in Analogie mit den Aussagen im 
ersten Teil. Wahrend aber dort zuniichst die volle Schar den Opera- 
toren 7,, unterworfen und erst nachher die Zerfillung diskutiert wurde, 
ist jetzt, um eine Matrix mit Euler-Produkt zu erhalten, schon vorher 
eine Zerlegung in gewisse Teilscharen nétig. Der Grund dafiir ist die 
Existenz der Primfaktoren q der Stufenzahl Q: Die Operatoren 7, miissen 
fiir die verschiedenen Teilscharen verschieden definiert werden. 

Die Spaltung der Gesamtschar in die passenden Teilscharen wird 
nach dem Verhalten der Formen bei den Substitutionen von F (1) vor- 
genommen. Der erste Schritt der Zerlegung wird hier in § 6,7 fiir be- 
liebige Stufe Q durchgefiihrt. Dabei hat man nur das Verhalten bei I, (Q) 
in Betracht zu ziehen. Genau wie im ersten Teil erhalten wir dann in 
§ 8 und 9 die Matrizen mit dem Euler-Produkt und nehmen in § 10 die — 
hier nicht so einfache — vollstindige Reduktion des Systems der Eisen- 
stein-Reihen vor. 

Zur weiteren Zerlegung der Formenschar mufS man das Verhalten 
bei der ganzen Gruppe F(1) beriicksichtigen, und dazu ist dann in § 11 
ein naheres Eingehen auf die endliche Gruppe [ (1)/f (Q), vor allem auf 
ihre einfachen Charaktere erforderlich. Ich fiihre diese weitere Reduktion 
in allen Einzelheiten dann in § 12 fiir Primzahlstufe durch. 

Zur Erklarung des ersten Schrittes bedenken wir zunichst, daB die 
Operatoren L aus F, (Q) (a. h LD= ( 5). L aus F (1), ¢ = 0 (mod. Q)) 
fiir die Formen der Stufe Q nur mod. Q in Frage kommen, und diese 
mod. Q reduzierten Substitutionen eine Gruppe WM, (Q) innerhalb der end- 
lichen Modulargruppe 9(Q) bilden. Sie wird durch U und die R, er- 
zeugt. Die Gruppe der Operatoren aus M, (Q) als Ganzes ist mit allen 7, 
vertauschbar. Denn es ist 


(5) T,,: (L] = [S, LS;7']-7;., 


Mathematische Anualen. 114. 
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und wenn L zu F,(Q), so gehért [S, LS;"] wieder zu M,(Q). Durch die 
Substitutionen aus [,(Q) wird in der Schar aller Formen von der Art 
(— k,Q) eine Gruppe linearer homogener Substitutionen induziert, die 
eine Darstellung von I,(Q) ist. Eine naheliegende Zerlegung ist die 
Zerfaillung dieser Darstellung in ihre irreduziblen Bestandteile und die 
damit gegebene Spaltung der Formenschar in Teilscharen, die sich bei 
T,(Q) nach einer irreduziblen Darstellung der M,(Q) umsetzen. Wir 
brauchen fiir unsere Zwecke aber eine etwas weniger feine Einteilung, die 
wir unmittelbar vornehmen. 

An den Potenzreihen ist zunichst zu sehen, da8 wir die Erzeugenden 
der vollen Formenschar so wihlen kénnen, da8 in ihrer Potenzreihe nur 
die Exponenten je einer festen Restklasse mod. Q auftreten; das bedeutet, 
daB die Formen Eigenfunktionen fiir den Operator U sind. Alle vor- 
kommenden Exponenten in einer solchen Reihe haben mit Q denselben 
gr. gem. Teiler. Wegen 

R, U™ R,' = (UV), 


ist dann auch F|R, eine Reihe von dieser speziellen Gestalt, mit einer 
im allgemeinen anderen Restklasse fiir die Exponenten, aber mit dem- 
selben erwaihnten Teiler. Wir nennen weiter eine Modulform der Stufe Q 
zur Klasse ¢ gehérig oder vom Teiler ¢, wenn in ihrer Potenzreihe alle 
vorkommenden Exponenten mit Q denselben gréBten gemeinsamen Teiler ¢ 
haben. Das ist gleichbedeutend mit: Sie ist eine Summe von Eigen- 


funktionen von U, deren Multiplikatoren primitive @ te Einheitswurzeln 
sind Auch wenn F identisch Null, heiBe F vom Teiler t. 

Eine Modulform der Stufe Q heiBe normiert, wenn sie Eigenfunktion 
fiir alle Operatoren R,, ist. Der Multiplikator ¢(n) bei R, ist dann not- 
wendig ein Restklassencharakter von n mod.Q, ¢(n) heiBe der Charakter 
der Form. Wegen F| R_, = (— 1)*-F, kénnen nur Charaktere mit 
e(— 1) = (— 1} auftreten. 

Satz 35. Eine normierte Form geht durch alle T,, R, in eine nor- 
mierte Form vom selben Charakter tiber. Ebenso geht eine Form der Klasse t 
durch T,, R,, wieder in eine Form der Klasse t iiber. 

Beides folgt sofort aus Satz 33. 

Da die R, eine endliche Abelsche Gruppe bilden, lassen sich die 
unabhangigen Formen der Klasse ¢ iiberdies als normiert wahlen. 

Normierte Formen derselben Klasse, aber von verschiedenem Charakter 
hingen auf folgende Art zusammen: 


Satz 36. Sei 
OLF (04, 0) = F(t) = ¥ a(N) 2g" ((¥.4)= 1) 








me 


ee i ee 
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die Potenzreihe einer normierten Form vom Teiler t, mit dem Charakter « (n). 
Es bedeute ferner x(n) einen Restklassen-Charakter mod. g. Dann ist 


05 G (0, 4) = G(r) = X(N) x(N) 29° 
wieder eine normierte Form vom selben Teiler t mit dem Charakter « (n) - x (n*). 


Q2it 
Dabei ist wieder gesetzt zg = e @ . 

Beweis: Zunichst ist G wieder von der Art (— k,Q). Denn mit F 
gehért auch F|U' fiir 1 = 1, 2,... zur Stufe Q, daher auch die Teilreihen 
der Reihe F, deren Exponenten Ni nur eine feste Restklasse mod. Q 
durchlaufen, mithin auch die Linearkombination G. G ist offenbar vom 
Teiler ¢. Aus 








Rani 
G(ry=Fl5 Dd) ce (ay 0! C=?) 
l,a mod. Q 
folgt dann 
G|R, = oF| Ba 2) oH" x(a) Uist = @(n) x(n*)-@. 


Da man von G@ durch einen analogen ProzeB wieder zu F gelangt, 
so erhélt man durch diese Methode aus der linearen Schar der Formen 
mit demselben t, ¢(m) auch die volle lineare Schar der Formen vom 
Teiler ¢ und dem Charakter ¢(n) x(n’). 


§ 7. 


Die Operatoren 7%, mit (m, Q) > 1. 
Wir ziehen jetzt gewisse Operatoren W, heran, erklart als lineare 
homogene Substitutionen der w,,@, mit der Matrix 


1 0 

W, _ ( a f (r > 0). 

Fiir sie gilt die Grundformel 
a by, (@ br 
(8) We (; a) ~~ te d )s 
speziell 
ee 

(9) W.'UW,=(, 5). 
Ist jetzt F eine Modulform der Stufe Q aus der Klasse ¢, so ist 
(10) F\Us =F (t, =), 


und daraus folgt leicht der 
Hilfssatz 1. Wenn F zur Klasse ¢, so gehért F|W, noch zur Stufe Q, 
falls g/t. 
21* 
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Denn in der Tat ist nach (8) W,LW,;' ganzzahlig, wenn L zu F (Q), 
und ist mod.Q kongruent einer Potenz von U":. 

Hilfssatz 2. Fiir die Formen der Klasse ¢ sind R, und W, ver- 
tauschbar, falls q/t. 

Denn W,R,W;'R,' ist ganzzahlig und kongruent mod.Q einer 
Potenz von U". 

Hilfssatz 3. Fiir die Formen der Klasse ¢ sind W, und T, ver- 
tauschbar, falls 9/f. 

Zum Beweise darf man sich nach §5 auf den Fali beschranken, dab 
n = einer Primzahl p ist, die nicht in Q aufgeht. Nun ist aber 


: p O . . - 
T,-W, = pt R,(" ) Wyte SW UW, 
: 0 ] : (mod. p» . 
Hier sind die Bestandteile des ersten Summanden rechts vertauschbar, 
und die Summe ist nach (9) und Hilfssatz 2 


= W,- W, Ulead =: W, . ig W,, U'es, 


i] a 


vw 
~ 
t i mod. p 


also 
W,T, = Tf, W,. 


i~P 
Hilfssatz 4. Fiir eine Form F der Klasse ¢ ist F|W,U'" nur von 
dem Werte | mod. q abhingig, wenn q/t und ¢, der komplementire Teiler 2. 
Beweis folgt aus der Grundformel (8). 
Fiir Formen F der Klasse ¢ werde jetzt der Operator 7, wo q ein 
Primfaktor von ¢ ist, durch folgende nach Hilfssatz 4 eindeutige Definition 
erklart: 


(11) T=q' 5 W,u" (t ol 2). 

i mod. q 

Nach Hilfssatz 1 gehért dann F\7., wieder zur Stufe Q. Fiir die in- 

homogene Gestalt F(t) soll wieder F(r)| 7‘, die Bedeutung des Produktes 
F (@, , @,) al mit ws haben. 

Hilfssatz 5. Fiir Formen der Klasse ¢ ist 7’, mit R, vertauschbar. 


Denn nach Hilfssatz 1 und 2 ist der einzelne Summand in 7, R, 
WU" R, = W, R, U's™ = R, W,U' n? 


und nach Hilfssatz 4 also T’, R, = R, a 
Satz 37. Jede normierte Form F vom Teiler t geht durch den 
Operator T', in eine normierte Form vom selben Teiler und vom selben 


Charakter tiber. Geht die Primzahl q tiberdies auch in 8 auf, so ist 
F\T, = 0. 








ex = 








Se PSs - 
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Beweis: Nach Hilfssatz 5 ist F\7"', wieder normiert und vom selben 


Charakter wie F. Weiter folgt aus der Potenzreihe fiir F 
F(t) = 2 a(N)zQ' 
(m8) 


(12) Fit =— DI F(AS)= £ alayza'. 


lund g q (vo, t)=1 


Die Summationsbedingung |.V q, 2) 2 i zeigt, daB F\7. identisch Null 
g \ t q 


Q 


ist, wenn g in — 


Teiler ¢ hat. 
Dieser Satz gestattet, Operatoren 7’, mit gleichem ¢ hintereinander 
auszufiihren. Fiir zwei Primfaktoren p und q von ¢ (gleich oder nicht) 


ergibt sich zunichst die Vertauschbarkeit von 7%, und 7‘, unmittelbar 
aus der Potenzreihe (12) durch 


Fit,-t,=Zewends'= + Y' r(etty, 


PT ath me . 9 


aufgeht, und daB im anderen Falle F\7", wieder den 


Und dann geben wir als Definition: 
Geht jeder Primfaktor der natiirlichen Zahl m in ¢ auf, so definieren 
wir durch Rekursion fiir jeden Primfaktor q von ¢ 


T.: Te = Tag =(mgl—' FS Wag U'". 


imod. mq 


Hilfssatz 6. Alle diese Operatoren 7", mit gleichem ¢ sind unter- 
einander und mit allen 7,, vertauschbar. 

Denn nach Hilfssatz 3 ist zunichst fiir die Primteiler q von (: 
T,W, = W,T, und nach Satz 33 (§ 5) also 

T,:W,- U's = W,-T,-U*'s = W,-U'".T,,. 
Durch Summation nach / folgt wegen (n,Q) = 1 
T,:-T, = T,-T. 

und daraus die Behauptung. 

Endlich werde 7%, fiir eine beliebige zu ¢ teilerfremde natiirliche 


Zah) m definiert: Es sei » der gréBte zu Q prime Faktor von m und 
m= nr, (m, 2) = (n, Q) = 1. 
r enthalt also keine anderen Primfaktoren als ¢. Dann setze man 
(13) T = 1,-T,=T,-T,; (alo T,= 7, =T7,; T, = T,). 
Ein Analogieschlu8 nach Teil I la8t vermuten, daB zur Untersuchung 
der Formen vom Teiler ¢ nur die Operatoren 7), gebraucht werden, wo m 
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nu 2 prim ist. Das ist in der Tat richtig. Man kénnte den Ope- 


rator qT durch (11) auch fiir Primteiler g von Q definieren, die nicht in ¢ 
aufgehen. Dann wiirde F|7’,= 0 sein. Indessen brauchen wir eben 
nur solche Primfaktoren von Q, welche nicht in £ , also in ¢ aufgehen. 


Als SchluBresultat formulieren wir zusammenfassend: 

Satz 38. Es sei t ein Teiler von Q, t-t, = Q, (m, t,) = 1 und wie 
eben m = nr, dann gilt: 

1. Die Operatoren TT’, mit gleichem t sind untereinander und mit 
allen R,, vertauschbar. Sie sind erklart fiir alle Formen vom Teiler t. 

2. Die Schar der normierten Formen mit dem Charakter e(n) und dem 
Teiler t geht durch alle Tt, in sich iiber. 

3. Die Operatoren T’, = T'(m) fiir die Formen unter 2. erfiillen die 
Regel : 
(14) T*(m,)-T'(m,) = L T'e)e(d)d'-', 


d|m,, M2 


Hierbei ist der Wert des Charakters e(d) wie iiblich gleich 0 gesetzt, wenn d 
mit dem Modul Q nicht teilerfremd ist. 


4. Die Bedeutung von T., fiir eine Form unter 2. ist 


b l 
F (w,, »,)|T, = wns 2 e (a) F((¢ palh Pe, o,) 
b mod. d 
imod.r 


und nach Multiplikation mit w' fiir die inhomogenen Funktionen 


F(r)\ 7, = ti by (apr (2 teth + OGr) gn, 








rd 
a, 6,d,1 
wofiir wir endlich kiirzer unter Beachtung der Festsetzung bei 3. schreiben 
(15) F(t)|Tt, = m2 Po e(a) F (“24 °4) ge, 
peep 
d>o 


Denn al + btr durchlauft bei festem 7, d ein volles Restsystem mod.r d. 


§ 8. 
Der Matrizenring der A (a) und das Euler-Produkt fiir die Formen 
von festem Teiler und Charakter. 

Nunmehr 1aBt sich die im 1. Teil fiir die Stufe 1 entwickelte Theorie 
auch fiir die Stufe Q ohne Schwierigkeit iibertragen. Beim Beweise des 
Hauptsatzes werden die Formen vom festen Teiler ¢ getrennt von den 
iibrigen behandelt, und der folgende Beweis verliuft daher fiir den Fall 


+ ee 
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t = 1 auch nur unter Benutzung der 7,, aus § 5, ohne die §§ 6 und 7 
heranzuziehen. Die Kenntnis dieses Umstandes ist zur ersten Orien- 
tierung niitzlich. 


Das volle System linear unabhaingiger Modulformen der Art (—k, Q) 
denken wir uns in der Normalgestalt nach § 6 gegeben: jedes Individuum 
normiert und zu einem bestimmten Teiler gehérig. Es sei fiir eine 
Klasse ¢ und einen Charakter ¢(n): Fe(t)(o = 1, 2,...,%) das volle 
Formensystem und es seien 


Fe(t)= 5 at(N)2Q' 
x, S)=1 


die Potenzreihen. Der Summationsbuchstabe N durchliuft in diesem 
Paragraphen immer nur die zu g teilerfremden Zahlen > 0. Nach (15) 
: Q\ _ 

ist dann bei (m, ~) = ] 


Fe (z)| 1%, = m'—1_Y" ae(N d) e(a)d'~* 2a" 





N;d\|m 
= )'a (At) e(ay2g'-a* = D'oh (N) 2)! 
d|m, N x 
(16) 68 (NV) = 3” ae(™) e(ayat—1; (m, 2) = (w, 2) =1, m>1. 
dim, NX 


Andererseits wird die Schar der F¢(r) durch die Operatoren 7%, nach 
Satz 36 und 38 in sich iibergefiihrt; es gibt also eine von rt unabhingige 
Matrix A(m) des Grades x mit den Elementen A,,(m) (0,0 = 1, ..., %), 
so daB 


Fe| Ty, = & Ago (m) F’, 
also nach (16) 


dD # (AF) e@at-* = DB dgo(m)a"(N). 


d|m, N 


Hier ist wie im 1. Teil, § 3, 
(17) 2 4,q(m)a"(N) = JF A,_(N) a" (m) 
und mit N = 1 


IV 


a? (m) = ¥4,,(m)a°(1) m 
Aus (17) folgt wie friiher die Existenz von x konstanten Matrizen 
BY = (0,0) 
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mit 

(18) A(m) = Ya" (m)B’ m> 1. 
Diese Gleichung soll auch fiir m = 0 gelten und dient zur Definition der 
Matrix 4(0), falls m = 0 mit der Bedingung ( m, 2) = 1 vertriglich ist, 
d. h. nur fir t= @Q. Sonst sei 


A(0) = 0 fiir ¢ <Q und A(m) = 0, wenn (m, ©) > 1. 
Die ~* Funktionen 
feo (t) = Ayo (0) — E byq (m) 20" 
mel 
sind dann linear fquivalent mit den « Funktionen F¢(r). Die Kom- 


positionsregel der 7%, nach (14) geht in die entsprechende fiir die Ma- 
trizen A(m) iiber: 


(19) A(m,) -A(m,) = Py A(™53"2)-e(d)-a ~1 
a|m,, ms 


Die Matrix aus Dirichiet-Reihen (absolut konvergent fiir R (s) > k) 


®(s) = E A(m)(tm)- 


m=t1 
hat dann eine Eulersche Produktentwicklung. Hier sind aber die Prim- 
faktoren von Q fiir sich zu behandeln: 
Geht die Primzahl p nicht in Q auf, so ist nach I, §3, Satz 14 
Y,(s) = 2 A(p’)p-"* = (E — A(p)- p-* + e(p) p—*—**- BE). 


|© 


Ist dagegen q ein Primteiler von ¢, der nicht in — aufgeht, so ist 


A(g’**) = A(q’)-4(q) = A(qy*! r= 0, 1, 3,... 
und daher 


Wels) = 2 A(qq-** = (E— Ala) q-")*. 

Und damit schlieBlich 

(20) O(s)=t T(E—A@) a *y a (E—A(p)-p-*+e(p) pt—!~—**E) 1 
q yp), Q=1 

p, q durchlaufen die Primzahlen mit den angegebenen Bedingungen’). 


Fiir (20) kénnen wir offenbar auch das Produkt iiber alle Primzahlen p 
schreiben: 


(20a) ® (s) =tBe — Sep’ + or ey. 


2) A(qg) ist 0, wenn g in g aufgeht, und «(p) = 0, wenn p in Q aufgeht. 





a a 
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Damit ist der zu I, Satz 15 analoge Hauptsatz bewiesen: 

Satz 39. Das volle System von Modulformen der Art (— k, Q) vom 
Teiler t, die bei R,, denselben Faktor ¢(n) annehmen, sei Fe(r) (0 = 1, ..., *) 
Es gibt dazu x konstante Matrizen B' des Grades x, welche die Basis eines 
kommutativen Ringes vom Range x bilden, derart, daB die Dirichlet-Reihen 


gy (s) = JL at (m)(mt)-* 
mai 
zu 
Fe(t) = J at (m) 29° 
: m=]o 
die Matrix 


© () = E 9"(0) BY = EF A(m)(mi)-* 


mit der Eulerschen Produktentwicklung (20) zusammensetzen. 

Ebenso wie fiir die Stufe 1 im ersten Teil (Satz 17 und 19 in § 3) 
ergibt sich hier, daB die B’ die Symmetrie-Eigenschaft 6,,, = 6;, haben 
und da8 der Ring der Matrizen B’ maximal ist. 

Der Satz 39 gilt sinngemaB auch fiir jede Teilschar der Formen 


von festem Teiler ¢ und Charakter, welche durch alle Operatoren 7%, in 
sich tibergeht. 


§ 9. 


Die charakteristischen Wurzeln der Matrizen B(t). Unméiglichkeit 
anderer Euler-Produkte fiir Dirichlet-Reihen der Schar. 


Wir verstehen wieder unter einer Eigenfunktion des Operatorenringes 
der 7‘, eine normierte Form der Art (— k, Q) vom Teiler ¢, welche durch 
alle 7%, bis auf einen konstanten Faktor in sich iibergeht. Dabei ist nun 
folgendes zu beachten: Ist Q, ein Teiler von Q, aber < Q, so ist jede 
Form der Art (— k,Q,) auch von der Art (— k,Q), aber als Form der 
Stufe Q betrachtet, hat sie eine andere Dirichlet-Reihe und einen anderen 
Teiler, und wenn sie Eigenfunktion auf der Stufe Q, ist, ist sie im all- 
gemeinen nicht mehr Eigenfunktion auf der Stufe Q. Das sieht man etwa 
fiir Q, = 1: Eine Form erster Stufe hat auf der Stufe Q den Teiler Q, 
weil ihre Potenzreihe jetzt in zg und nicht mehr in z, anzusetzen ist. 
Bleibt sie durch den Operator Tg der ersten Stufe bis auf einen Faktor 
invariant, so folgt daraus nicht die Invarianz bei dem ganz anders de- 
finierten Operator T%, der dann auf der Stufe Q heranzuziehen ist. 

Fiir die Matrizen B(t) des vorigen Paragraphen lassen sich nun wieder 
durch geeignete Wahl der erzeugenden Funktionen Fe innerhalb ihrer 
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linearen Schar gewisse einfachere Normalformen erreichen. Vor allem er- ; 
gibt sich durch Reduktion auf Dreiecksgestalt: 

Satz 40. Die charakteristischen Wurzeln jeder Matrix B(t) aus §8 
gehéren der Schar der Fe selbst an. Jede dieser Wurzeln ist Eigen{funktion 
des Operatoren-Ringes. Ihre Dirichlet-Reihe hat eine Eulersche Produkt- 
entwicklung von der Gestalt (20), wo die 4(m) durch Matrizen ersten Grades | 
zu ersetzen sind. 

Um eine Umkehrung dieses Satzes zu beweisen, behandeln wir gleich 
die viel allgemeinere Frage, welche Art von Euler-Produkten iiberhaupt 
bei Dirichlet-Reihen zu Modulformen méglich ist. Es wird sich das be- 
merkenswerte Resultat ergeben, daB keine einzige dieser Dirichlet-Reihen 
eine wesentlich andere Art von Eulerscher Produkt-Entwicklung aufweisen 
kann als die charakteristischen Wurzeln der Matrizen ® (s). 

Dieses Ergebnis beruht auf folgendem allgemeinen Satz iiber Modul- 
formen: 

Satz 41. Wenn eine Modulform der Art (— k,Q) durch eine primitive 
Transformation L von der Ordnung n (> 1) wieder in eine Form der Stufe Q 
tibergeht, und (n,Q) = 1, so ist die Form F identisch Null. 


Dabei heiBt wie iiblich L = -s primitiv, wenn a,b, c,d ganze Zahlen 


ohne gemeinsamen Teiler sind, und ad — bc = » heibt die Ordnung. 

Zum Beweise bedenken wir, da8 man bekanntlich jede primitive Trans- 
formation der Ordnung m aus einer beliebigen von ihnen, z. B. S, = c ", 
in der Gestalt AS, B, wo A und B z fF (1), erzeugen kann; wir diirfen 
daher ohne Einschrinkung der Aligemeinheit gleich voraussetzen, daB L = S,,. 
Ist nun F|\S, wieder zur Stufe Q gehérig, so ist 


-1 _ p. pi(™ 2) _ 
F|S, U¢ = F\S,; F\S, 08S," = F; F\(} ) = atk. 


Die Potenzen dieser letzten Transformation sind nicht primitiv, deshalb 
wahlen wir 
_ (a, 5, = E shi ae 
A= (¢ a) aus [ (Q) mit 1 =a, =c, (mod. n), 
und mit 
a2 nQ Q 
V =4-(5 *) = () 9) (mod. n) 
ist dann auch 


F\V =n -F, 
wahrend alle Potenzen V' jetzt primitiv sind. Mit passendem B,C aus T (1) 
ist daher V' = BS*'C, und wenn endlich n' = 1 (mod. Q) genommen wird, 














Modulfunktionen und Dirichlet-Reihen mit Produktentwicklung. IT. 331 


ist V' kongruent der Identitét EH (mod.Q), also auch BC = E (mod. Q). 
Das bedeutet aber: F|B andert sich bei S;' nur um den Faktor n*! und 
muB8 also offenbar identisch verschwinden. 

Zwei Folgerungen heben wir besonders hervor: Es sei F(t) =  a(m)2Q 
eine Form der Art (—k,Q). Dann gilt . 

Hilfssatz 1. Wenn fiir eine feste Primzahl p, welche kein Teiler 
der Stufe Q ist, stets a (m) = 0, sobaid m nicht durch p teilbar ist, so 
ist die Form F identisch Null. 


Denn in diesem Falle ist F(x +2) = F(t) und da die Trans- 


formation (? °) primitiv ist, so ist Satz 42 anwendbar. 


Ein erwahnenswertes Gegenstiick ist 
Hilfssatz 2. Wenn fiir eine Primzahl p, die kein Teiler der Stufe Q 
ist, stets a (m) = 0, sobald m durch p teilbar, so ist die Form F iden- 
tisch Null. 
Denn nach Satz 32, § 5, ist 
F|T, = pF |R, (2) +p EPI 


I mod. p 


11Q 
0 of 
eine Form der Stufe Q. Hier ist aber die Summe tber / wegen der Vor- 
aussetzung identisch Null, und daher ist bereits F|R, (7 ) zur Stufe Q 
gehérig, muB also nach Satz 41 verschwinden. 

Um mit diesen Siatzen die oben gestellte Frage nach den méglichen 


Euler-Produkten iibersichtlich erledigen zu kénnen, fiihren wir folgende 
Bezeichnung ein: Wenn die Koeffizienten einer Dirichlet-Reihe 


(21) yp (s) = La(m) m-* 
fiir eine gewisse Primzahl p die Eigenschaft haben: 
(22) a(mp") = a(m)-c(p’), wenn (m,p) = 1, r= 0,1, 2,..., 
wobei c (p’) von m unabhangig ist, so sagen wir, ¢ (s) ist ein Euler-Produkt 
beziiglich der Primzahl py. Aus (22) folgt ja im Gebiete absoluter Kon- 
vergenz die Produkt-Darstellung 

y(s)}= 2 a(m) mw *- 2 (p") p-"*. 


(m, p)=1 
Der zweite Faktor rechts mag der p-Bestandteil heiBen. Es gilt dann 
der folgende wichtige Satz: 
Satz 42. Die Primzahl p gehe nicht in Q auf. Damit die Dirichlet- 
Reihe (21) einer Modulform F von der Art (— k,Q) ein Euler-Produkt be- 
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ztiglich der Primzahl p ist, ist notwendig und hinreichend, dap F (w, , w,) 

Eigenjunktion fiir die beiden Operatoren R, und T, ist, also 
F\R,=e-F, F\f,=a-F 

mit konstantem ©, x. Der p-Bestandteil ist dann notwendig 





(23) » ev) p-"* = —_*\___,. 


= E 
r=0 —ap eo?) 

Beweis: DaB die Bedingung hinreichend ist, ergibt sich sogleich auf 

dem friiheren Wege. Denn nach den Grundformeln (16) folgt aus (22) 

a(mp) = «-a(m), 

*s (m, p) = 1. ' 

a(mp’**)+ea(mp’ ')p'-'=a-a(mp’), r>1 4 
Volistindige Induktion nach r zeigt, daB eine Zerlegung 





a(mp’) = a(m)-c(p’) +r = 0,1, 2,..., (mp) = 1 
gilt. Nach Hilfssatz 1 ist a(m) nicht immer Null fiir (m, p) = 1, daher 
aus (22) 
c(p) = a, c(1) = 1, 
e(p)-¢(p") =e(p’t?) + &-pt-te(p'—'), r >], 
was mit (23) gleichbedeutend ist. 
Um die tiefer liegende Tatsache zu erkennen, daB die Bedingungen 
notwendig sind, bilde man zunichst die Form der Stufe Q 
. = 0 yy 1 1 
oy Fite roi(h Yap Y vi(h 2) 
worin G(w,,,) die Form G = F|R, der Stufe Q bedeutet. Die Potenz- 
reihe fiir die Summe iiber / in (24) ist 


, ¥’ +1Q .v m 
7? F(—— : )= Di aimpy eg. 


Wegen a( mp) = a(m)-c(p) ist also 
5D FEE) — ccm = D (eimp)— e(pacmpza 
eine Potenzreihe in zg, deren samtliche Exponenten durch p teilbar sind, 
ebenso wie bei G(pr). Mithin ist nach Hilfssatz 1 
F\T,—c(p)-F =0 
als Form der Stufe Q. F ist also Eigentunktion von T,. 
Weiter folgt aber aus 


p-2G(0)1(5 1) =0(0)-F)— FS FEL) — DS (e(phatm)—a(mp) 2%, 
1 m 





daB wegen a(mp*) = a(m)-c(p*) in der Reihe fir 
(25) p*~*G (pt) — (e(p)* — ¢(p*)) F (pt) 
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alle Exponenten sogar durch p* teilbar sind. Schreibt man hier . an 


Stelle von 7, so ist wieder nach Hilfssatz 1 die entstehende Reihe identisch 
Null und wegen der Bedeutung von G 

F\|R, =e-F 
mit 

— ¢(p)?—e(pr*) 


p-! 


und F ist also auch Eigenfunktion von R,, womit alles bewiesen ist. 

Ein analoger Satz gilt mit trivialen Abinderungen im Beweis auch, 
wenn man als Koeffizienten der Reihen nicht Zahlen a(m), sondern 
kommutative Matrizen zulaBt. 

Fiir Euler-Produkte beziiglich einer Primzahl g, welche in der Stufe 
aufgeht, besteht ein ebensolcher Satz nicht, wie sich aus den nachher 
vorkommenden Beispielen bei den Eisenstein-Reihen ergibt. Die g-Bestand- 
teile solcher Dirichlet-Reihen kénnen auch noch andere Gestalt haben als 
in den Matrizen ® (s). 

Jedoch ergibt sich als Umkehrung von Satz 40 

Satz 40a. Damit eine Modulform charakteristische Wurzel einer 
Matriz B(t) ist, ist notwendig und hinreichend, daB ihre Dirichlet-Reihe 
ein Euler-Produkt von der Form (20) ist, oder auch, dap sie Eigenfunktion 
des Operatoren-Ringes der R,, T', mit passend gewdhltem t ist. 


§ 10. 


Das System der Eisenstein-Reihen und der Spitzenformen. Beispiel fiir 
nicht-voll-reduzible Systeme. 


Wenn es vom Teiler ¢ und einem Charakter ¢(n) Formen gibt, die 
nicht in allen Spitzen verschwinden, so zerfillt wie bei der Stufe eins das 
System dieser Formen in zwei Teilscharen, die Spitzenformen und die 
Eisenstein-Reihen. Denn zunichst besteht das System aller Formen der 
gleichen Art (— k, Q) aus der Schar der Eisenstein-Reihen und den Spitzen- 
formen. Jede dieser Teilscharen geht ferner durch alle Substitutionen 
aus f (1) in sich iiber. Durch Anwendung von U und R, kann man 
daher aus beiden Systemen je die Schar der Formen vom Teiler ¢ und 


dem Charakter «¢ (n) isolieren. 
Bezeichnen wir nun mit E(t,¢,Q) bzw. S(i,e,Q) die lineare Schar 


der Eisenstein-Reihen und Spitzenformen der Stufe Q, vom Teiler ¢ und 
Charakter e(n), so folgt zunichst 

Satz 43. Jede der Scharen E(t. ¢,Q), S(t, €,Q) geht durch alle Opera- 
toren T', in sich iiber. 
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Beweis: Fiir jeden Operator L (Transformation héherer Ordnung), 
der als Summand in der Definition von T%, auftritt, gilt: 

Durch L geht jede Spitzenform wieder in eine Spitzenform (eventuell 
von héherer Stufe) iiber. 

Durch LZ geht jede Eisenstein-Reihe in ein lineares Aggregat von 
Eisenstein-Reihen (eventuell von héherer Stufe) iiber. Letzteres folgt un- 
mittelbar aus der Definition dieser Reihen, auch noch fiir k = 1, 2, wenn 
man hier die von mir vorgeschlagene modifizierte Definition mit Hilfe 
der, absolute Konvergenz erzeugenden Faktoren benutzt’*). 

Auch durch T%, geht daher jede Form aus S(t, e,Q) wieder in eine 
solche iiber, weil der Begriff Spitzenform unabhingig von dem Wert der 
Stufe ist. 

Aber auch jedes Individuum F aus E(t, e,Q) geht durch 7), wieder 
in ein solches iiber. Denn E| 7%, ist nach dem Vorangehenden eine lineare 
Kombination von Eisenstein-Reihen einer gewissen Stufe K, andererseits 
nach §8 zur Stufe Q gehérig, also gibt es nach §1, Satz 1 eine Kom- 
bination von Reihen der Stufe Q, etwa F (r,Q), derart, daB F| T.,, — F(rz,Q) 
eine Spitzenform ist. Diese aber ist, aufgefaBt als zur Stufe KQ gehérig, 
nach Satz 2 identisch Null. 

Satz 44. Die Dirichlet-Reihen zur Schar aller Eisenstein-Reihen der 
Stufe Q sind linear dquivalent mit den Reihen 


(26) (t, t,)-* ‘ L (s, um) r L (s or k + 1, 42): 
Hierin bedeuten ¢,, t, zwei positive Teiler von Q; z,, x, sind Rest- 


charaktere mod. g bzw. ¢, ferner 
1 3 





n(—1-m(—)=(-, Leg = D2. 
Fiir k = 2 darf auBerdem 
(27) nicht gleichzeitig 7, der Hauptcharakter mod. e und Q = 4, 


sein. 

Beweis: Die Potenzreihen, welche in der Schar der EFisenstein-Reihen 
der Stufe Q auftreten, lassen sich — abgesehen vom konstanten Gliede, das 
fiir den Ubergang zu Dirichlet-Reihen belanglos ist — nach I, Gleichung (4), 
§ 1 folgendermaBen beschreiben: Man bilde mit einem beliebigen Paar a,, a, 
von Restklassen mod. Q 

22% 
(28) 9 (a,,4,) = EN*—+ (sgn N)E* 23* = (—1' 9(—4,, —a,); (© =e ®). 


m= a, (mod. Q) 


8) E. Hecke, Theorie der Eisensteinschen Reihen, Abh. Mathem. Sem. Ham- 
burg 5 (1927). 











ore ea 


Modulfunktionen und Dirichlet-Reihen mit Produktentwicklung. II. 335 


Die genannten Potenzreihen sind dann beliebige lineare Verbindungen 
(29) 2 ole, , as) 9g (a, ? a) 


@,, @2 mod. 
mit konstanten c(a,,a,) mit der einzigen Bedingung: 
(30) fiir & = 2 muB sein: c(c,, a,) = c(—a,, —a,) und J c(a,, a,) = 0. 


a, 4% 
Nun ist die Schar (29) ohne diese Bedingung (30) offenbar linear Aqui- 
valent mit 
1 —a 
Ha) =g¢ 2, F*'9(%,0). (a,,1 mod. Q) 
Hier ist 


f(a,,2) — [a,, 2] +(— 1f*(— a; — q, 


(31) {a,,a,] = D2g'™ m}~* (m;=a, (mod. Q), m, > 0). 
Die Dirichlet-Reihen dazu sind 


(a,, 4) = D' —-— 5 (m =a (mod. Q), m, > 0). 


Sind jetzt ¢,,t, zwei positive Teiler von Q und y,, z7, Restcharaktere 
mod. % bzw. ¢. so folgt durch Summation nach 5, mod. 2 

1 2 ‘ 

ee 


D4, ,) x0 bs) (0, 1,836) + (— DF (— 8,4, — 8,4)) 


b; mod. 2 
& 


= eH? LY 4, (b,) Xo (by) (5, t,, 5 ty} 


by mod. uy 


o:(t, t,)~*- L(s,%,)-L(s = k+ 1, Xo)» 


wo 





Jad wad wat 7S Cl J 
Hieraus folgt die Richtigkeit von Satz 44 fiir k + 2. Fiir k = 2 ist (31) 
auf die g(a,,a,) umzurechnen und die Bedingung (30) anzusetzen. Man 
findet fiir y,, 7, die Bedingung 
ZX 4, (0,)-%_(0,) 022 = 0, 
b, mod. _ 
Imed. Q 
und das ist gleichwertig mit der in Satz 43 genannten Forderung (27). 
Die Reihen (26) sind nicht alle linear unabhingig. Die zugehérigen 
Modulformen sind jedenfalls nach Satz 41 des vorigen Paragraphen alle 
normiert, vom Charakter 
e(m) =. x, (n)- 45 (n) 
und sind Eigenfunktionen aller Operatoren 7',,. Denn die Dirichlet-Reihen 
sind Euler-Produkte beziiglich jeder Primzahl p, welche nicht in Q aufgeht. 











336 E. Hecke. 


Was den Teiler betrifft, so sieht man sofort, daB Formen vom Teiler 
¢ = 1 nur aus Linearkombinationen mit ¢,-(, = 1, d. h. t, = t, = 1 ent- 
stehen kénnen und alle Reihen mit ¢, = ¢, = 1 auch umgekehrt zum 
Teiler ¢ = 1 gehéren. Daraus folgt 

Satz 45. Die Matriz B(t) der Schar der Eisenstein-Reihen E (1, €, Q) 
mit t = 1 ist auf reine Diagonalform reduzierbar. 

Denn die Anzahl der linear unabhangigen Elemente in der Schar ist 
nach dem Obigen gleich der Anzahl der linear unabhangigen, d.h. ver- 
schiedenen, charakteristischen Wurzeln der Matrix B(r). 

Eine kleine Rechnung zeigt, daB fiir Q = Primzahl q oder Quadrat 
einer solchen auch die Scharen E(t, e,Q) mit ¢ = q oder t = q* eben- 
soviel verschiedene charakteristische Wurzeln in den Matrizen B(t) wie 
unabhiangige Elemente enthalten, da8 also auch hier B(rt) auf Diagonal- 
form transformierbar ist. 

Dagegen ist bereits fiir die Stufe Q = q° diese volle Reduzibilitat 
nicht mehr vorhanden: 

Satz 45a. Die Matrix B(t) zum System der Eisenstein-Reihen der 
Stufe Q = q° vom Teiler t = g = Q und dem Charakter e(n) ist nicht 
auf Diagonalgestalt transformierbar, falls q + 2. 

Zum Beweise geniigt es, eine bei allen 7), invariante Schar von 
zwei Erzeugenden anzugeben, die nur eine einzige Eigenfunktion des 
Operatorenringes enthalt. Wir bilden die Reihe (26) mit 


Q=0, 4=4=4 
Lirds Charaktere mod. q mit u(-—-)Dal(-—) =(- 1, 
p(s) = q-** L(s,z,)-L(s —k+ 1, x). 


Der q-Bestandteil dieser Reihe ist g~**. Die zugehdrige Modulform ist 
bis auf eine additive Konstante 
F(t) = const. + S a(n)z” 
(n, q) = 1 
und F fr) ist Eigenfunktion aller 7,, R,, vom Teiler ¢ = q* und dem 
Charakter ¢(n) = y,(n)-7,(n). Wegen 





P(r + =) = F(t) 
liefert der Operator , 
1 
re=q': D' (o ?) 


' mod. q 
die Form vom selben Teiler 


(32) F(yir?@=+ 5S F (+) = F (=) =A() 


i mod. q 








ae eee 
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und 
= i t+! = 
(38) H (x)|T? 2, FI xt) =0. 
Es sind also F, H Eigenfunktionen aller T,, R,; sie haben dabei die 
gleichen Multiplikatoren. Die Matrix A(q) fiir den Operator T? lautet 


fir F, H nach (32), (33) 
0 1 
4 (q) = (5 0) 


mit der einzigen Wurzel 0. Daher hat auch die Matrix B(r) zu der 
Schar (F,H) nur eine einzige charakteristische Wurzel, nimlich H (rt). 





§ 11. 


Weitere Reduktion der Matrizen mit Hilfe der irreduziblen 
Darstellungen von M (Q). 

Die Reduktion der Matrizen B(t) 1a6t sich nun im allgemeinen noch 
weiter treiben. Es zeigt sich, daB die A(n) fiir die verschiedenen ¢, ¢ 
sich auf die mit t = 1 zuriickfiihren lassen und da8 diese entsprechend 
den irreduziblen Darstellungen von I(Q) in Teilmatrizen zerfallen. Die 
Quelle dieser Siatze ist die Vertauschungsrelation Satz 32, § 5. 

Bedeutet zunichst F¢ (eo = 1,..., x) ein volles System von Formen 
der Art (— k,Q), so gibt es zu jedem n mit (n,Q) = 1 eine konstante 
Matrix des Grades x, A(n) = (A,,(n)), so daB 


Fe|T,, = ZL Ayo (n) F’. 
Andererseits geht aber auch durch jede Substitution L aus F (1) die Schar 
der Fe in sich iiber, daher ist mit konstanten c¢,, (L) 
Fe\L = = Cyo(L) F¢, 
wo die Matrizen 
C(L) = C({L)) = (2 (L)) 


offenbar eine Darstellung S = S(k, Q) der endlichen Modulargruppe M (Q) 
mod. Q bilden. Die Vertauschungsrelation 


(34) T,:L = [S,L8,"]-T, 
hat dann die Matrizengleichung 
(35) A(n)-C(L) = C([S, LS, "})- a(n) 


zur Folge. Wir haben in den friiheren Paragraphen eine Zerfillung der 
S = S(k,Q) und damit der Schar der F¢ vorgenommen, durch Ein- 
fiihrung von Teiler und Charakter, die sich ungefaihr mit der Zerfiallung 
der Darstellung S nach den irreduziblen Darstellungen der Untergruppe 
M, (Q) deckt. Fiir diese Bestandteile war dann die Definition der Ope- 


Mathematische Annalen. 114. 22 
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ratoren T{, mit (m,Q) > 1 méglich. Das exakte Zuriickgehen auf die 
irreduziblen Bestandteile von S ist deshalb eigentiimlich kompliziert, 
weil sich zeigt, daS im allgemeinen die Darstellung S von M(Q) mit 
der Darstellung C([S, LS;"]) nicht aquivalent ist. Und bei der hier zu 
konstatierenden Verkniipfung verschiedener irreduzibler Darstellungen tritt 
dann merkwiirdigerweise die Klassenzah| definiter binaérer quadratischer 
Formen aller Diskriminanten auf, welche Teiler der Stufe Q sind. 

Zur Diskussion dieser Beziehungen sei jetzt F; (i =1,...,/) ein 
System von f Formen der Art (— k, Q), das sich bei T (1) nach einer 
irreduziblen Darstellung D der Gruppe W(Q) vom Grade f/ umsetzt. 
Wenn dann fiir Z aus F (1) mit konstanten ¢,, (L) 


f 
F\L= Yo,(L)F,, C(L) = (¢;,(Z)), 
r=1 
so setzen sich fiir festes n die f Formen 
(36) G, = F,|T, (s = 1,...,f) 
bei der Substitution ZL aus F(1) wegen (34) nach den Matrizen 
(37) C ({S, L S;")) 


um. Diese bilden wiederum eine irreduzible Darstellung von M(Q), 
welche aus D durch den Automorphismus 

[L} + [S, LS;,"] 
hervorgeht. Sie sei mit &,D bezeichnet. Der Automorphismus é, hangt 
offenbar nur von n mod.Q ab, und die &, bilden ersichtlich eine end- 
liche Abelsche Gruppe. 

Es kommt nun weiterhin darauf an, wie viele unter den Darstellungen 
&,,D fiir die verschiedenen nicht aquivalent sind. Der Automorphismus 
ist ein innerer und D also mit &,D Aaquivalent, wenn m quadratischer 
Rest mod. Q ist, n = g* (mod.Q). Denn dann ist 


8, = Sp =(? 0) Be (mod. Q), 


[S, LS,"] = R, L R;' (mod. Q), 
wo nun R, zu F (1) gehdrt. Es gibt also unter den &,D héchstens so- 
viel nichtaquivalente, als es verschiedene Arten von quadratischen Nicht- 
resten mod.Q gibt. Nennen wir zwei Darstellungen D,, D, verwandt, 
wenn D, = &, D, mit irgendeinem n (,,verwandt“ ist offenbar symmetrisch 
und transitiv), so wollen wir zuerst den einfachsten Fall untersuchen: 
(38) I. Alle mit D verwandten Darstellungen seien aquivalent. 
Ein solches D heiSe von erster Art. 

Alsdann |a8t sich bekanntlich die Darstellung D zu einer irreduziblen 

Darstellung vom selben Grade / fiir diejenige Gruppe erweitern, welche 
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aus D durch Hinzunahme der Automorphismen &, entsteht. Das ist die 
7 mod. Q@ (wo ad —be eine be- 
liebige zu Q teilerfremde Zahl sein darf), innerhalb welcher %¢(Q) ein 
Normalteiler vom Index (Q) (= Eulerscher Funktion von Q) ist mit 
Abelscher Faktorgruppe. Wir brauchen diese Tatsache nicht in vollem 
Umfang und geben fiir den erforderlichen Teil gleich den Beweis: Wegen (38) 
gibt es zu m eine Matrix A, vom Grade /, so daB fiir alle Z aus F (1) 


(39) C ((S, LS,"]) = A,-C (L)- Aj". 
Wegen der Irreduzibilitit von D ist A, hierdurch eindeutig bis auf einen 
skalaren Zahlfaktor bestimmt. Diesen wihlen wir nun in bekannter Weise 
so, daB die A, eine mit den &, isomorphe Gruppe bilden mit 
A,, F A,, _ A,, "mg? 
A, = Af = E, = Einheitsmatrix vom Grade f. 


Die aus den Produkten der A, und C(L) bestehenden Matrizen bilden 
offenbar eine endliche Gruppe. In ihr ist die Untergruppe der C(L) 
mit ZL aus M,(Q) mit allen A, vertauschbar, weil fiir ihre Erzeugenden 
C(U), C(R,) gilt: 

(40) C(R,) mit A, vertauschbar, ((a,Q) = 1). 

(41) A,-C(U)"-A;' = C(U). 


Wir wollen nun eine bestimmte Normaljorm dieser Gruppe erreichen. Zu- 
naichst nehmen wir wie in §6 an, daB jede der Formen F, zu je einem 
bestimmten Teiler ¢; gehért. Das bedeutet, daB in der Schar der F,|U' 
fir festes i und 1 = 1,2,...,Q nur Eigenfunktionen von U auftreten, 


Y 


deren Multiplikatoren primitive ——te Kinheitswurzeln sind. Das ist sicher 
‘ 


dann der Fall, wenn die in D enthaltene Darstellung von M, (Q) bereits 
in ihre irreduziblen Bestandteile zerlegt ist. Wegen (40), (41) zerfallen 
dann die Matrizen A, ebenfalls in den Teilern entsprechende Teilmatrizen, 
und jede dieser (Abelschen) Teilmatrizen wollen wir sodann noch auf 
Diagonalform gebracht denken. Dann haben auch die Matrizen C(R,) 
schon Diagonalform, weil wegen der Irreduzibilitaét von D aus (39) folgt 


(42) C(R,) = Ans 7 (n)- 


Der skalare Faktor y(n) mu8 offenbar ein Restcharakter von n mod. Q sein. 

Eine Darstellung D hei®e nun im Falle I. normiert, wenn 

1. Die Darstellung von M, (Q) in D zerlegt ist in solche mit je einem 
Teiler; : 

2. Die Matrizen A, Diagonalform haben, A, = (y;(n) 6,,). 
22* 


Gruppe der ganzzahligen Matrizen (? 








340 E. Hecke. 


Damit ist dann bewiesen: 

Satz 46. Jede irreduzible Darstellung D von M(Q), welche mit allen 
verwandten Darstellungen dquivalent ist, ist mit einer normierten Darstellung 
dquivalent. 

Wir setzen weiterhin D als normiert voraus. Dann folgt endlich 
das erste Resultat: 

Satz 47: Die { Formen F,(i = 1, 2,..., f) mégen sich bei F (1) nach 
einer irreduziblen normierten Darstellung D von M(Q) der ersten Art um- 
setzen. Fiir jedes n erfahren dann die { Funktionen 

ui (n)-F,|T, ((=1,...f/) 
bei T (1) dieselben linearen Transjormationen wie die F;. 

Dabei bedeutet 7,(n) das i-te Diagonalelement in A;’. 

Denn nach dem Vorangehenden setzen sich die F,|7, nach den 
Matrizen A,-C(L)A;' um, das System A;'(F,|T7,, ..., F;|7,,) also eben- 
falls nach den Matrizen C(L) wie die F,. 

Endlich sei nun S = GS (k,Q) die endliche Gruppe linearer homo- 
gener Substitutionen, welche ein volles System unabhingiger Modulformen 
der Art (— k,Q) bei [ (1) erfahrt. Diese Darstellung von Di(Q) denken 
wir in ihre irreduziblen Bestandteile zerlegt. Die Darstellung D von der 
ersten Art aus Satz 47 sei in S genau x-mal enthalten. Es gibt daher 
genau x Systeme von Formen (Fj, ...,¥7) (9 = 1,...,%), deren jedes 
sich bei [F(1) nach derselben (normierten) Darstellung D umsetzt. 
Aus der Irreduzibilitét von D folgt dann der Hauptsatz der Reduktions- 
theorie: 

Satz 48. Zu jedem n gibt es eine konstante Matrix a(n) = (a, (n)) 
des Grades x, so daf fiir alle i = 1,2,..., f 


(43) Z:(n)- F2|T, = F ttyo (n) Fr bat... 2 


Hierbei ist wichtig, daB die Matrix a(n) von ¢ unabhingig ist. Man 
sieht, daB jedes der / Systeme (Fi?, ..., Fr) (i =1, ..., f) eine bei allen T,, 
invariante Schar vom Range x bildet. Jede Schar hat einen gewissen 
Teiler ¢,, und der Charakter ist nach (42) 

&,(n) = xi (m*)- x (m). 
Die Matrizen 7;(n)-«(n) fiir festes 1 setzen sich nach (43) isomorph mit 
den Operatoren 7, zusammen. Aus Satz 34, §5 folgt also 

Satz 49. 





a(n,)-a(n,) = = a ("L52) x (d)-d—, 


d\n,, Ne 


Bei denjenigen F,, welche den Teiler ¢ = 1 haben, ist nach § 8 nun 
die Heranziehung weiterer Operatoren nicht erforderlich, und da sie eine 
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bei den 7, invariante Teilschar bilden, so gilt die Theorie der in §8 
mit A(n) bezeichneten Matrizen fiir diese A(n) = y,(n) a(n). Es ist da- 
mit bewiesen: 

Satz 50. Die Schar der Modulformen vom Teiler 1 enthdlt mehrere, 
gegeniiber den T,, imvariante Teilscharen, welche den irreduziblen Dar- 
stellungen D der Modulargruppe M(Q) von erster Art entsprechen. Der Grad 
der einzelnen Teilschar und damit der Grad der nach § 8 zugehérigen 
Matriz B(t) ist gleich der Vielfachheit x, mit welcher D in der Dar- 
stellung S = S (k, Q) enthalten ist. 

Komplizierter liegen die Verhiltnisse bei den F, mit 4; > 1. Denn 
nach der Theorie aus §8 mu8S man wissen, wie sich diese F; bei den 
Operatoren Te verhalten. Im allgemeinen gehen aber hierbei die F, in 
Formen iiber, welche zu andern irreduziblen Darste!lungen von M(Q) ge- 
héren. Eine abgeschlossene Aussage dariiber scheint erst nach genauerer 
Kenntnis der einfachen Charaktere der Gruppe 9(Q) médglich zu sein. 
Fiir Primzahlstufe wird die Theorie in den niachsten Paragraphen voll- 
stindig erledigt werden. 

II. Sind unter den mit D verwandten Darstellungen genau r nicht- 
aquivalente, D,,..., D, (D heiBe dann von a-ter Art), welche aus D = D, 
durch die Automorphismen 

é,, D, = D, (t= 1,...,9) 
hervorgehen, so gelangen wir durch folgende Abianderung des Gedanken- 
ganges zu einem fhnlichen Resultat: Wir ziehen die Untergruppe & der- 
jenigen Automorphismen fy heran, welche D, in eine fquivalente Dar- 
stellung iiberfiihren. Zu jedem n gibt es dann genau eines der obigen m,, 


aia n = N-n, (mod. Q) (Ey c W). 
Die Darstellung D, setzen wir wieder als normiert voraus, d.h. 

1. Die in D, enthaltene Darstellung von WM, (Q) soll in solche von je 
einem Teiler zerlegt sein. 

2. Die Matrizen Ay mit y Cc UA, welche die Automorphismen éy 
von D, vermitteln, sollen eine mit UM isomorphe Gruppe von Diagonal- 
matrizen Ay = (%,(N) 6,,) sein. 

Aus den Matrizen C,(L) von D, definieren wir dann die Matrizen 
C,(L) aus D, durch 
(44) C,(L) = C, ([S,, LS;/)). 

Die D, sind also auch simtlich normiert. Und analog zu Satz 47 folgt 

Satz 47a. Die { Formen F, (i = 1, 2,...,f) mégen sich bei F (1) 
nach der irreduziblen normierten Darstellung D, von r-ter Art umsetzen. 
Fiir jedes n erfahren dann die { Funktionen 


%(N)F,| 7. ((=1,...f) 
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bei F (1) die linearen Transformationen C,(L) aus D,. Dabei bestimmen 
sich v, N aus: 
Ex = &y-bn,°G5) uw U; v = v(n,l). 

Seien ferner die Darstellungen D, in der Darstellung S = S(k,Q) 
genau mit den Vielfachheiten x, enthalten. Diese x, sind im allgemeinen 
voneinander verschieden. 

Durch T,, gehen nach Satz 47a die Formen von D, in die von D, 
iiber; und die vermittelnden linearen Substitutionen haben also im all- 
gemeinen rechteckige Matrizen. Man betrachte daher das volle System 
der F, mit festem i fiir simtliche mit D, verwandten Darstellungen D,, 
das aus 


x= %,+%+...+%, 


Elementen besteht. Es geht durch alle 7, in sich iiber, hat einen be- 
stimmten Teiler und den Charakter 


&,(n) = 7, (n*)- x(n), 
so daB fiir den Teiler ¢; = 1 die Theorie von §8 anwendbar ist. An 
Stelle von Satz 50 tritt dann 

Satz 50a. Jede der Matrizen B(t) mit t = 1 aus §8 zerfillt in 
Teilmatrizen, welche zugeordnet sind den Mengen miteinander verwandter 
irreduzibler Darstellungen von IR(Q). Der Grad jeder dieser Teilmatrizen 
ist gleich der Summe der Vielfachheiten, mit der diese verwandten Dar- 
stellungen in S(k, Q) enthalten sind. 

Die Abhangigkeit dieser Matrizen vom Index i besteht dann aber bei 
den Darstellungen héherer Art nicht nur in dem Auftreten eines skalaren 
Faktors z;(m). Die Untersuchung der hier vorliegenden GesetzmaBigkeiten 
bietet gerade ein besonderes Interesse und soll im folgenden fiir Prim- 
zahlstufe vollstandig durchgefiihrt werden. 


§ 12. 


Durehfiihrung der Theorie fiir Primzahlstufe q. 
Es sei jetzt die Stufe Q eine ungerade Primzahl g. Hier kennt man 
fiir die Gruppe @(q) alle irreduziblen Darstellungen G, vom Grade f. 
Ihre Charaktere sind von Frobenius berechnet worden. Tabellen fiir M (q) 
und §€(q) finden sich in den angegebenen Arbeiten*); ich stelle hier die 
nétigen Angaben zusammen: 


4) G. Frobenius, Berliner Akad. 1896, S.985. I. Schur, Crelles Journal f. d. 
r. u. angew. Math. 132, S. 128; E. Hecke, Abh. Math. Sem. Hamburg 6 (1928), 
8. 235; H. Feldmann, Abh. Math. Sem. Hamburg 8 (1931), S. 331. 
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Aus der Struktur der Gruppe M(q) folgt, indem man die Matrizen 


e ° mod. q mit ad —bc = 1 mod. q als Elemente von IR(q) wahlt, dab 


cd 
die einzelnen Klassen konjugierter Elemente in Mt(q) vollstindig durch 
ihre Spur a + d bestimmt sind, auSer wenn die Spur kongruent + 2 mod. q 
ist. Die verschiedenen Klassen mit diesen Spuren werden dann repriisen- 
tiert durch 

+U, +U' (» ein quadratischer Nichtrest mod. q) 
und noch durch + FE (E = Einheitsmatrix). 

AuBer inneren Automorphismen gibt es unter den §, wesentlich einen 
einzigen anderen, namlich fiir » = quadratischer Nichtrest mod. q. Dieser 
Automorphismus vertauscht die beiden Klassen U, U" und ebenso — U, 
— U*, wihrend alle anderen Klassen bei &, fest bleiben. Die Dar- 
stellungen der ersten Art von Wt(g) sind daher diejenigen, wo die 
Charaktere ¥(U), y(U") gleich sind, die anderen Darstellungen sind von 
zweiter Art. Es gibt irreduzible Darstellungen ©, nur von den Graden 

f=aa+ta—1, S*, 
und dazu noch die identische Darstellung. Aus den Tabellen ersieht man 


Satz 51. Die Darstellungen der Grade ie 4 1 (es gibt je zwei 


davon) sind von zweiter Art, alle iibrigen von erster Art. 
Zur Durchfiihrung der Theorie aus §11 miissen wir noch die 
charakteristischen Wurzeln der Matrizen C(U) und C(R,) in den einzelnen 





























G, kennen. Fiir die Spuren 7(U) und 7(R,) in den einzelnen irreduziblen 
Darstellungen ©, entnimmt man aus den Tabellen folgende Werte: Es sei 
—1 « = 
g eine Primitivzahl mod. 9, R = R, = é ’). fener @=(—1)? , 
Sat 272i 9 

o =e!~', a lauft mod.g—1, (=e". 

G, Ore 1 Orta 1 Or or 6). 1 os 
™ 2 Mi 2 2 
4(U) }0] 44+ 3V¥eq|} 4—4¥eq|—4+43V¥eq]) -—4—3¥eq] 1 —1 
x(U) oo] 4—3¥eq|4-+4Veq|—3—4¥eq]—43+4Veq] 1 | a 
x(R*) (—a | (if 0 0 g*+o | 0 





























Eine kleine Rechnung ergibt dann 


Satz 52. Die Matrix C(U) in der irreduziblen Darstellung G, hat 
folgende charakteristische Wurzeln : 


L fe 


q — 1: alle [ mit (l,q) = 1. 
2. f= q: alle C' mt 1=0,1...¢— 





1. 
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3. f =q+1: alle C' mit (l,q) = 1 als einfache Wurzel, tiberdies 1 
als Doppelwurzel. 

4, f= i: C! mit (i,q) = 1 und zwar fiir die eine dieser Dar- 
stellungen alle quadratischen Reste | mod. q, fiir die andere alle Nichtreste 
L mod. g. 

5. j= i. C mit (=) = +1 bzw. — 1 wie unter 4., dazu noch 1 
als einfache Wurzel. 

SchlieBlich ziehen wir noch die irreduziblen Darstellungen U, vom 
Grade r von M&,(g) heran. Aus der Relation 

RU” R,' =U 


folgt sofort, daB r nur die Werte 1 und hat haben kann. 


Denn hat die dem Element U zugeordnete Matrix in U, als charak- 
teristische Wurzel 1, so sei g eine bei U invariante Verbindung der 
Variabeln: g|\U = gy. Auch fiir jeden Restcharakter y(n) bleibt 
g(x) = X | R,-x(n) bei U invariant und ist Eigenfunktion bei R,. Nicht 





fiir alle y kann g(y) = 0 sein, weil sonst auch y = 0 wire; also ist ein 
9(%.) + 0 und erzeugt eine Darstellung ersten Grades von M,(q), daher 
ist r = 1, wenn UY, irreduzibel. 
Hat aber jene Matrix zu U in U, als charakteristische Wurzel ¢¢ + 1 
und ist 
p|U =%-9, 


so bilde man die 1 Verbindungen ¢| R, = f, (n = 1,2,.. f=). Da 
R_, mit allen Elementen in M,(q) vertauschbar ist, so ist fiir irreduzible 
U, die R_, entsprechende Matrix notwendig bis auf den Faktor +1 die 








Einheitsmatrix. Die — Verbindungen /, setzen sich daher bei allen L 
aus M,(q) untereinander um und sind unabhingig, weil sie bei U ver- 


schiedene Faktoren annehmen. Fiir irreduzible UM, ist daher r — % — 


Der Charakter 7(R,) in dieser Darstellung ist offenbar Null, wenn 
1+ +1 (mod. 9). 

Vergleicht man diese Ergebnisse mit den Tabellen fiir die Charaktere 
der G,, so erhalt man folgende Ubersicht: 

Satz 53. JIrreduzible Darstellungen U, von M,(g) sind in den G, 
folgendermafen verteilt: 

1. f =q—1: Jede G,_, enthilt zwei U,_,. 


2. f = q: G, enthalt die identische Darstellung von M,(q) und aufer- 
dem zwei U,_,. 
2 




















Modulfunktionen und Dirichlet-Reihen mit Produktentwicklung. II. 345 


3. f =q+1: Gor. enthdlt zwei verschiedene (konjugiert-kompleze) 
Darstellungen U, und zwei U,_,. Verschiedene G+, enthalten nie die- 
2 . 


selben U,. 
4. { = 45+: Beide G,, enthalten je eine U,_,, aber nicht dieselbe. 
2 2 


5. | = 44+: Beide 6,1 enthalten die von der Identitit verschiedene 
2 
reelle Darstellung U, und noch eine Uy—1, aber nicht dieselbe. 
2 


Damit la8t sich nun die im vorigen Paragraphen skizzierte Reduktions- 
theorie durchfiihren. Wir denken uns zunachst die Darstellung S = GS (k, q), 
welche von dem vollen Formensystem zur Dimension — ik geliefert wird, 
in die irreduziblen Bestandteile G, zerlegt: 


(45) S=e-€+26,+y, G6,+y, 6%, 
2 


pad a 
om , (2) i) ) 
+ w, Go, + w, G,-, + 2H Goss + 2% Ge-1- 
2 3 . 


Hierbei sind die verschiedenen ©, vom selben Grade durch obere Indizes 
unterschieden. € ist die identische Darstellung, die e, z, y, u, v, w sind 
die Multiplizitaten. Wir merken gleich an, da einige Darstellungen bei 
allen geraden k, andere bei allen ungeraden k fehlen, weil jede Form 
durch den Operator R_, sich mit (— 1) multipliziert. Unter anderem 
hat das zur Folge: 


I. k gerade: y, = y, = 0 fiir g = 3 (mod. 4), 
w,=w,=0 fir g=1 (mod. 4), 
II. k ungerade: e = 0, ce = 0, 
¥ = ¥ =O fiir g =1 (mod. 4), 
w,= w,=O0 fiir g = 3 (mod. 4). 


Die Aussagen iiber die verschiedenen G, der Fille 1 bis 5 formulieren 
wir nun der Reihe nach in den Sitzen: 

Satz 54. f=q—1. Jedes G, enthilt kein U,, also nur Funk- 
tionen vom Teiler 1. Fiir jedes in S vertretene G_, gibt es daher q —1 
Matrizen D,(s) = 0{ (s,¢,) (i = 1,...,¢—1) vom Grade v,, deren Ele- 
mente die Dirichlet-Reihen zu den Funktionen F ; aus 6, vom Charakter €,(n) 
sind, mit 


(46) (8) = I (E — 4, (p) p-* + &(p) p*—?-** E)-. 
Pp q 
Man erhilt die D, fiir die verschiedenen i aus einer von ihnen, indem man 


p-* durch x, (p)p-* ersetat, wobei x(n) ein beliebiger Restcharakter 
mod. g ist. 
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In der Tat ist ja nach Satz 36 in §6 mit DY a(m)z, vom Cha- 


rakter ¢(n) auch XY a (n) z, (m) 2, wieder eine Eigenfunktion von R, und 


gehért zur selben Darstellung 6,’ , wie jene, und man erhilt daher durch 
den Ubergang von A, (p), e;(p) zu A, (p) x, (p); & (Pp) x, (p?) auch eine 
Matrix ®. Andererseits hingen nach Satz 48, 49 alle Matrizen 9, 
fiir die verschiedenen i auch wirklich stets auf diese Art zusammen. Es 
kommt also ein Charakter ¢, (nm) entweder zweimal vor — wenn nimlich 
e(— 1) = (— 1)* — oder garnicht. 

Die beiden Matrizen ® (s), welche zu den Funktionen mit demselben 
Charakter ¢(n) gehéren, sind ersichtlich die beiden 


®(s)= [7 (E—A(p)o (p) p-*+-e (p) pt-*-** E)-'," 
p49 


wo o(n) einer der beiden reellen Charaktere mod. g ist (Hauptcharakter 
oder quadratischer Restcharakter). 

Satz 55. f=. (Also k gerade.) Fiir die Funktionen zu ©, vom 
Teiler 1 gilt die zu Satz 54 analoge Aussage tiber die Matrizen 9, 
(¢ = 1,2,...,¢g—1) vom Grade x. Dagegen bilden die Funktionen vom 
Teiler q aus G, (welche iibrigens ja alle den Charakter «(n) = 1 haben) 
erst zusammen mit denen aus € ein bei allen Operatoren T?, invariantes 
System vom Range e+ x2. Die zugehdrige Matrix D vom Grade e + x hat 
die Gestalt 

@ (s) = q~*(E— A(g)q-*)-?- ¥ (8), 
worin Y von dem Typus (46) (ohne q-Bestandteil) ist. 

Da8B die Funktionen vom Teiler qg und Charakter 1 (d. h. die In- 
varianten von [,(q)) ein bei allen Operatoren 7%, invariantes System 
bilden, folgt aus dem Satz 38. Aus Satz 53 erkennt man, daB solche 
Funktionen nur bei den Darstellungen ©, und € vorkommen kénnen. 

Die Matrix ¥(s) zerfallt ersichtlich wegen Satz 48 in zwei Matrizen: 
Y,(s) vom Grade e und ¥,(s) vom Grade z; ¥,(s) ist eine der (beiden) 
im ersten Teil von Satz 55 erwahnten Matrizen zu den Funktionen vom 
Charakter 1, aber Teiler 1 aus G,, wahrend ¥,(s) die fiir die Funktionen 
der Stufe 1 definierte Matrix ist, in welcher der q-Bestandteil fort- 
gelassen ist. 

Eine ausgezeichnete Stellung haben hierbei der Wert k = 2, wo be- 
kanntlich e = 0 ist, und, wenn man sich auf Spitzenformen beschrankt, 
auch die Werte k = 4, 6, 8, 10, wo ebenfalls e = 0 ist. 

Satz 56. {=q+1. Bei den Funktionen aus G),, liefern wieder 
die vom Teiler 1 eine analoge Reihe von q—1 Matrizen 9,(s) wie bei 
Satz 54, vom Grade u,. Weiter seien in der normierten Darstellung G'), , 
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aus Satz 47 F,(t) und F,,,(t) die beiden Funktionen vom Teiler q; sie 
haben nach Satz 53,3. verschiedene konjugiert-komplere Charaktere, etwa 
é,(n), &,(n). Dann sind in der Bezeichnung von Satz 48 (mit x = u) 
die beiden Scharen (Fi, ..., Ff’) (i = 9, +1) invariant bei allen Ope- 
ratoren Ti,, und zu jeder von ihnen gehért nach dem Hauptsatz 39 eine 
Matriz ©,(s) von der Gestalt 


, (s) = g~*(E—A, (9) q-*)-* ®,, (3), 
®, +1 (8) = g- *(E — An. (9) 9g~)~' ®,, (8). 
®,,(s) ist jedesmal eine der beiden zu Anfang erwihnten Matrizen zum 
Charakter ¢, bzw. é,. 

DaB jede der beiden Scharen auch bei dem Operator TJ in sich 
iibergeht, folgt aus dem Zusatz in Satz 53,3. Und dieser beruht auf der 
Kenntnis aller einfachen Charaktere der Gruppe I(q). Die Mehrdeutig- 
keit in der SchluBauseage von Satz 56 stellt wieder ein bemerkenswertes 
transzendentes Problem von der Art der Vorzeichenbestimmung der 
Gau8schen Summen. 

Hiermit sind alle Darstellungen erster Art von M(q) erledigt. 


Satz 67. f= oot Fiir die beiden Paare von verwandten Dar- 
stellungen ( ss G71), (Go. G71): die man im. allgemeinen in den 
2 2 


2 2 


Euler-Produkten nicht trennen kann, gellen die Aussagen von Satz 47a 
und 50a mit dem Zusatz, dap, wenn f = i-, nur Funktionen vom Teiler 1 


in Frage kommen, daB aber fiir f = ‘71 die zu den beiden Darstellungen 


gehirende Schar vom Teiler q durch den Operator Tj in sich tibergeht. 





§ 13. 


Zusammenhinge mit der Theorie der biniren Thetareihen 
und der imaginiir-quadratischen Kérper K ()— q). 
Charakteristische Eigenschaften der Zetafunktionen dieser Kérper. 


Bei den Darstellungen zweiter Art sind nun, wenn g= 3(mod 4), be- 
merkenswerte Zusammenhinge mit der Theorie der imaginir-quadratischen 
Zahikérper und den binaren Thetareihen vorhanden. Ich habe sie in 
einer friiheren Arbeit iiher Dirichlet-Reihen schon in den Grundziigen 
besprochen °*). 


5) E. Hecke, Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen durch ihre Funk- 
tionalgleichung. Mathem. Annalen 112 (1936), S. 694. 
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Die Bestimmung der Darstellung S(k, q), d.h. die Berechnung der 
Multiplizitéten x, y, u, ... in (45) ist fiir Primzahlen gq im wesentlichen 
geleistet, sobald k > 2*). (Fiir k = 1 treten besondere Schwierigkeiten 
auf, welche mit dem Riemann-Rochschen Satz zusammenhingen.) Das 
Ergebnis ist, daB in GS alle algebraisch-konjugierten irreduziblen Dar- 
stellungen dieselbe Vielfachheit haben, insbesondere auch die in Satz 57 
genannten Darstellungen, sobald g= 1(mod.4). Ist dagegen g = 3 (mod. 4), 


so haben die beiden verwandten Darstellungen 6)’, G)” (fj = sot fiir 
gerade k, und f = i fiir ungerade k) nicht die gleiche Vielfachheit, 


und der Charakter von © ist eine nichtreelle Zahl aus K (Vv — 9). DaB 
die konjugierten algebraischen Zahlen in bezug auf das, scheinbar durch 
rationale Angaben bestimmte algebraische Gebilde [(q) nicht gleich- 
berechtigt sind, hat seinen Grund darin, daB die einfachen Charaktere 
von W(qg) zwar fiir g=1(mod.4) alle reell sind, nicht aber fir 
q = 3 (mod. 4), wo gerade nur die Charaktere der beiden ©, nicht reell 
sind. Die positiv imaginaren Zahlen sind dann durch die Existenz der 
Modulfunktionen nur in der oberen Halbebene ausgezeichnet. 


Die Differenz der Multiplizitaten 
y, — y, fiir gerade k; w,—w, fiir ungerade k 


erweist sich nun*) bis auf den Faktor +1 als die Klassenzahl 
h =h(¥—q) des Kérpers K(¥—q) und zwar positiv, wenn die Be- 
zeichnung der Indizes 1, 2 so gewahlt wird, daB die charakteristischen 
Wurzeln der Matrix Gf” in den C(U) die Zahlen ¢* mit n = quadratischer 
Rest mod. q (und eventuell noch die Wurzel 1) sind. Es gibt also genau 
h Funktionen-Systeme zu den 6)” mehr als zu G7”. 

Andererseits kann man aus biniren Thetareihen, in deren Exponenten 
die biniren quadratischen Formen der Diskriminante — gq vorkommen, 
sich genau h Systeme von je { Modulformen zur Darstellung ©) bilden. 
Ihre Dirichlet-Reihen sind in der Theorie von K(¥— gq) bekannt als 
,,Zetafunktionen mit GréBencharakteren‘’ und besitzen eine Eulersche 
Produktentwicklung. Die Thetareihen sind daher charakteristische Wurzeln 
der Matrix B(rt), die nach Satz 50a zu diesen Darstellungen 67’ + 6)” 
gehért. Dadurch sind sie also endlich-vieldeutig bestimmt. 


6) E. Hecke, Uber das Verhalten der Integrale 1. Gattung ..., Abh. Math. 
Sem. Hamburg 8 (1931), 8.280. Hier ist die Rechnung fiir k = 2 durchgefihrt, 
vgl. auch H. Spies, Die Darstellung der inhomogenen Modulargruppe mod. gq"... 
Mathem. Annalen 111 (1935), S. 346. 
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Im einzelnen liegen die Verhaltnisse so: Die GréBencharaktere’) der 
Zahlen uw des Kérpers K (V—4) sind die Potenzen 
k—-1 
#1 (un) = (4) (k = 1, 2,...). 
(Die iibliche Bezeichnung ,,A(u)“ wird wohl keine Verwechslurg mit den 
Matrizen A(n) erzeugen). Fiir Ideale a werden in bestimmter Weise 
damit zusammenhangende GréBencharaktere mod. V—q erklart von der 
Form 
Ay. (a) . y (a), 
wo w(a) ein Klassencharakter mod. ¥—4q ist. Fiir Hauptideale a = () 
sind sie von der Gestalt 
AK—* (ua) - yp (us) 
mit einem Restcharakter p(u) mod.Y—g mit y(—1) = (—1)'-'. 
Wegen der Multiplikationseigenschaften der A(a) besteht fiir R(s) > 1 
die Gleichung 


(47) C(s,k—1, y) = 2X 4-1 (a): y (a) N (a)-* 
= IT (1 — Ay—_1(p) v (p) N (p)-*)-*.-. 


a durchliuft die ganzen Ideale +0, p die Primideale aus K (V—q). 
Fiir k = 1 und y=1 kommt die Dedekindsche Zetafunktion des Kérpers 
heraus, die anderen Funktionen sind ganze Funktionen. Die Funktional- 
gleichungen aller dieser Funktionen werden bekanntlich durch Zuriick- 
gehen auf die Potenzreihen bewiesen, die sich als Modulformen der 
Art (— k, q) herausstellen, Man bilde naimlich zunichst die Teilsummen 
der Reihe (47), die durch die Ideale a einer (absoluten) Idealklasse, re- 
prisentiert durch das Ideal 6, (J = 1, 2, ..., A), entstehen. So kommt 
man auf die Reihen 

(48) (8, Ara, y, by) = wr: 2 AE (i) p(w) N (ue)-* 


= 0 (mod. 5, 
—(048=2 
=N(byY FL pt y(u)N(u) init, 


“= 0 (mod. 5, ) 





Die Potenzreihen zu t(s TT Ari, Ys by) sind endlich die biniaren 
Thetareihen *) 
mit ¥w) 
(49) A(t, ye b)= FL pt ty(uye Ba, 
«u = 0 (mod. 5, ) 


7) E. Hecke, Uber eine neve Art von Zetafunktionen ... II. Mathem. 
Zeitschr. 6 (1920), S. 43. : 

*) E. Hecke, Zur Theorie der elliptischen Modultunktionen. Mathem. 
Annalen 97 (1926), § 3, S. 222. 
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B ist die Norm von b,. Diese Reihen fiir festes k,1 und variables yp (u) 
bilden ein System von f Modulformen von der Art (— k, q), welches sich 
nach der Darstellung 67 umsetzt. Das Verhalten bei dem Operator 


a 0) ergibt dann das System von Funktionalgleichungen fiir ¢ (s, 4). 


Die Kombinationen 
k—1 } 
t(s oie a Ac—1, y) 


mit festem k und variablem Bestandteil y sind linear aquivalent mit (48) 
b-1 
§ 8 betrachteten Art. Also sind sie nach Satz 42 charakteristische Wurzeln 
der betreffenden Matrizen ®(s). Damit ist bewiesen: 

Satz 58. Fir k > 2 sind zu der einen Darstellung G?’ h verschiedene 
Systeme von je f Eigenfunktionen des Operatorenringes der T,, bzw. der T%, 


vorhanden. Fiir k = 1 sind unter den Funktionen (49) dagegen nur att 
verschiedene Systeme vorhanden. 


Der letzte Teil folgt daraus, daB bei k = 1 eine jede Idealklasse im 
wesentlichen dieselben Funktionen wie die reziproke Klasse liefert. 


fiir s — und haben eine Eulersche Produktentwicklung von der in 


Nun werden nach dem allgemeinen Satz 47a die Funktionen von 6)” 


durch den Operator 7,, in Funktionen von G/? iibergefiihrt, fails n qua- 
dratischer Nichtrest mod.q ist. Der scheinbare Widerspruch mit der 
Eigenschaft ,,Eigenfunktion aller 7,‘ findet seine Erklarung durch 

Satz 59. Fiir jéde der in Satz 58 genannten Eigenfunktionen F gilt 


F|T, = 0, 


wenn n quadratischer. Nichtrest mod. q ‘ist. 

Es geniigt, den Satz fiir Primzahlen n = p zu beweisen. Da folgt 
er aber aus der Gestalt des p-Bestandteiles in dem Euler-Produkt fiir die 
Primideale zweiten Grades durch die Anwendung von Satz 42, § 9. 

Bei k = 1 sind, wie erwahnt, die fraglichen Anzahlen w,, w, noch 
nicht bestimmt worden. Immerhin l4Bt sich hier wenigstens fiir die 
Dedekindsche Zetafunktion eine charakteristische Eigenschaft angeben. Ihre 
Potenzreihe ist charakteristische Wurzel der Matrix B(t) zu den verwandten 
Darstellungen 6! + Gf. Ihr konstantes Glied ist von Null verschieden, 
weil die Dirichlet-Reihe bei s = 1 einen Pol hat. Also mu8 nach 
§ 10 diese Wurzel zu der Schar der Eisenstein-Reihen gehéren. Aus 
meiner allgemeinen Theorie der Eisenstein-Reihen®) folgt aber, da8 nur 


®) Vgl. die in *) zitierte Arbeit, S. 214. 





=~ 
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zur Darstellung G1, nicht aber zu Gi. solche Reihen gehéren. Und 
2 2 

zwar gibt es nur ein einziges System, das zu dieser Darstellung gehért. 

Also gibt es dafiir auch nur eine einzige Eigenfunktion vom Teiler g, und 

da die Eigenfunktionen vom Teiler 1 bei t = o offenbar verschwinden 

miissen, so folgt 


Satz 60. Die Zetafunktion von K(¥—q) ist die Dirichlet-Reihe der- 
jenigen eindeutig bestimmten Modulform von der Art (— k, q), welche charak- 


teristische Wurzel der Matrizen B(r) zu den Darstellungen 6, i+ OY, 


iy 2 

ist und bei t = oo nicht verschwindet. 
Beispiele und Anwendungen der allgemeinen Theorie auf die Theorie 
der quadratischen Formen von mehr als zwei Variabeln sollen in einer 


spiteren Arbeit behandelt werden. 
Hamburg, 20. Januar 1937. 


(Eingegangen am 20. 1. 1937.) 














Bemerkungen 
iiber die Galoissche Gruppe einer Gleichung. 
(Aus einem Briefe an Herrn B. L. van der Waerden.) 
Von 


Michael Bauer in Budapest. 





1. Herr van der Waerden') hat folgenden Satz bewiesen: Zerfiallt 

das Primideal p des algebraischen Zahlkérpers k im Oberkérper K (k) 
in r Primideale f, von den Graden /, und mit Exponenten e,, 
(1) p= Pi PY... Per, 
so zerfallen die Wurzeln 2,,2,,...,%, der definierenden Gleichung gegen- 
iiber der Zerlegungsgruppe 3 von $B (#P ist ein Primteiler der Primzahl p, 
$\p und p|p im Galoisschen Kérper von K(k)) in 1 Transitivitats- 
gebiete zu je e,/, Wurzeln, welche gegeniiber der Tragheitsgruppe T in 
je f, Transitivitatsgebiete zu je e, Wurzeln zerfallen. 

Wenden wir die Tatsache an (welche einen Teil des Wegnerschen’) 
Hilfssatzes bildet), daB aus 


(2) (e,, Pp) =1 (vy = 3 2, ee -»f) 


die Relation 8 = E fiir die Verzweigungsgruppe folgt, dann sehen wir, 
da8 im Falle (2) die Gruppe T zyklisch ist und ein Grundelement B be- 
sitzt, welches als Permutation der Wurzeln aus f/, Zyklen der Ordnung 
é,,---, f, Zyklen der Ordnung e, besteht. Die Ordnung von B ist das 
kleinste gemeinsame Vielfache {e,,¢,,...,¢,} der Zahlen e,. Der angefiihrte 
Satz ist zuerst von Wegner*) bewiesen worden, derselbe hat noch weiter- 
gehende Sitze gefunden’). 

2. Ich méchte nun darauf hinweisen, daB die Tatsache: aus 
(e,,p) = 1(» = 1,2,...,7) folgt @ = #, sehr naturgemé8 aus Herbrands 
Betrachtungen iiber zusammengesetzte Korper ableitbar ist. Es seien die 


1) Die Zerlegungs- und Tragheitsgruppe als Permutationsgruppen. Math. 
Annalen 111 (1935), S. 731—733. 

2) Zur Theorie der affektlosen Gleichungen. Math. Annalen 111 (1935). 8. 738 
—742. Vgl. noch die unter *) zitierte Arbeit von Vassiliou. Derselbe hat schon 
gefunden, daB im Falle 8 — E aus dem in ') zitierten Satze der Wegnersche 
Annalen-Satz folgt. 

3) Uber die Permutationen der Galoisschen Gruppe einer Gleichung. Deutsche 
Math. 1, S. 186—190. 
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Kérper K, (k), K,(k) und der zusammengesetzte Kérper K, K, (k) gegeben. 
Das Primideal $8 des Koérpers K,K,(k) teile die Primideale , bzw. $B, 
bzw. p der Kérper K,(k) bzw. K,(k) bzw. k. Es sollen die Zerlegungen 
(3) p= Pu..., p= Pe..., PL = P*..., p= Pee... 
gelten, wo 
(3*) a, = apm, (a*,p) = 1, a, = apm, (af, p) = 1, 

a=ap™, (a, p) =1 
ausfallen. Es ist dann‘) 

mn, =m. 


Es folgt also aus (a,,p) = (a,,p) = 1 die Relation (aa,,p) = 1. 
Eine unmittelbare Folge ist der Satz: Gelten in K,(k), bzw. K, (k) 
die Primidealzerlegungen 


p= BUBBA (4p) =1 = 1,2,..49), 

p= BAP... PI, (ek) = 1 (j =1,2,....8), 
dann gilt im zusammengesetzten Kérper K, K,(k) die Primidealzerlegung 
(5) p= F!... Bt; Cp) =) @ =—1,2,...,é). 
Aus diesem Satze folgt die im Punkte 1. angewandte Tatsache. 


(4) 


3. Herr van der Waerden hat von seinem Satze°), der schon inte- 
ressante Anwendungen erfahren hat, seinerseits eine Anwendung auf ganz- 
zahlige Gleichungen gegeben, deren Diskriminanten genau durch die erste 
Potenz einer Primzahl p teilbar sind. Herr I. Schur hat den folgenden Satz*) 
bewiesen, von welchem er a. a. O. wichtige Anwendungen gemacht hat: 
Es sei K ein algebraischer Zahlkérper n-ten Grades mit der Diskrimi- 
nante D. Geht die Primzahl p in D mindestens in der n-ten Potenz auf, 
so mu8 die Ordnungg der Galoisschen Gruppe des Kérpers durch p 
teilbar sein. 


*) Jacques Herbrand, Théorie arithméthique des corps de nombres de degré 
infini, Math. Annalen 106 (1932), S.473—501, Formel (3), 8.489. Der kurze Be- 
weis ist unabhangig lesbar. A.a. QO. ist ein sehr allgemeiner Satz angegeben, der 
jedoch nicht in vollem Umfange richtig ist. Vgl. Mikao Moriya, Uber einen Satz 
von Herbrand, Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial University 4 
(1936), S.182—194. Ich méchte bemerken, daB in der FuBnote) S. 192, die Worte 
»und e, = 1 = e,“ zu streichen sind. 

5) Man kann den Beweis von van der Waerden so modifizieren, daB dabei die 
Dedekindsche Regel noch mehr benutzt wird. 

6) Gleichungen ohne Affekt. Sitzungsberichte der PreuBischen Akademie der 
Wissenschaften 1930. Wir erwahnen noch die Arbeit Vassiliou, Uber affektlose 
Gleichungen, Journal fiir Math. 176, S.45—48, Satz 1. 

Mathematische Annalen. 114. 23 
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Wir geben einen vereinfachten Beweis an. Es sei p im Korper K 
in Primideale zerlegt: 

Pp = pt... pe. 
Sind alle e, relativ prim gegen p, dann ist D genau durch 
ga-On+G—v fat... +(€y—3)fp — pr—i tht «es tfp) 
teilbar, was der Priimisse widerspricht. Also ist z. B. e, teilbar durch p. 
Da im Galoisschen Kérper 
p, = (PB...) ausfallt, ist p = (P...)*, 


wo e teilbar durch p ist, da nur p, teilt; erst recht ist dann g teilbar 
durch p. 


(Eingegangen am 26. 1. 1937.) 











Die Gruppe der zentralen Automorphismen einer Gruppe 
mit Hauptreihe. 
Von 
Hans Fitting in Kénigsberg (Pr.). 





Einleitung. 


Herr Shoda hat die Automorphismengruppe g einer gewdéhnlichen, 
endlichen, abelschen Gruppe a nach einer Methode untersucht, bei der die 
Eigenschaften von g aus denen des zu a gehérigen Automorphismenringes 0 
gewonnen werden, und zwar auf Grund des Zusammenhanges, der durch 
,,Strahlbildung‘ zwischen den Unterringen von 0 und gewissen Unter- 
gruppen von g hergestellt wird'). Die Shodasche Methode baut darauf 
auf, daB g die Einheitengruppe von o ist, und kann in gleicher Weise 
zum Studium der Einheitengruppe eines beliebigen Ringes benutzt werden *). 
In F, *) hat der Verfasser gezeigt, daB bei beliebigen Gruppen ein Analogon 
zum Automorphismenring abelscher Gruppen: der ,,Automorphismen- 
bereich“ definiert werden kann, der in allen wesentlichen Punkten dieselben 
Eigenschaften besitzt wie der Automorphismenring im abelschen Spezial- 
fall. Es liegt daher nahe, die Shodaschen Uberlegungen auf den Auto- 
morphismenbereich einer beliebigen Gruppe © und seine Kinheitengruppe: 
die Gruppe Z der eigentlichen, zentralen Automorphismen von © zu iiber- 
tragen. Dies soll im folgenden im einzelnen durchgefiihrt werden, und 
zwar unter der speziellen Voraussetzung, da8 in © eine Hauptreihe existiert, 
d. h. die Doppelkettenbedingung fiir die Normalteiler gilt. Es wird sich 
dabei herausstellen, daB die von Herrn Shoda gefundenen Resultate im 
groBen und ganzen auch fiir die Gruppe Z gelten, die — grob gesprochen — 
dieselbe Struktur besitzt, wie die volle Automorphismengruppe im abelschen 
Spezialfall: Sie enthalt einen nach aufsteigenden Zentren auflésbaren 
Normalteiler Z,, dessen Restklassengruppe Z/Z, in das direkte Produkt 


1) K. Shoda, Uber die Automorphismengrupre einer endlichen abelschen Gruppe, 
Math. Annalen 100 (1928), S. 674—686. 

2) K. Shoda, Uber die Einheitengruppe eines endlichen Ringes, Math. Annalen 102 
(1930), S. 273—282. 

8) Mit F, wird die Arbeit: H. Fitting, Die Theorie des Automorphismenringes 
abelscher Gruppen und ihr Analogon bei nicht-kommutativen Gruppen, Math. 
Annalen 107 (1933), S.514—542, mit F, die Arbeit: H. Fitting, Uber den Auto- 
morphismenbereich einer Gruppe, Math. Annalen 114 S. 84-- 98, zitiert. 
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endlich vieler Gruppen zerfallt, von denen jede mit einer gewissen , allge- 
meinen, linearen Gruppe mit Koeffizienten aus einem Schiefkérper® (d. h. 
mit der Einheitengruppe eines vollstindigen Matrizenringes iiber einem 
i. a. nichtkommutativen Kérper) isomorph ist. 

Obwohl die eigentlichen, zentralen Automorphismen nur etwas sehr 
Spezielles sind, kann man bei sehr vielen (insbesondere bei allen auflés- 
baren) endlichen Gruppen ohne Operatoren aus den Ergebnissen iiber die 
Struktur von Z bereits recht weitgehende Einblicke in die Struktur der 
vollen Automorphismengruppe G gewinnen. Voraussetzung dabei ist, daB 
die Gruppe ©, deren Automorphismen man betrachtet, eine Untergruppe ® 
enthalt, welche 1. charakteristisch ist, 2. alle Elemente von © umfaBt, 
die mit jedem Element aus ® vertauschbar sind, 3. nach aufsteigenden 
Zentren auflésbar ist (d.h. in das direkte Produkt ihrer Sylowgruppen 
zerfallt), so daB die Reihe N, = 1, N,, N,, ..., bei der N,/M,_, das 
Zentrum von N/R; _, ist, mit N abbricht; die Voraussetzung der Existenz 
einer solchen Untergruppe ist bei allen auflésbaren, dariiber hinaus aber 
noch bei vielen anderen Gruppen endlicher Ordnung erfiillt. Bezeichnet 
man mit N, die Menge aller (eigentlichen!) Automorphismen 0, von 6, 
bei denen das Bild BO, eines Elements B aus ® sich von seinem 
Original B um ein Element aus ®, unterscheidet: (B-'- BO, ¢ N, fiir 
Be), so erhalt man eine aufsteigende Reihe N, CN, CN, C... von 
Normalteilern der vollen Automorphismengruppe G von G, die mit @ ab- 
schlieBt und auBerdem die folgende Eigenschaft hat: N, ist eine abelsche 
Gruppe bekannter Steuktur, deren Ordnung nur durch solche Primzahlen 
teilbar ist, die schon in der Ordnung von ®, aufgehen (siehe oben) und 
N,/N,—, eine gewisse Gruppe (eigentlicher) zentraler Automorphismen 
von R/N,_,. Diese Resultate, auf die ich erst in einer spiteren Arbeit 
niher eingehen will, lassen erkennen, daB die ,,zentralen Automorphismen* 
trotz ihres sehr speziellen Charakters fiir die Theorie der Automorphismen- 
gruppe einer Gruppe von Bedeutung sind. 


§ 1. 
Die Grundlagen. 

In dieser Arbeit bedeutet G zunichst eine (kommutative oder nicht- 
kommutative) Gruppe (mit oder ohne Operatoren), in welcher die Existenz 
einer Hauptreihe, d.h. die Giiltigkeit der sogenannten Doppelketten- 
bedingung fiir die Normalteiler vorausgesetzt wird, welche besagt, dab 
in jeder auf- und in jeder absteigenden Reihe 


§,529,¢9... baw. §, 29,2... 
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von Normalteilern §, bzw. §; der Gruppe © von einem gewissen end- 
lichen Index n bzw. n’ an nur noch das Gleichheitszeichen gilt. 

Unter einem ,,Endomorphismus“*) der Gruppe © soll in dieser Arbeit 
stets eine operatorhomomorphe (eindeutige, relations- und operatortreue) 
Abbildung dieser Gruppe auf eine ihrer Untergruppen verstanden werden. 

Zu mehreren Endomorphismen @9,,...,0, von © kann [im Sinne 
von F, und F, (vgl. FuBnote *))] immer ein ,,Produkt“ als der aus 
O,, ..., O, ,,zusammengesetzte“ Endomorphismus 


O,-0,+...+O, = (A+ ((AO,) 0,)0, ...), 


manchmal auch eine ,,Summe 0,+ ...+ 0,‘ definiert werden; das 
letztere ist der Fall, wenn die Bildgruppen © 9,,..., GO, zu je zweien 
elementweise miteinander vertauschbar sind; unter dieser Voraussetzung 
soll 9,,..., @, ein System ,,addierbarer“’ Endomorphismen genannt und 
unter O, +...+90, der Endomorphismus 


0, +0,+...+ 6, = |4>AO,-AO,-...- AO, 


verstanden werden. Bei multiplikativer und additiver Verkniipfung bilden 
die Endomorphismen ven © einen ,,Bereich‘‘*), d.h. einen Ring mit be- 
schrankter Addier- und Subtrahierbarkeit. 


Von besonderer Bedeutung sind die ,,normalen“ Endomorphismen von 
©, welche dadurch ausgezeichnet sind, da8 sie mit allen ,,Transformationen‘* 
(inneren Automorphismen) T(B) = {A > B-'-A-B} vertauschbar sind, 
also der Gleichung (B-!-A-B)@ = B-'.AO-B geniigen, wo A und B 
beliebige Elemente aus © bedeuten. Sie kénnen offenbar auch als die- 
jenigen Endomorphismen von © charakterisiert werden, die auch nach 
Hinzunahme der Transformationen T(B) zum Operatorensystem von © 
noch operatortreu bleiben. Hieraus folgt sofort, daB die normalen Endo- 
morphismen ebenfalls einen Bereich bilden, den ich den ,,Endomorphismen- 
bereich“ von © nennen und mit & bezeichnen will. Von den in F, und 
F, (vgl. FuBnote *)) gewonnenen Resultaten iiber den Bereich MU werde 
ich in der vorliegenden Arbeit vor allem die folgenden Tatsachen benutzen: 


I. Zu jeder direkten Produktzerlegung von © 
6 = w, Mi s20-k An 


*) Einem von Herrn van der Waerden gemachten Vorschlag folgend, méchte 
ich das, was ich in friiheren Arbeiten, z. B. auch in F, und F, Automorphismus 
genannt habe, von jetzt ab ,,Endomorphismus“ nennen, um dem Wort ,,Auto- 
morphismus‘“ wieder seine urspriingliche, spezielle Bedeutung zuriickzugeben, in der 
es von den meisten Gruppentheoretikern gebraucht wird. 

°) Betreffs der Definition des Begriffes ,,Bereich‘« vergleiche man die Ein- 
leitung von F, [siehe FuBnote *)). 
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gehért ein System addierbarer Elemente H,,..., 1H, aus U, die der ,,Voll- 
stdindigkeitsrelation“ 

P, = H,+...+H, °) 
und den ,,Orthogonalititsrelationen“ 


P, fir w+») 

H, H, = H, fr pee 

geniigen, die also ein ,,vollstandiges Orthogonalsystem bilden. H,, ist 
dabei die Abbildung H, = {A ~A,}, die entsteht, wenn jedem Element A 
aus © seine %,-Komponente A, zugeordnet wird. — Umgekehrt gehért 
zu jedem System addierbarer Elemente H’,,..., Hy von U, die ein voll- 
stiindiges Orthogonalsystem bilden, d. h. den Relationen H’, + ...+ Hy = P,, 
H;, H, = ' vs z nih geniigen, eine direkte Produktzerlegung 

G = F, x... X 

von ©, die man erhéilt, wenn %; = GH; gesetzt wird (vgl. F,, § 12 oder 
die besonders ausfiihrliche Darstellung in der Arbeit: H. Fitting, Uber die 
Existenz gemeinsamer Verfeinerungen bei direkten Produktzerlegungen einer 
Gruppe, Math. Zeitschr. 41, 8. 386—395, § 2, Hilfssatz 1). 

II. Die Menge & aller Elemente des Bereichs U, die zu jedem 
Element von % addierbar sind, ist Unterring und zugleich zweiseitiges Ideal’) 
von U. Sie besteht aus allen Endomorphismen von ©, welche die Gruppe G 
auf eine Untergruppe thres Zentrumis (d. h. ,,ins Zentrum‘) abbilden. S ist 
sogar der maximale Unterring von U, welcher alle Unterringe von U umfakt 
(vgl. F,, §§ 1, 2). In Ubereinstimmung mit F,, § 10 will ich & den 
, Kern des Bereichs UY nennen. 

III. Der Bereich U enthalt ein Ideal &, welches einerseits alle nil- 
potenten®) Ideale von U umfaBt, andererseits selber nilpotent ist. Dieses 
Ideal € (das ,,Radikal von U) ist Teilmenge, also auch ein Unterring 
des Kernes & und zugleich das mazximale nilpotente Ideal (Radikal) von & 


6) Mit P, wird in der ganzen Arbeit der identische Automorphismus {A -—> A} 
(bei dem jedes A € © sich selber entspricht) und mit P, der ,,Nullendomorphismus“ 
{A— EE) (durch den jedes A aus © aufs Einheitselement Z abgebildet wird) be- 
zeichnet. 

7) ,,2Ideal** heiBt jedes Teilsystem eines Bereichs, das mit einem Element a 
und einem zu a addierbaren Element b bzw. einem von a subtrahierbaren Element c 
stets auch die Summe a -+-b und die Differenz a —c und auBerdem alle Produkte ra 
bzw. ar enthalt, wenn r alle Elemente des Bereichs durchliuft. Genau wie in 
Ringen werden die Ideale eines Bereichs in links-, rechts- und zweiseitige ein- 
geteilt. 

8) Eine beliebige Teilmenge eines Bereichs heiBt ,,nilpotent*, wenn fir ein 
hinreichend groBes s jedes Produkt aus s Elementen der betreffenden Menge ver- 
schwindet. 
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(F,, § 4). Von einer Darstellung der Gruppe © als direktes Produkt direkt 
unzerlegbarer Faktoren U,,..., U, ausgehend, lassen sich die Elemente r 
von © unter Benutzung des vollstiindigen Orthogonalsystems (H,, ..., H,), das 
im Sinne des Satzes 1 zu der Zerlegung 

(a) G6 =U, xu,x...x U, (U,; direkt-unzerlegbar) 


gehért, wie folgt charakterisieren: I" ist stets dann und nur dann Element 
von ©, wenn die Zuordnung 


Ju. = {A,> A, HI H,} 


bei der A, alle Elemente aus U, durchlauft, fiir u=1,...,1, » =1,...,1 
niemals eine operatorisomorphe (d.h. umkehrbar eindeutige, relations- 
und operatortreue) Abbildung von U, auf ganz U, ist, wenn also J,, fiir 
w=1,...,l, »=1,...,1 stets ein ,,wneigentlicher“ {U,, > U,}-Isomorphismus 
ist®) (F,, § 16, Satz 11). 

IV. Das Radikal © ist im Bereich U und daher auch im Kern & 
zweiseitiges Ideal. Der Restklassenring R/€ ist vollstdndig reduzibel, d. h. 
direkte Summe endlich vieler einfacher Linksideale. Ist t die Anzahl 
der (maximalen) Klassen untereinander isomorpher Gruppen, in welche die 
abelschen Faktoren der Zerlegung (x) zerfallen, U,,,..., U,, ein vollstdndiges 
Reprasentantensystem fiir diese Klassen (so daB jedes abelsche U; mit genau 
einem U,, isomorph ist) und ist schlieBlich g, die Anzahl der U;, die in 
der durch U,, reprisentierten Klasse vorkommen (d.h. die Anzahl der mit 
U,, isomorphen U;), so ist R/C direkte Summe aus genau t einfachen Ringen 
R,,-.-, Ry, von denen R, mit dem Ring aller g,-reihigen, quadratischen 
Matrizen mit Koeffizienten aus dem Restklassenring U,/C, isomorph ist, wo 
UY, den ,,Endomorphismenring“ von U,, und ©, das Radikal dieses Ringes 
bedeutet (F,, §5). Nach F,, §14, Satz 8 ist U,/C, ein Schiefkérper. 

Zur Vereinfachung der Darstellung beweise ich gleich an dieser Stelle 
den in dieser Arbeit haufig zur Anwendung kommenden 

Hilfssatz 1: Es sei 


(B) 6 = Bo x 8, 
diejenige direkte Produktzerlegung von ©, die aus einer Darstellung 
(a) G6 = uU,x ux... x Uy, 


von © als direktes Produkt direkt-unzerlegbarer Faktoren U, entsteht, 
wenn in der letzteren alle abelschen U, zu einem Faktor §,, alle nicht- 
abelschen U, zu einem Faktor §, zusammengefaBt werden. Zu (8) mége 
im Sinne des Satzes I das vollstindige Orthogonalsystem (H,, H,) gehéren. 


®) Der Begriff ,,uneigentlicher Isomorphismus* ist im Sinne von F,, § 2 zu 
verstehen. 














360 H. Fitting. 


Gilt fiir ein Element K des Ringes R H,KH, = P,, so ist K im Radikal © 
von & enthalten. 

Beweis: (Hf, Hf,..., H?) sei das im Sinne von Satz I zu (a) ge- 
hérige vollstandige Orthogonalsystem und J,, die durch die Zuordnungs- 
vorschrift J,, = {4 Ht + (A Hi) Hi KH?) definierte operatorhomomorphe 
Abbildung von U, auf eine Untergruppe von U.. 

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf angenommen werden, da8 
gerade die k ersten U,, d. h. U,, U,,..., U, nicht kommutativ, die (J — k) 
letzten U,.,, Upsso,.--, U, dagegen kommutativ seien. Es ist dann 
H?.,+ ...+H? = H, und darum 
(1) P, = Hi P,H? = HIH,KH,H? = HiKH? fir pok, »>k. 

Im Falle « > k, » >k ist wegen (1) J,, sicherlich keine operator- 
isomorphe Abbildung von U, auf ganz U,, weil bei J,, das Bild von U, 
nur aus dem Einheitselement besteht. Im Falle »<k ist J,, ebenfalls 
keine operatorisomorphe Abbildung von U, auf ganz U,, weil U, durch 
J,, offensichtlich auf eine Untergruppe des Zentrums, also auf eine echte 
Untergruppe von U, abgebildet wird. SchlieBlich kann aber auch im 
Falle « < k, » >k keine operatorisomerphe Abbildung von U,, auf ganz 
U, sein, da sonst das abelsche U, mit dem nichtabelschen U, isomorph 
sein miiBte, was nicht méglich ist. Nach Satz III ist daher K in der 
Tat ein Element von €. 


§ 2. 
Die Gruppe der zentralen Automorphismen von 6. 

Ein Endomorphismus der Gruppe © heiBt ,,Automorphismus‘. wenn 
er © umkehrbar eindeutig auf ganz © abbildet (vgl. FuBnote ‘)). 

In dieser Arbeit soll die Betrachtung auf die ,,normalen“, d.h. auf 
die mit allen Transformationen T(B) = {A + B-'.A- B) vertauschbaren 
(der Nebenbedingung (B-'- A-B)O = B-'-A@O-B geniigenden) Auto- 
morphismen beschrankt bleiben. Fiir diese gilt zunichst 

Satz 1: Ein Automorphismus O von © ist stets dann und nur dann 
normal, wenn er ,,zentral* ist, d.h., wenn A-'-A@ fiir alle ACG im 
Zentrum von © enthalten ist. 

Beweis: 1. Ist O zentral, so ist B-'- BO mit jedem Element von 
©, insbesondere auch mit AO vertauschbar. Es ist also 


A@O.B-'.BO = B-'.BO-AO 
— —— ee 
und folglich 
B-A@-B-'=(BO)-AO-(BO)—' = BO-AO-B-'0 = (B-A-B-)0. 
2. Ist O normal, so gilt 


(BO)-A0-(BO)—' = BO-AO- B16 = (B-A-B-)0 = B-AO- B-, 
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also auch 


B-!.BO0-AO = AO. B-'- BO, 


women? 
woraus folgt, daB B-'- BO mit allen Elementen von © vertauschbar ist, 
da © ein Antomorphismus von © sein sollte und daher AO mit A alle 
Elemente von © durchlauft. 

Satz 2: Jeder normale (zentrale) Automorphismus @ von © ist als 
Summe von der Gestalt K+-P, darstellbar, wo K einen zum Kern & von & 
gehérigen Endomorphismus bedeutet. 

Beweis: Nach Satz 1 ist A—'- AO mit allen Elementen von © ver- 
tauschbar. Folglich ist die Zuordnung K = {A + A~!-A@O} wegen 


A-1.4@-B-1. BO = B-!. A-1-A @-BO = (A-B)-1-(A- B)O 


<amenjaman? neat 
ein Endomorphismus, der die Gruppe © auf eine Untergruppe ihres Zen- 
trums abbildet und daher zu & gehdért. SchlieBlich ist K offensichtlich 
zum identischen Automorphismus P, addierbar und die Summe K+ P, 
gleich 9. 

Bei multiplikativer Verkniipfung bilden die zentralen (normalen) Auto- 
morphismen von © eine Gruppe Z. Ste ist mit der Einheitengruppe des in 
§ 1 definierten Endomorphismenbereichs U isomorph. Wir untersuchen ihre 
Struktur, indem wir in ihr eine absteigende Kette von Normatlteilern 

Z=2Z,272,22,2... 
einfiihren und die Restklassengruppen Z,/Z; ,, betrachten. 

Bei der Definition der Gruppen Z, kniipfe ich an einen auf Herrn 
Shoda zuriickgehenden Begriff an"). Ist 8 irgendein nur aus nilpotenten 
Elementen bestehender Unterring des Bereichs &, so soll unter dem ,,von 
B erzeugten Strahl“ 6 +-P, die Menge aller Summen ¥ +P, mit YES 
verstanden werden. Da $8 Ring sein soll, ist 8 nach §1, II im Kern 
von & enthalten und daher jedes Y aus 8 zum identischen Automor- 
phismus P, addierbar. Der Strahl 8+ P, ist eine Untergruppe von Z; 
denn es ist 


1. (V,+P,)(¥%,+ P,) —_ P, ¥,+¥,+, + P, saad Y,+P, 
2. (W+P,)-((— Myr + (— Pye -2# 4 ... + (— +P] 
= (P+ P,) (P+ P,) = (— Y)n + P,, 
fiir ein hinreichend groBes n also gieich P,. 
Dies vorausgeschickt, definiere ich die Gruppe Z, fiir i> 0 als den 
von ©! erzeugten Strahl, wo €' die i-te Potenz des Radikals von U bedeutet; 
eine solche Definition ist méglich, weil €, also auch €', nach § 1, III. 








10) a. a. O. [siehe FuBnote ')] § 3, S.682—684. Eine Definition des ,,Strahl- 
begriffs‘ findet sich auch in der Einleitung der in FuBnote *) angegebenen Arbeit. 
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Unterring von & ist und auBerdem nur aus nilpotenten Elementen be- 
steht. Der Einfachheit halber werde Z = Z, gesetzt. 

Satz 3: Die Gruppen Z, sind Normalteiler der vollen Automor- 
phismengruppe von ©, die in der Beziehung 

Z=2,22,22,2--- 
zueinander stehen. 

Beweis: Da Z, in Z;_, als Untergruppe enthalten ist, la8t sich 
auf den ersten Blick iibersehen. Zu beweisen bleibt also nur, daB die 
Z, Normalteiler der vollen Automorphismengruppe sind. Es sei = irgend- 
ein Automorphismus der Gruppe ©. Mit © ist dann auch 2-'OF immer 
ein normaler Endomorphismus von ©, was aus 
(B-!-A-B)S-' 05 =(B-'§-1.AS5-'-BE-) 08 

= (B- §-!.4 5-10. BS-')5 = B-!-AE-168-B 
folgt. Die Zuordnung 6 =* 5-!0-8S liefert daher eine umkehrbar ein- 
deutige, relationstreue Abbildung des Bereichs & auf sich selbst, bei der 
natiirlich die Einheitengruppe Z, die Potenzen des Radikals, also auch 
die von diesen Potenzen erzeugten Strahlen sich selber entsprechen miissen. 

Satz 4a: Fiirk>0 ist Z,/Z., = (C+ P,)(C+!+ P,) kommu- 
tativ und mit der Restklassengruppe €*/€*+' isomorph, falls in der letzteren 
nur die Addition als Verkniipfung beriicksichtigt wird: 

ZelZnx 1. = (CE+ PCH? + P,) me CHEE+, 
multiplikativ  _additiv 

Beweis: Man ordne jeder Summe 4+P, mit 4¢€€* die von 4 
modulo €+1 erzeugte Restklasse A zu: (A +P, - A). Hierdurch entsteht 
offensichtlich eine eindeutige Abbildung des Strahls €* + P, = Z, auf die 
additive Restklassengruppe €*/€*+!. Diese Abbildung ist relationstreu, 
also ein Homomorphismus, weil dem Produkt zweier Elemente A, + P,, 
4,+P, aus €*+ P,, d.h. dem Element 


(4, + P,)(4,+P,) = 4,4,+ 4,+ 4,+P, = 4,+P, 





wegen A, 4, €€** C@t+! die Summe der beiden Restklassen 4,, A, 
(4, + 4, = A,) zugewiesen ist. Das Einheitselement von €*/€*+! (die 
Restklasse P,) ist bei der Abbildung 4+ P,- A den Elementen des 


* Strahls Z,,, = €**+!-+ P, und nur diesen zugeordnet. Nach dem Homo- 
morphiesatz wird folglich Z,/Z,,, im der Tat zur additiven Restklassen- 
gruppe €/f*+! isomorph. 
Aus dem Beweis des Satzes 4a folgt unmittelbar der allgemeinere 
Satz 4b: Es ist sogar Z,,/Z,,, mit ©*/E**" isomorph, wenn in 
C*/C*** wieder nur die Addition als Verkniipfung beriicksichtigt wird. 











: 
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Satz 4c Fiirk>0O ist Z,/Z,., im Zentrum der Gruppe Z,/Z, +, 
enthalten. Die Gruppe Z, ist daher nach aufsteigenden Zentren aujflésbar **), 
also das direkte Produkt ihrer Sylowkomponenten, falls sie nur endlich viele 
Elemente umfaft. 

Beweis: Es sei 4+ P, irgendein Element aus Z, = €* + P,, 
und J’+-P, irgendein Element aus Z, = €+P,. Es ist dann 

(44+P)(7+P) = 47+ 447+P, 
oder, wenn (4 + J'+ P,)—' = © gesetzt wird, 
(4+ P,)(+P,)0 = 470+P,, 
("+ P,)(4+P,0 = F40+P,. 

Nun ist 4TOcEC+! und LAOEC+!; die beiden Produkte 
(4+P,)(+P,)0 und (1+ P,)(4+P,)0 liegen daher modulo 
Ze+1 = +1 +P, in derselben Restklasse. Das gleiche mu8 dann aber 
auch von den beiden Produkten (4 + P,)(J°+- P,) und (I”+ P,)(4 + P,) 
gelten, woraus die Behauptung unmittelbar hervorgeht. 

Satz 5: Z,/Z, ist mit der Einheitengruppe des Restklassenringes 
R/C isomorph. Nach §1,1V ist also Z,/Z, das direkte Produkt von genau 
t Gruppen G,, G,, ...,G,, von denen G, mit der ,,allgemeinen linearen 
Gruppe*) GL (g,, U,/€,) isomorph ist. Die in diesem Satz benutzten Be- 
zeichnungen haben dieselbe Bedeutung wie in § 1, IV. 

Beweis: Um Satz 5 zu beweisen, greife ich auf das in §1, Hilfs- 
satz 1 eingefiihrte vollstiindige Orthogonalsystem (H,, H,) zuriick, fiir das 
die Gleichungen 


(la) H, + H, = P, 

und 

(1b) H,H, = H,H, = P,, Hi =H, Hi = H, 
gelten. 


Nach Satz 2 ist jeder zentrale Automorphismus 9 von © als 
Summe von der Gestalt 90 = K’+P,, also auch als Summe von der 
Gestalt 
(2) @=K'+P,=K'+H,+H, = K+H, 


darstellbar, wo K’ und K Elemeste aus & bedeuten. 








1) Eine Gruppe L heiBt ,,nach aufsteigenden Zentren auflésbar‘‘, wenn in 
der Reihe Ly, = 1, L,, Ly, ... wo LiyL;—, das Zentrum von L/L;—, ist, ein Lr 
mit endlichem Index r gleich L ist. 

12) Uber das Symbol G@L(n, K)’ und iiber den Begriff einer ,,allgemeinen 
linearen Gruppe“ orientiere man sich etwa in dem Buch von v. d. Waerden: 
Gruppen von linearen Transformationen (Erg. d. Math. Bd. 4, Heft 2, § 2). 
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Hiervon ausgehend, ordne man jedem normalen Automorphismus 9 
diejenige Restklasse K modulo € zu, die von dem der Gleichung (2) ge- 
niigenden Element K des Ringes & erzeugt wird. Man erbilt so die 
Abbildung 
(3) @ + K. 

Bei (3) entspricht jedem zentralen Automorphismus @ von © eine 
Einheit des Restklassenringes R/€. Denn, ist etwa 


@=K+H, @-'=K*+H,, 
so gilt 
H, + H, _ P, = 90-' = (K+ H,)(K* + H,) 
= KK*+KH, +H,K*+H,, 


H, = KK* + H, K* + KH,. 


also 


Wegen 
H,-KH,-H, = H,-H, K*-H, = P, 
ist nach Hilfssatz 1 (§ 1) 
KH, = H, K* = P, (mod €) 
und darum 
H, = K K* (mod ©), 

woraus hervorgeht, daB K in der Tat eine Einheit des Restklassen- 
ringes R/€ sein muB, da die von H, modulo € erzeugte Restklasse H, 
das Einselement von S/C ist. 

Umgekehrt gibt es zu jeder Einheit € des Restklassenringes R/C 
mindestens einen zentralen Automorphismus I] von ©, dem bei der Zu- 
ordnung (3) € zugeordnet ist; man erhilt ein solches J7, wenn man aus € 
irgendeinen Reprisentanten A herausgreift und /7 = A +H, setzt. Um 
dies zu beweisen, hat man nur zu zeigen, daB dieses J] ein zentraler 
Automorphismus von © ist. Zu diesem Zwecke werde aus €—' irgendein 
Reprisentant A* ausgewahit. Es gilt dann AA*=H,+T/' mit Ie, 
also 

(A + H,)(A* + H,) = AA*+AH, +H, A* +H, 

=H,+H,+27+H,A*+AH, = P,+7+H,A*+AH,. 





Nun ist nach § 1, Hilfssatz 1, wie oben AH, = H,A* = P,(mod€) und 
folglich 

(A + H,)(A* + H,) = P, (mod ©), 

(A + H,)(A* + H,) € Z,, 
woraus zu ersehen ist, daB A+ H,, A* +H, Einheiten von YU und 
daher zentrale Automorphismen von © sein miissen. 





; 
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Aus dem bisher Bewiesenen ergibt sich, daB Z durch (3) auf die 
volle Einheitengruppe von R/C abgebildet wird. Dariiber hinaus ist die 
Zuordnung (3) eindeutig, da mit @ das der Gleichung (2) geniigende 
Element K von &, also auch die von K modulo € erzeugte Restklasse K 
eindeutig bestimmt ist, und relationstreu, weil aus O, = K,+H,, 
0, = K, +H, die Gleichung 


0, O, = (K, + H,)(K, + H,) = K,K, + K, H, + H,&€,+ H, = K, +H, 


und wegen K,H, =H,K, =P, (mod) (sieche § 1, Hilfssatz 1) hieraus 
weiter die Kongruenz K,-K, = K,(mod€) folgt. 

(3) ist also sogar eine homomorphe Abbildung von Z auf die volle 
Einheitengruppe des Restklassenringes R/€ und zwar eine solche, bei 
welcher das Einselement H, von &/€ den Elementen von Z, und nur 
diesen zugeordnet ist, woraus die Behauptung auf Grund des Homo- 
morphiesatzes unmittelbar hervorgeht. 

Satz 6: Es sei 
(6) 6 = Bo x B, 
eine direkte Produktzerlegung von © von der speziellen in § 1, Hilfssatz 1 
betrachteten Art. %, ist also das Produkt aller abelschen, }, das Produkt 
aller nichtabelschen Faktoren einer Zerlegung von © in das direkte 
Produkt direkt-unzerlegbarer Untergruppen. Ferner sei A, (bzw. A,) die 
%,-(bew. %,-)Komponente des Elements A bei der Zerlegung (8) und A, die 
von A, modulo der Kommutatorgruppe %f von %, erzeugte Restklasse. 
Durchliuft O,, alle Automorphismen von §,, H,, bzw. H,, alle operator- 
homomorphen Abbildungen von %, (bzw. %,/RI) auf Untergruppen des 
Zentrums von &, und schlieflich H,, alle operatorhomomorphen Abbildangen 
von %, 81 auf Untergruppen von §,, so durchliuft die Zuordnung 


(1) ® = |A+A,6,,:A,:A,H,,-A,H,,-4,H,,} 


genau alle zentralen Automorphismen von ©. 


Beweis: Zuniachst iiberzeugt man sich leicht, daB die Zuordnung (1) 
bei jeder speziellen Wahl von O,,, H,,, H,,, H,, jedenfalls ein Endo- 
morphismus von © sein mu, da bis auf A, alle Faktoren des Produkts 


A,0,,-A,H,,:A,H,,:4,H,,-4, dem Zentrum von G angehéren. Aus 
demselben Grunde ist auch die Zuordnung 


® = |A > A,0;,'-A,| 
ein Endomorphismus von ©. Das Produkt ®’@ ist 
OO={A- A,-A,@;,' H,,- A, H,,° A, H,,-A,}. 
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SchlieBlich ist — wie unmittelbar ersichtlich — auch noch die Zu- 
ordnung 


o” = |A-— A, 9;,' Hy, A, Hy, A, H,,} 


ein Endomorphismus von © und zwar ein solcher, fiir den #’'O = ®” + P, 
gilt; denn es ist A,-A, = A. Da jeder Faktor des Produkts 


A,@;,' H,,- 4, H,o: A, H,, 


zum Zentrum von © gehért, ist ®” Element des Ringes R, was ja auch 
schon daraus folgt, daB ©” zu P, addierbar ist. Nun ist H,®’ H, = P,, 
also nach §1, Hilfssatz 1, sogar ®” € € und daher O” + P, = OW ODeEZ,, 
woraus unmittelbar folgt, daB ®’ und ® sogar Automorphismen von © 
sind. Da @ iiberdies zentral ist, was sich sofort aus der Definitions- 
gleichung (1) ablesen laBt, ist damit der erste Teil des Satzes 6 be- 
wiesen. 

Umgekehrt wollen wir jetzt noch zeigen, daB jeder zentrale Auto- 
morphismus @ unter den durch die Zuordnungsvorschrift der Gleichung (1) 
definierten Automorphismen ® vorkommt. Zu diesem Zwecke fiihren 
wir das im Sinne von §1, I zu (f) gehdérige vollstandige Orthogonal- 
system (H,, H,) ein und iiberzeugen uns unter Zuziehung des Satzes 2, 
da8 © als Summe von der Gestalt 


@=K'+P,=K’+H,+H, =K+H, 


mit K €S dargestellt werden kann (was wir bereits beim Beweis des 
Satzes 5 benutzten). Nun ist 


K = P, KP, = (H, + H,) K(H, + H,) 
= H,KH, + H,KH, +H,KH,+ H,KH,, 
also 
0 = H,KH, + H,KH, +H, KH, + H,KH, + H, 
oder 


(2) @={4+A,H,KH,-4,H,KH,-4,H,KH,-4, H, KH, -A,}. 


Da H;KH; fiir « = 0, 1, 7 = 0, 1 immer zum Kern von & gehért, 
wird %; durch H;KH; operatorhomomorph auf eine Untergruppe des 
Zentrums von %;, also auf eine abelsche Gruppe abgebildet. H;KH,; 
vermittelt daher eine operatorhomomorphe Abbildung H;; der Faktor- 
kommutatorgruppe von %; auf eine Untergruppe des Zentrums von %;, 
derart, dab 


(3) A,H,KH; = A, H,; 
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gilt, wo A; die von A, modulo der Kommutatorgruppe von §, erzeugte 
Restklasse bedeutet. Durch Einsetzen von (3) in (2) erhalt man 

0 = |A- A, H,K H,-4,H,,-A, H,,-4,H,,-A,}; 
denn es ist A, = A). 

Es bleibt nur noch zu zeigen, daB der durch die Zuordnung 
{A,-> 4,H,KH,} definierte Endomorphismus @,, von §, ein Auto- 
morphismus ist, was offenbar bewiesen sein wird, wenn in & die 
Existenz eines Elementes H, K* H, nachgewiesen ist, fiir das 
(4) H,KH,-H,K* H, = H, 
gilt; denn dann ist 

{4, + 4,H, K* H,} = 6;,'. 

Auf den Nachweis der Lésbarkeit der Gleichung (4) wird es daher 
ankommen. Nun ist 
(5) H, = H,P,H, = H,OP,O-'H, 

= H, O(H, H, + H, H,)O-"H, 

= H,OH,-H, O-*H, + H,OH,-H, 0-H, 

= H,KH,-H,@-'H, + H,KH,-H,0-1H, 
(denn es git O=K+H,, HOH, = H,KH,+H,H,H, = H,KH,, 
H,@H, = H,KH, + H, H, H, = H, K H,). 

Wegen H,-KH,-H, = P, ist nach § 1, Hilfssatz 1 KH,€€, also 

auch 
Ir = H,KH,-H,O-'H, = H, FH, €€. 
Aus (5) folgt daher unmittelbar 
H, = [H, — H,J°H,][H, + H, JH, + (H)J°H,)’ + «-.] 
= H,KH,-H,@-'H,-[H, + H, JH, + (H, H,)? + ...] 


= H,KH,-H,K*H,, 





§ 3. 


Die Gruppe der zentralen Automorphismen einer endlichen Gruppe 
ohne Operatoren. 


Von jetzt an sei © eine gewdhnliche Gruppe endlicher Ordnung, 
d. h. eine endliche Gruppe ohne Operatoren. In diesem besonders 
wichtigen Spezialfall wollen wir in diesem Paragraphen die vorangehenden 
allgemeinen Resultate in einigen wesentlichen Punkten erginzen. Zu 
diesem Zweck zerlegen wir © — genau wie in Satz 6 — wieder in das 
direkte Produkt zweier Untergruppen , und §,, von denen §, kommu- 
tativ sein soll, waihrend §, keinen abelschen direkten Faktor mehr ent- 
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halten mége (so daB die Gruppen U,, in deren direktes Produkt §, zer- 
fallt, alle nichtkommutativ sind). Mit p,, p,,...,p, sollen die Prim- 
zahlen bezeichnet werden, welche gleichzeitig im Index der Kommutator- 
gruppe und in der Ordnung des Zentrums von © aufgehen. a,, sei 
ferner die Zahl, welche angibt, wie oft die Potenz pi; unter den Invari- 
anten von %, vertreten ist, und entsprechend b,, (bzw. ¢;,) die Zahl, 
welche angibt, wie oft die Potenz pi unter den Invarianten der Faktor- 
kommutatorgruppe (bzw. des Zentrums) von §, vorkommt. Im folgenden 
will ich nachweisen, da8 sich die Struktur der Gruppe Z aller zentralen 
Automorphismen von © durch die Zahlen p;, a;,, 5;%,¢;.%, wenn auch 
nicht vollstindig, so doch immerhin schon recht weitgehend beschreiben 
laBt. Hierzu bedarf ich aber noch zweier Hilfssitze, die ich darum vor- 
ausschicke. 

Hilfssatz 2: B&B und YW seien zwei gewdhnliche abelsche Gruppen, 
von denen B die Basis ¥,,...,v, und YW die Basis w,,..., w; besitzen 
mége; dabei sollen sowohl die v, wie die w; jeweils unter sich linear 
unabhingig sein. Ist n,; die Ordnung von v; und m; die Ordnung von w;, 
so wird durch die Zuordnung 





sam See 
2, 2 Le \ he —, § (nj, ma) 
(1) H (z) = (v, -0, -...°0, > w,f=t eM. vee? WA?) res 


in der die x; unabhangig voneinander alle ganz rationalen Zahlen durch- 
laufen und die z,; irgendwelche feste ganzrationale Zahlen bedeuten, stets 
eine homomorphe Abbildung von YW auf eine Untergruppe YB’ von 
definiert. Man erhalt alle homomorphen Abbildungen H von & auf 
Untergruppen von 28 und zwar jede von ihnen genau einmal, wenn die 
z,; unabhangig voneinander ein vollstandiges Restsystem modulo (n,, m,;) 
durchlaufen. Die Anzahl aller Abbildungen der genannten Art ist also 
ai i (n,, m;). Definiert man — genau wie bei Endomorphismen einer 
i=1 j=1 
abelschen Gruppe — fiir je zwei Abbildungen H’ = {v-w’} und H” = {vw 
die durch eine Zuordnungsvorschrift von der Gestalt (1) definiert sind, 
eine ,,SSumme“ durch die Festsetzung H’ + H” = {v— w’-w’’|, so wird 
die Menge aller Abbildungen (1) zu einer Gruppe §: der ,,Gruppe der 
Homomorphismen von B in YW; sie ist direkte Summe aus «-# zyklischen 
Gruppen 3,;, von denen 3,; die Ordnung (n,, m,;) hat. 

Beweis: Zunichst ist eine Abbildung von der Form (1) eindeutig; 


"\ 
\? 





denn aus v,'-...- 0.7 =0,'+...-0,4 folgt wegen der vorausgesetzten 

linearen Unabhingigkeit der Elemente v,, ..., 1, 2 = z; (mod n,), 

£r,—2,= 0 (mod n,) S— Bs", = 0 (mod m,) ma hee 71 *4j™j (mod m,) 
‘ : we (n,,m,) a” (n,,m,;) (n,,m,) ” 
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also 
2 NaF = 6 se %e 29%." Ss % 425 
w, i= rm? +... + wt) (nj, m3) = w,'=! (mg, m,) i (n;, ma) 


Da nun jede der Abbildungen (1) — wie man durch Nachrechnen 
sofort bestatigt — auerdem noch die Eigenschaft der Relationstreue 
besitzt, ist sie in der Tat ein Homomorphismus. 

Umgekehrt la8t sich leicht zeigen, daB jede homomorphe Abbildung H’ 
von % auf eine Untergruppe WY’ von YW die spezielle, durch die Gleichung (1) 
ausgedriickte Gestalt haben mu8. Ist naimlich w¥....-w}'? dasjenige 
Element von 9B, das bei H’ dem Element v,€% entspricht, so mu 
offenbar wit 1....- ws! “%e — | gelten, woraus wegen der vorausgesetzten 
linearen Unabhingigkeit der w,; sofort n,y,; = 0 (mod mj), 





m. zm. 
yj = 0 (mod 2 yg = eS, ah 
(n,,m,;) (n,,m;) 
a 2; S41 my a 2% 243 ™3 
H' = {oy? — Va" > w,i=r im) hs uae w,' =) (nj , mp) } 


folgt. 

Aus dem bisher Bewiesenen ergibt sich, daB durch die Zuordnungen 
von der Gestalt (1) in der Tat alle homomorphen Abbildungen von 
auf die Untergruppen von Y —- i.a. allerdings jede mehrfach — ge- 
liefert werden. Will man jede Abbildung nur einmal bekommen, so hat 
man die z,; auf ein volles Restsystem modulo (n,,m;) zu beschranken, 
da offenbar zwei Zuordnungen von der Gestalt (1) stets dann und nur 
dann iibereinstimmen, wenn die ihnen entsprechenden z,; modulo (n,, m;) 
kongruent sind. 

Die Behauptung iiber die Gruppe § ergibt sich aus dem Vorangehen- 
den unmittelbar, wenn man 3,; als die Menge aller H (z) definiert, bei 
denen bis auf z,; alle z,, gleich Null sind; in der Tat ist diese Menge 
bei additiver Verkniipfung eine zyklische Gruppe von der Ordnung (n,, m,) 
und § die direkte Summe der 3,;. 

Hilfssatz 3: Bei additiver Verkniipfung seiner Elemente ist das 
Radikal © des Endomorphismenbereichs YU von © eine abelsche Gruppe, 
deren Invariantensystem p; in der Vielfachheit 


tsk 
dy, = Opes — OP + (Gin + C;,x)° = (a;,. + 5, 2) 
z>k 
+ Gin +5.4) LD (@i.2+ 6,2), 
neben den Primzahlpotenzen p' («= 1,...,7); (k = 1, 2,3, ...) aber keine 
weiteren Zahlen mehr enthalt. 
Mathematische Annalen. 114. 24 
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Beweis: Es sei © = U, x... x U, wie bisher immer eine Dar- 
stellung von G als direktes Produkt direkt-unzerlegbarer Untergruppen, 
u? die Kommutatorgruppe, U?* das Zentrum von U,. 

a) Wird das vollstandige Orthogonalsystem, das im Sinne von $1,I 
zu der Zerlegung © = U, x... x U, gehdrt, mit (H,,..., H,) bezeichnet, 
so zerfallt © in die direkte Summe der /* Gruppen H,€H,, in denen 
wieder nur die Addition als Verkniipfung zu gelten hat. 

Beim Beweis des Hilfssatzes 3 geniigt es also, die Invarianten der 
einzelnen Summanden H,€H, zu bestimmen. Hierzu fiihre ich — genau 
wie in §1,II1 — zu jedem Element H,/'H, aus H,C€H, diejenige 
operatorhomomorphe Abbildung J,, von U, auf eine Untergruppe von U, 
ein, welche durch die Zuordnungsvorschrift J,, = {A,—~ A, H,J°H,} defi- 
niert ist, in der A, alle Elemente aus U, durchlauft. 

Da H, J’ H, nach § 1, 11] zum Kern & von U gehért, wird U, durch 
H, J’ H, auf eine Untergruppe des Zentrums U?* von U,, also jedenfalls 
auf eine abelsche Gruppe abgebildet. J,, vermittelt daher eine durch 
H, J’ H, eindeutig bestimmte homomorphe Abbildung 


Ju, = (A, ~ A, H, I H,} 


von U,/Us auf eine Untergruppe von U%*, wobei mit A, die von A, 
modulo Uf erzeugte Restklasse bezeichnet wird. 

b) Ist nun U, nicht zu U, isomorph oder mindestens eine der beiden 
Gruppen U,, und U, nichtkommutativ, so zeigt die Zuordnung H, J’ H,—>J,,, 
daS die Gruppe H,€H, nach §1,III mit der Gruppe aller Homomor- 
phismen von U,/U% in U?* isomorph ist, deren Invarianten nach Hilfs- 
satz 2 bekannt sind. 

c) Sind U, und U, isomorphe abelsche Gruppen, also zwei zyklische 
Gruppen, die beide dieselbe Primzahlpotenzordnung p' haben, so ist 
H,€H, nach § 1,111 nur isomorph mit der (additiven) Gruppe aus den- 
jenigen Homomorphismen von U, in U,, welche U, auf eine echte Unter- 
gruppe von U, abbilden; in diesem Fall ist daher H,€H, — wie un- 
mittelbar ersichtlich — eine zyklische Gruppe von der Ordnung p'-'. 

Aus a), b) und c) ergibt sich die Behauptung in Verbindung mit 
Hilfssatz 2 auf Grund einer elementaren Rechnung. 

Unter Beibehaltung der am Anfang dieses Paragraphen eingefiihrten 
Bezeichnungen formuliere ich schlieBlich den fast unmittelbar aus den 
vorangehenden Resultaten folgenden 


Hauptsatz: 
1. Die Gruppe © besitzt genau 
(1) = 17 IT pi *+*- p (pi, a,x) 


i=1k=1 








—EE 
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zentrale Automorphismen, welche nach Satz 6 und nach Hilfssatz 2 als bekannt 
gelten diirfen; d,, und w(p;,a,,,%) sind dabei Abkiirzungen fiir die Ausdriicke 


(la) di, = Qpe+i — a}, + (4;,4 + ¢,x)° 2 (4,2 + b;, 2) 
A (age + Oya) ZS (Gee +0, 2); 
z>k 


1 fir a,,=0 
(1b) ylPe dun) = | an, ge ee 
(pi* — 1) (pio*— pi)-.- ++ (pio*— pib®) fiir a;,, > 0. 


Der Beweis ergibt sich aus Satz 6, wenn man neben Hilfssatz 2 
noch beriicksichtigt, daB §, nach Shoda’) genau 

71 I Y (Pis Gi,x)° pithess he + “eZ, “2+ 0 2, %0°* 

ti=1 k=1 
(eigentliche!) Automorphismen besitzt. 

2. Bei multiplikativer Verkniipfung bilden die zentralen Automorphismen 
von © eine Gruppe Z, deren Ordnung durch (1), (la) und (Lb) gegeben ist. 

3. Z enthdlt einen Normalteiler Z, mit folgenden Higenschaften: 

a) Z, ist nach aufsteigenden Zentren auflésbar (vgl. FuBnote “)) und 
zerfallt folglich in das direkte Produkt seiner Sylowkomponenten. Die Anzahl h 
der voneinander verschiedenen Gruppen + 1, die in der aufsteigenden Zentren- 
reihe der Gruppe Z, (d. h. in der Reihe V, = 1, V,,V,,.-.,V, = Z,, bei 
der V,/V;_, das Zentrum von Z,/V;_, ist) vorkommen, ist héchstens 
ebenso groB wie der zum Radikal © des Endomorphismenbereichs U von G 
gehérige Exponent, also héchstens ebenso groB wie die kleinste natiirliche 
Zahl e, fiir welche €* = P, gilt: h < e (Satz 4c). 

b) Bedeutet { die kleinste natiirliche Zahl, welche der Bedingung 
G+’ = P, oder — was auf dasselbe hinausliuft — 2/ > e geniigt, und ist Z, 
die Abelsche Gruppe, deren Invariantensystem nur die Primzahlpotenzen 
p: (i =1,...,7, k = 1, 2,3,...), wnd zwar von diesen pi in der Vielfach- 
heit d; , [siehe (1a)] enthélt, so gibt es in Z, und in Z, absteigende Normal- 
rethen 

Z,22,27,27,2...2Z, =1, 
Z22,522,32,5...0Z,=1, 
von denen jede nur aus genau f voneinander verschiedenen Gruppen + 1 
besteht derart, dap ZilZ +1 mit Z,/Z;., isomorph ist (Satz 4b, Hilfs- 
satz 3). Die Stufenzahl**) der Gruppe Z, ist folglich nicht gréfer als f. 
Die Ordnung von Z, ist 
(2) == I Hp. *  (vgl. (1a), 
—$<$<_______ i=1 =1 

18) A. a. O. [siehe FuBnote ')], § 1, S. 676—678. 

14) Unter ,,Stufe* einer auflésbaren Gruppe L wird diejenige natiirliche Zahl s 
verstanden, welche angibt, daB in der Reihe L — L, L”, L™,..., wo L die 
Kommutatorgruppe von L“~" bedeutet, L“ = 1, aber L®~") + 1 ist. 
24* 
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ist also nur durch solche Primzahien teilbar, die gleichzeitig in der Ord- 

nung des Zentrums und im Index der Kommutatorgruppe von © aufgehen. 
4. Die Restklassengruppe Z/Z, zerfdllt in das direkte Produkt der ,,all- 

gemeinen linearen Kongruenzgruppen“ 

(3) GL(a,,,7) % ((=—1,....%, & =1, 2, 3,...); 

fiir thre Ordnung ergibt sich daher der explizite Ausdruck 


(4) = = I] II v (pis 4,2) (vgl. (1b)). 


i=1 k=1 
Zum Beweis wende man Satz 5 und §1,IV an. Hierbei beachte 
man, da8 die in §1,I1V eingefiihrte Gruppe U,, unter den speziellen 
Voraussetzungen dieses Paragraphen zyklisch ist und eine Primzahl- 
potenz pj’ zur Ordnung hat. Der Endomorphismenring Y&, von U,. ist 
daher mit g/pi’ isomorph, wobei g den Ring der ganz rationalen Zahlen 
bedeutet, so daB der Restklassenkérper des Ringes &, modulo seinem 
Radikal €,; (auf den es hier letztlich ankommt) mit dem Primkérper Q,, 
von der Charakteristik p, iibereinstimmt; in unserem Spezialfall ist also 
GL (9; u,/€,) = GL (9; 2,,) =GL (9, Pi) *). 
5. Die Gruppen Z,Z,,Z,,Z,,... sind Normalteiler der vollen Auto- 
morphismengruppe G von ©. Zwischen Z,, und Z,;,, gibt es mindestens 


noch 2‘— 1 voneinander verschiedene Gruppen Z -»Zi+1_,, die 


#+1°° 
ebenfalls Normalteiler von G sind und in der Beziehung 
By > by, D3 by... 2 +++ D Eyes, 2 Byes 


zueinander stehen. (Satz 3). 

6. Auflésbar ist die Gruppe Z der zentralen Automorphismen von © 
stels dann und nur dann, wenn die Gruppen (3) auflésbar sind, wenn 
also a,, entweder = 0 oder = 1 oder = 2 und p, im Falle a,, = 2 
entweder = 2 oder = 3 ist. Sind alle a,, = 0, so ist Z sogar nach 
aufsteigenden Zentren auflésbar (vgl. FuBnote "')), denn dann ist Z = Z,. 


*) Man vergleiche hierzu wieder das in FuBnote ') zitierte Buch von v. d. 
Waerden. 


(Eingegangen am 31. 10. 1936.) 
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Zur Theorie der Charaktere Abelscher Gruppen. 


Von 


Béla v. Sz. Nagy in Szeged (Ungarn). 





Einleitung. 


Es seien E, A, B, C, ..., P, ... die Elemente einer sus abzahlbar 
unendlich vielen Elementen bestehenden Abelschen Gruppe ©; E sei das 
Einheitselement. Ein System 


% = (Xe Lar LBs Kes - ++] 
von komplexen Zahlen heiBt bekanntlich ein (beschrinkter) Charakter 
von @, falls die Beziehungen 


uP xe = xrq und |xZp| = 1 
gelten. Es ist dann notwendig y-¢ = 1 und yp-1 = Zp. Mit x ist er- 
sichtlich auch 
? — {Ze XA» Xp, so} 
und mit x und ;’ auch 


XX = (XeXe Hata, Lek, ---} 
je ein Charakter. 
Ein Satz von A. Haar besagt (in etwas abgeanderter, aber gleich- 
wertiger Fassung) folgendes'): 
Es gibt ein System 
ze(), xa), xe(b), --- Ze), --- 
von komplexwertigen Funktionen, definiert auf einer abgeschlossenen Teil- 
menge T der Strecke [0,1], ferner evnen daselbst definierten Lebesque-Stieltjes- 
schen Mafbegriff (kurz: u-MaB), mit den folgenden Eigenschaften: 
I. Die yp(t) sind tiberall auf T stetig 
II. Fiir jedes feste t liefert 


41) = {ze(0), x4 (9, Xn), ---] 
einen Charakler von ©. 
III. Die Funktionen zp(t) bilden in bezug auf das u-Maf ein (nor- 
miertes) Orthogonalsystem, d.h., es gilt 


l fir P= 
Jxew zolt)du = dpag= 0 al 4 P 


1) A. Haar, Math. Zeitschr. 38 (1931), S. 129—159; vgl. auch R.E. A. C. Paley 
und N. Wiener, Proc. Nat. Acad. 19 (1933), S. 253—257. 
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IV. Das System der yp(t) ist im Raume 2, der in bezug auf das u-Maf 
samt ihren Quadraten integrierbaren Funktionen vollstdndig. 

V. Es gibt zu jedem Punkte t, von T Funktionen u(t) und v(t), so 
daB die Gleichungen 

~()- 4 (bo) = x(u() und x (t)-(x(4))-* = z(0) 
tiberall auf T, mit etwaiger Ausnahme einer u-Nullmenge, statthaben. 

VI. Hat © mindestens ein Element unendlicher Ordnung, so ist das 
p-MaB stetig, d. i., sind die einzelnen Punkte von T vom u-Mafe Null. 

Fiir den Beweis dieses Satzes hat Haar die Theorie des Hilbertschen 
Raumes, insbesondere den tiefliegenden Satz iiber die simultane Spektral- 
darstellung vertauschbarer unitairer Transformationen zu Hilfe genommen. 
Wir wollen hier einen solchen Beweis mitteilen, der die Benutzung der 
Theorie des Hilbertschen Raumes ganz vermeidet und der uns auch sonst 
einfacher zu sein scheint. 

Wir werden zugleich noch mehr gewinnen. Die von uns konstruierten 
Funktionensysteme und «-Ma8 haben auBer den obigen noch die folgenden 
Eigenschaften: 

V*. Es gibt zu einem beliebig gegebenen Charakter x von © zwei Funk- 
tionen u(t) und v(t), so daB die Gleichungen 

u()-%=xz(u) und 74 ()-x-* = x(r(0) 
tiberall auf T bestehen. 

VI*. Das u-Maf ist fiir jede unendliche Gruppe © stetig. 

VII. Besteht G nur aus Elementen endlicher Ordnung und ist f(t) eine 
auf T stetige Funktion, so kénnen wir sie beliebig genau durch Linear- 
ausdriicke der yp(t) gleichmapig approximieren. 

VIII. Ist P ein Element n-ter Ordnung, so ist 

HM, [zp (t) = 9) = + 
fiir jede n-te Einheitswurzel n.*) 
IX. Gilt fiir die Elemente P,, P,, P,, ..., Py die Gleichung 
Pn OS PD... Fa B 
nur fiir n, =n, =", =... =m = 0 und sind die B,(j = 1, 2, 3, ..., h) 
Bogen des komplexen Einheitskreises, so ist 
HM [zp, (t) € B,; Zp, (4) € B,; seed zp, (HE B,] = b,-b, aie by, 
wo b; die durch 22 geteilte Linge des Bogens B; bezeichnet. 

Die Eigenschaften VI*, VIII, IX werden wir allein aus den Eigen- 
schaften II und III ableiten kénnen. 

Der Beweis beruht auf dem folgenden Lemma. 


2) uM, bezeichnet das »-MaB der Menge M,. 
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§ 1. 
Ein Lemma iiber die Charaktere. 
Es sei jedem Element P von © je eine komplexe Zahl cp zugeordnet, 
doch sei nur fiir endlich viele P cp + 0, und sei cy = 0. Dann gibt es 
einen solchen Charakter x von ©, fiir welchen 


RZ CeXp SO. 
PEG 


Es moge P, (k = 0,1, 2,3,...) alle Elemente von © durchlaufen; 
es sei insbesondere P,= FE. Sei §, (n = 0,1, 2,3,...) die durch 
P,, P,,.... P, erzeugte Untergruppe von ©. 

Wir werden den gesuchten Charakter durch Rekursion definieren. Es 
ist notwendig yp, = 1. Nehmen wir an, da8 wir einen Charakter x von 
§,—, schon gefunden haben, so da8 fiir diesen 

R = Cp UP = 0 
PE Dn_—1 
gilt. Wir werden zeigen, da8 dann sich dieser Charakter von §,_, zu 
einem Charakter von §, erweitern laBt, und zwar so, daB 
2 Cexyp S90, also auch R JY ecpyp <0 
Pé€G$_—Dn—1 PE Dy 
gilt. Damit wird das Lemma bewiesen sein. 

Wir kénnen voraussetzen, daB P, nicht in §,—, enthalten ist. Zwei 
Méglichkeiten (A oder B) kénnen dann bestehen: 

A. Es gibt eine ganze Zahl m > 0, fiir welche Py €§,_, (sie sei 
dann sogleich die kleinste solche Zahl). Die Elemente von §,, lassen sich 
dann eindeutig in der Form Q- Pi), mit Q €§,—, und 0 sxl<~m, auf- 
schreiben. 

Es sei 7m = €7'° (dies ist ja schon definiert); es sei ferner 


m—1 satt(242 
le) —= FS" cg. nt zo Cw **), 


QE Gn—1 t=1 


Da /,(z) ein trigonometrisches Polynom ohne konstantes Glied und 
héchstens von der m— l-ten Ordnung ist, gibt es eine ganze Zahl k, 
0<k<™m, so da& 
k 
Ri, (5) <0 
ist *). 


8) Es gilt ja bekanntlich folgendes: Ist die Ordnung eines trigonometrischen 
Polynoms 


p (x) 3 >" cy e? 74" 
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+m! 
Wir setzen dann Xo. 2 = lee eric” damit haben wir in der 


Tat den Charakter von §,—, zu einem Charakter von §, erweitert und 
es gilt 
ky 
R SF erxe =R1,(=) SO. 


Pe Sn—-Sn—-1 


B. Es gibt keine solche ganze Zahl m + 0, fiir welche P® € §,_.. 


Die Elemente von §, lassen sich dann eindeutig in der Form Q- P),, mit 


Qe€,—, und 1=0, +1, +2,..., aufschreiben. 
Es sei 
hlay= EE ee rg eins 
QB, 1 om 

dies ist (da nur endlich viele cp von Null verschieden sind) ein trigono- 
metrisches Polynom ohne konstantes Glied. Sei m eine die Ordnung von 
f,(z) iibertreffende ganze Zahl. Dann gibt es eine ganze Zahl k, 
0=<= k<~™m, so daS 


Ris (=) < 0." 


Q2ik : 


Wir setzen nun 7, ,1 = %,°¢ ““'™ ; damit haben wir den Charakter 


von §,—, auch in diesem Falle zu einem solchen Charakter von §, er- 
weitert, fiir welchen 


R p crxp = Rf, (=) <0 
Pé $n —-Dn—1 


gilt. 


§ 2. 
Konstruktion der Funktionen yp(¢) und des MaBhegriffes. 

Wir betrachten die perfekte Cantorsche Punktmenge 2, bestehend 
aus allen Punkten s der Strecke [0,1], deren triadische Entwick- 
lung ohne Benutzung der Ziffer 1 geschrieben werden kann. (Dann 
ist diese Entwicklung eindeutig bestimmt.) Es sei s = [0,0,0,0,...]; 


m—1 
ohne konstantes Glied kleiner als m, 80 ist - p(—) = 0; also gibt es gewiB 
n=0 
eine solche ganze Zahi h, 0 < 4 < m, fiir welche %p(~) <0. 


*) Vgl. Bemerkung °). 
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(die o, sind 0 oder 2), wir definieren dann Funktionen von s in der 
angedeuteten Weise: 


tp (s) = [o, F ; % a 1 | 


24 (8) = ¢ -]) 
| 


(dyadische Entwicklungen!) 
Zg(s) = [0,4 ed ie I t 


Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Funktionen iiberall auf £ stetig 
sind®). Durchliuft s die Menge 2, so durchliuft die Folge 


{tr (8), Za (8), Zp (8), ..., Zp (8), -.-} 


offenbar alle Punkte des abzaihlbar unendlich-dimensionalen Einheits- 
wiirfels 


OSexS105yn51,05 451... 05 25), 

Diese Abbildung ist aber nicht auch umkehrbar eindeutig, da die- 
jenigen Punkte des Wiirfels, die mindestens eine dyadisch-rationale Ko- 
ordinate besitzen, mehreren Punkten von 2 zugeordnet sein kénnen. (Dies 
folgt daraus, daB eine dyadisch-rationale Zah! auf zweierlei Weise dyadisch 
entwickelt werden kann.) Die iibrigen Punkte des Wiirfels, die also in 
keiner Ebene mit einer ,,Gleichung‘‘ von der Form 


tp=d (d dyadisch-rational) 


liegen, gehéren aber zu je einem einzigen Punkte von =. 
Bezeichne nun K® den abzahlbar unendlich-dimensionalen Torusraum 
aller Folgen 


x= | %p, HAs AB, MC + + 05 %p, ...} 
von komplezen Zahlen vom Absolutbetrage 1. Die Gesamtheit aller 
Charaktere von © kann dann als eine Untermenge X von K® aufgefabt 


werden. Verstehen wir in K® unter Konvergenz die ,,koordinatenweise“ 
Konvergenz, so ist X offenbar eine abgeschlossene Untermenge von K~. 


5) Sei némlich s” = (0, of” of” ...], eine gegen s* = [0, of of ...], strebende 
Folge von Punkten aus =. Da die. Punkte von 2, die in die Strecke 


[(0, of of ... cH 000...Js, [0, of of ... cH 222... Js] 
fallen, von den tibrigen Punkten von £ einen Abstand > 3~% haben, so mu8 von 
einem gewissen Index n, an o{” = of, of = of, ..., o®) = a}, gelten. Hieraus 
folgt aber unmittelbar, daB x, (s)) > x, (s*). 
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Sei o eine feste irrationale Zah] und sei 
xp(s) = (et te@) z4(s) = ef (e+ ta) coey Bp(6) 2 of (e+ sp) tex 


Diese auf 2 definierten Funktionen sind offenbar auch iiberall stetig. 

Also ist 

8 > |xpz(s), %4(8), %p (8), ..-, %p(8), ---} 
eine stetige Abbildung von 2 auf K~. 

Wir wollen die Menge der Punkte von K~, deren P-Koordinate, xp, 
gleich e***¢+® ist (wo d eine dyadisch-rationale Zahl bedeutet), eine 
Netzebene nennen. Da es abzahlbar unendlich viele Gruppenelemente und 
abzihlbar unendlich viele dyadisch-rationale Zahlen d gibt, haben wir ab- 
zihlbar unendlich viele Netzebenen. Die Punkte von K~™, die auf keiner 
Netzebene liegen, sind offenbar je einem einzigen Punkte von 2 zu- 
geordnet. 

Bezeichne T diejenige, offenbar abgeschlossene, Teilmenge von 2, 
fiir deren Punkte ¢ gilt: x(t) € X. Wir definieren dann 


Z(t) = (ze (4), XA (0), zn (b), «. = (xz (t), x(t), xp(t), .. } = x(t). 
Durchliuft ¢ die Punkte von T, so bekommen wir also alle Charaktere 
von ©. 

Es sei x ein beliebiger Charakter von ©, dann sind fiir jedes ¢ auch 
z(t)-% und x(t)-z%~' Charaktere. Es gibt also notwendig zwei solche 
Abbildungen ¢’ = u(t) und ¢t” = v(t) von T auf Teilmengen von T, fiir 
welche identisch gilt: 

“()-%=xz(u(O) und x (t)-z-* = x(v(0)- 

Damit sind fiir diese Funktionen die Eigenschaften I, II und V* 
bewiesen. Nun kommen wir zur Einfiihrung des y~-MaBes und zum 
Beweis von III. 

Die auf der abgeschlossenen Teilmenge T der Strecke [0, 1] stetigen 
Funktionen 

Ral, Dza(O. Rw), Dyed), «-- (Z ist ausgelassen!) 
kénnen wir leicht zu Funktionen 

h's (s), his (s), hp (s), hp (8), eas 

erweitern, die schon auf der ganzen Strecke 0 < s < 1 definiert, reell- 
wertig und stetig sind. (Wir kénnen sie z. B. so wiahlen, daB sie auf 
den einzelnen Intervallen, in welche ja die komplementire Menge T 
von T zerfallt, linear sind.) Ferner wihlen wir eine auf [0, 1] stetige 
Funktion h*(s) derart, daB h*(s) > 0 auf T, h*(s) = 0 auf T sei (z. B. 
sei h*(s) gleich dem Abstand (s, T)). 
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Sei nun /(s) eine beliebige, aus endlich vielen der Funktionen h* (s), 
hi, (8), h4 (8), hy (s), he (s), ... mit reellen Koeffizienten gebildete Linear- 
komposition. Wir behaupten, daB 
min /(s) <=0=< max ([(s) 
6SsS1 6sSeS1 

gilt. 

Aus Symmetriegriinden kénnen wir uns auf den Beweis der ersten 
Ungleichung beschrinken. Nun hat l(s) fiir s=t¢T offenbar die 
Gestalt: 


L(t) = XY (apRyrlt) + be Szr(t)) = R LY (ap— ibp) z(t). 
PE PE 


Aus unserem Lemma folgt, daB es in der Tat ein ¢ gibt, fiir welches 
l(t) < 0. 
Aus diesem Ergebnis folgt nach einem Satze von F. Riesz"), daB es 
eine monotone Funktion g(s) auf [0, 1] gibt, so daB die Gleichungen 
1 


fdg(s)=1, [h*(s)dg(s) = [hy (s)dg(s) = fi (s)dg(s) =... =0 


0 0 
bestehen. 

Aus dem Verschwinden des Integrals der nirgends negativen Funk- 
tion h*(s) folgt, daB die Menge M,[A*(s) > 0] = T in bezug auf den 
durch die Belegungsfunktion g(s) erzeugten positiven Lebesgue-Stieltjes- 
schen MaBbegriff (kurz: 4-MaB) vom Mae Null ist. Wir diirfen daher 
in den obigen Relationen die Integrationsmenge [0, 1] durch T ersetzen, 
und so bekommen wir (mit Riicksicht auf die Identitat 7, () = 1 auf T): 


{zed u = {du == 
T T 


und 


fze(du =fhrdu+ifhpOdu=0 (fir P + Z). 
T T T 


6) Der gemeinte Satz lautet wie folgt (siehe F. Riesz, Annales Ec. Norm. 
Sup. (3) 28 (1911), S.33—62; insbesondere 8.55; vgl. noch, auch fir weitere 
Literaturangaben, St. Banach, Théorie des opérations linéaires (Warszawa, 1932), 

1 
: 8.74—75): Das Momentenproblem fh, (8) dg (8) =r, (k = 1,2, 3,...) mit ge- 
0 


gebenen reellwertigen und auf [0,1] stetigen Funktionen h,(s) und gegebenen 


reellen Zahlen r, hat immer dann (und nur dann) eine monotone Belegungs- 


f funktion g(s) mit g(1)— g(0) = 1 zur Lésung, wenn die Ungleichungen 
n n n 
min a,h,(s) = a,.r,= max a, h, (8) 
| 6Ss=1 2, dis ~, nn ts 2, vil 


fir jede Wahl des ganzen n und der reellen a, bestehen. (In unserem Falle sind 
alle Momente r, gleich 0). 
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Wegen der Charaktereigenschaft folgt hieraus auch die Cleichung 
{xr xe (t)}du = 4pq (fiir beliebige P, Q aus 6), 
T 


also die Eigenschaft III. Es sei hier noch bemerkt, da® offenbar auch 
die Gleichung 


(xe-xe (du = zt {xr(t)dyu = xp'Op,e = Op. ¢ 
T T 


fiir einen beliebigen Charakter zy’ von © gilt. 


§ 3. 
Uber die Werteverteilung und Vollstindigkeit der y(t). 

Sei P ein Element n-ter Ordnung. Dann nimmt y,(t) (wegen Eigen- 
schaft II) nur n-te Einheitswurzeln als Werte an. Sei 7 ein solcher 
Wert. Dann ist 

n—1 
1 4, 
ta q—"(ze())* = f (8) 
offenbar gleich der charakteristischen Funktion’) der Punktmenge 
M,[zp(t) = ny]. Das Integral von f(t) ist aber (wegen der Eigenschaften II 


und II!) offenbar gleich —, also gilt auch VIII. 


Es sei nun Z eine ,,Zelle‘“ von K*, definiert durch die (endlich 
vielen!) Bedingungen 


xp, E€ B,, xp, E B,, or *P, E B., 


wo die B; gewisse Bogen des komplexen Einheitskreises bedeuten; 0; sei 
die durch 22 geteilte Linge von B;. 

Mittels des WeierstraBschen Approximationssatzes kann man leicht 
einsehen, daB es eine beschrinkte Folge von Polynomen 

z on len cs il xpi xy, + pe = Pm(*p,, *p,, +++» *P,) 

gibt, die fiir m-—> oo iiberall auf K~ gegen die charakteristische Funktion 
von Z konvergiert. Dann ist aber die charakteristische Funktion 9 (t) 
der t-Menge 


M. [x (t) € Z] = Me [xzp, (t) € By; xp, (0) € By; -..; xp, () € By] 
7) Die zu einer Teilmenge der Grundmenge gehérige charakteristische Funktion 


ist folgendermaBen definiert: Sie ist auf dieser Teilmenge iiberall gleich 1, auf ihrer 
Komplementérmenge aber iiberall gleich 0. 


Hi cata e 
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gleich dem Limes von 


(1) pm(zp, ), xp, (0, «++ zp, (o)= &£ oH Mg, so my LP (my, me, ..., np (lb) 


a= —m 


fiir moo (wo P(n,, m,, ..., m) = Py' Po?... Pr). 
Ist P(n,, m,, ..., %) = E nur fir n, = n, =... = m = 0, 80 ist 
(wegen ITT) 
(2) {edu = lim eM, ...,o. 
T ™-—> co 


Es ist andererseits auch 
(3) Pm (tin, tim, ..., &7!n)da,dz,...d% = t..-s 


wo das Integral iiber den k-dimensionalen Einheitswiirfel (0 < 2; < 1; 
j} = 1, 2,..., k) zu nehmen ist. Nun ist aber der Limes dieses Inte- 
granden (fiir m->+oo) gleich der charakteristischen Funktion desjenigen 
Teiles dieses Wiirfels, wo 


e? ti 2 €B,, et tit, €B,, coe, 9*!% € B,, 
also ist 


(4) lim | Pm(e***, estes, ..., e*!%) dz. dz, ...d% = b,-b,--- by. 


Aus (2), (3), (4) ergibt sich endlich: 
HM: [x (t) € Z] = 5,6, --- db, 
wie in IX behauptet wurde. 

Die Menge N derjenigen Punkte von T, fiir welche y(t) auf Netz- 
ebenen von K@ fallt, ist vom u-Mafe Null. Zum Beweis betrachten wir 
eine Netzebene xp= 7. Nehmen wir an, daB P ein Gruppenelement 
n-ter Ordnung ist, dann nimmt 7p (¢) nur n-te Einheitswurzeln als Werte 
an. Da » von der Form e?*‘@+® mit irrationalem g und rationalem d 
ist, ist es keine n-te Einheitswurzel, also ist M;[zp(t) = 7] leer. Ist P 
von unendlicher Ordnung, so folgt aus der soeben bewiesenen Ligen- 
schaft IX, daB uM, [yp(t) = n] gleich Null ist, da wir 7 als einen Bogen 
der Lange Null auffassen diirfen. Da es nur abzahlbar unendlich viele 
Netzebenen in K® gibt, ist die obige Behauptung bewiesen. 

Beweis der Vollstindigkeit in 2,. Sei 2 diejenige (im s«-Quadrat- 
integral-Mittel) abgeschlossene Linearmannigfaltigkeit, die durch die Funk- 
tionen 7 p(t) aufgespannt wird. 

Ist Z eine beliebige Zelle in K~, so ist nach (1) die charakteristische 
Funktion der Menge M,[xz(t)€ Z] Limes einer beschrinkten Folge von 
Linearausdriicken der yp(t), sie gehért also zu &. 

Es sei nun 2’ derjenige Teil-von 2, der im Intervall 


[[0, o,0,...¢7 0000...J,, [0,0,0,...¢72222...]s] 











382 B. v. Sz. Nagy. 


liegt (¢,, o,, ..., @y sind gegebene Zahlen, die 0 oder 2 sein diirfen). 
Die Punkte von 2’ haben also eine triadische Entwicklung von der Form 


[0, 0,9, -.-- ON e##* a 


wo die Stellen + beliebig durch Nullen und Zweien ausgefiillt sein kénnen. 
Aus der Definition der Funktionen zp(s) und x p(s) folgt dann leicht, 
daB die Abbildung = - K~ die Untermenge 2’ in eine Zelle Z’ von K~ 
iiberfiihrt. Wir haben aber die Gleichung 


M.[z(t) € Z] = 2'-T +N, 


wo N’ eine Untermenge von N bedeutet, also ist «N’ = 0. Hieraus 
folgt, daB die charakteristische Funktion der Menge 2’-T ebenfalls zu 2 
gehért. Da aber die charakteristischen Funktionen aller Mengen von der 
Form ~’-T in &,, d. h. im Raume aller in bezug auf das u-MaB meB- 
baren und quadratisch integrierbaren Funktionen, offenbar iiberall dicht 
liegen, so ist 2 = &,, w. z. b. w. 


§ 4. 
Die Stetigkeit des ~-MaBes und die Approximationseigenschaft. 


Es sei Z eine beliebige Zelle in K~, wie in § 3, und es sei y ein 
gegebener Charakter von ©. Wir behaupten, daS dann gilt: 


HM [z (t) € Z] = HM [xz ()-x-* € Z). 
Ist nimlich die charakteristische Funktion der ersteren Menge gleich 
dem Limes von 


m 
(m) - 
= Cry, Mo, .- - My LP My, Mo, -... my) (t) fiir m > o, 


(vgl. (1)), so ist die der letzteren gleich dem Limes von 


(m) ee 
2 Cry, M2, ~~. MAP (Mm, Mo, ---5 m,) (0) *ZP om, mo, .. 5M) 
a=—m 


Da diese beschrinkten Folgen gliedweise integrierbar sind und da 
die Integrale der einzelnen Glieder iibereinstimmen (vgl. die Bemerkung 
am Ende von § 2), so haben auch die beiden charakteristischen Funk- 
tionen gleiches Integral, w. z. b. w. 

Es durchlaufe nun Z™ eine Folge ineinandergeschachtelter Zellen 
mit dem einzigen gemeinsamen Punkte 1 = {1, 1, 1, ...}. Wenn wir die 
soeben bewiesene Gleichung auf jede Zelle Z™ anwenden und dann zur 
Grenze iibergehen, so erhalten wir 


BM, [zy (t) = 1] = # M [xz (t)-x-* = I). 


Pea era ae 
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Anders ausgedriickt: es ist 


uM [z (t) = 7] 
von der Wahl des Charakters y unabhingig. 


Da eine unendliche Gruppe unendlich viele verschiedene Charaktere 
hat *) und da T vom u-Mafe 1 ist, so mu8 notwendig 


; uMefz () = xz] =0 
sein. 


Daraus folgt aber a fortiori dic behauptete Eigenschaft VI*. 

Endlich zum Beweis der Approximationseigenschaft VII! 

Hat die Gruppe © nur Elemente endlicher Ordnung, so liegt kein 
Punkt der Menge X auf Netzebenen von K~ (vgl. §3, Beweis der Glei- 
chung “N= 0). Hieraus folgt, daB die Abbildung T-—X in diesem 
Falle eindeutig umgekehrt werden kann. Die umgekehrte Abbildung 
g(x) = t ist offenbar iiberall auf X auch stetig. 

Ist f(t) eine auf T definierte stetige Funktion, so ist auch f(g (x)) 
auf X stetig. Aus den topologischen Eigenschaften des Raumes K~ 
folgt*), daB diese stetige Funktion von der abgeschlossenen Teilmenge X 
auf den ganzen Raum K* stetig erweitert werden und die erweiterte 
Funktion fiir jedes positive ¢ durch eine stetige, nur von endlich vielen xp 
abhingige Funktion h(xp,, %p,, ..., “p,) mit der Genauigkeit ¢/2 gleich- 
maBig approximiert werden kann. Wegen des WeierstraBschen Approxi- 
mationssatzes kann man dann diese letzte Funktion durch ein Polynom 
p(*p,, *p,, +--+, *p,) mit der Genauigkeit ¢/2 gleichmafig approximieren. 
Dann gilt aber offenbar auf T: 


\f (0) Te P (xP, (t), XP2 (¢), eeey XP, (t))| = é, 


woraus die Behauptung VII folgt. 


8) Diese wohlbekannte Tatsache folgt auch aus unseren bisherigen Ergebnissen. 
Angenommen, es gabe nur n Charaktere 7) (k = 1, 2,..., 7”), so miiBte (damit 
das Gesamtma8 1 fiir T herauskommt) jedes M, [z (t) = 7] vom u-MaBe 1/n sein. 
Dies hatte aber die (unmégliche) Folge, daB die wnendlich vielen Vektoren 


—_ 7.0) (2) (n ee a 
De= (xe ee even Xe le Og = Iz» XG ree 


wegen 


(n) = (n) 
9A }oeeeDp=([XpoXporrrrkp }e coe 


n 
. 1 aa 
k=1 
ein (zu n? normiertes) Orthogonalsystem im n-dimensionalen Vektorraume bilden. 


%) Und zwar aus der Bikompaktheit von K™; vgl. z. B. B. Jessen, Acta 
Math. 68 (1934), S. 249—323, insbesondere S. 252—257; ferner P. Alexandroff und 
H. Hopf, Topologie, Bd. I (Berlin, 1935), S. 73 und 89. 
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Bemerkung. Man kénnte die Beweisfiihrung auch so einrichten, 
daB der Ubergang K* ~ = bzw. X + T erst am Ende des Beweises voll- 
zogen wird. Man kénnte namlich statt der Funktionen yp (t) die fiir 
x €X definierten Funktionen yp(x) = xp betrachten und das u-Mab 
statt auf T auf X einfiihren. Diese Beweisfiihrung hatte auch den Vorteil, 
da8 sie auch im Falle nichtabzihlbarer Abelscher Gruppen teilweise an- 
gewandt werden kann (natiirlich ist dann der Torusraum K” auch un- 
abzihlbar viel-dimensional und es ist kein solcher Ubergang K” > = 
mehr méglich). Das Lemma wird ja auch in diesem Falle gelten, da im 
Beweis desselben die gewéhnliche Rekursion durch transfinite ersetzt 
werden kann. Wir wollen aber auf diese Erweiterungsméglichkeiten nicht 
niher eingehen. 


(Eingegangen am 13. 12. 1936.) 
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Uber Moduln und Gruppenbilder. 
Von 


Hans-Georg Schumann in Marburg (Lahn) *). 





Einleitung. 

Im folgenden wird in Anlehnung an die Theorie der Homotopie- 
kettenringe') eine Theorie der Kettengruppen von Gruppenbildern mit 
Operatoren entwickelt. 

§ 1 enthalt zunachst eine Darstellung der allgemeinen Begriffsbildungen 
fiir Moduln in bezug auf einen Ring. In den §§ 2 und 3 werden sodann 
spezielle Selbstabbildungen eines Gruppenbildes € einer Gruppe § zur 
Einfiihrung von Operatoren in die Kettengruppen von € benutzt. Durch 
den Zusammenbang der von einem Punkt ausgehenden Wege von € mit 
den Elementen einer freien Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden lassen 
sich zu jeder auf § homomorph abbildbaren Gruppe © zwei Gruppen 
H = K/K, und H, = K,/K, mit Operatoren definieren, die mit © in- 
variant verkniipft sind. §, ist dabei zulissige Untergruppe von §. Die 
gruppentheoretische Bedeutung dieser beiden Gruppen wird in den §§ 4 
und 5 untersucht. 

Ist nun H (G) = G/L der Homomorphismus von 6 auf %, so laBt 
sich fiir kommutative Gruppen 2 die Kennzeichnung von © mit ihrem 
Homomorphismus H auf die Kennzeichnung der Gruppe § mit Opera- 
toren und ihrem Operatorhomomorphismus R() = $/H, auf die allein 
durch § bestimmte Gruppe §/, zuriickfiihren (§ 6). Dieses Verfahren 
steht in engem Zusammenhang mit der Schreierschen*) Theorie der 
Gruppenerweiterungen (§ 7). Die Kennzeichnung von § und # wird in 
§8 auf ein Matrizendquivalenzproblem zuriickgefiihrt. SchlieBlich wird 
in §9 eine spezielle Invariante von §, das annullierende Ideal, unter- 
sucht. Durch eine einfache Hilfsiiberlegung lat sich aus einem dieser 
Satze der Hauptidealsatz der Klassenkérpertheorie folgern. 

Herrn Prof. Reidemeister bin ich fiir mannigfaltige Anregungen zu 


groBem Dank verpflichtet. 


*) Diese Arbeit ist von der philosophischen Fakultat der Universitat Marburg 
als Dissertation angenommen worden. 

1) Vgl. K. Reidemeister, Homotopiegruppen von Komplexen, Hamb. Abh. 10 
(1934). ; 

2) Vgl. O. Schreier, Uber die Erweiterung von Gruppen I, Monatshefte f. Math. 
und Phys. 34. 


Mathematische Annalen. 114. 95 
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§ 1. 
Uber Gruppen mit Operatoren. 

Wir verstehen unter einer Gruppe § mit Operatoren eine Gesamtheit 
von Elementen A, die den folgenden Axiomen geniigt: 

1. § ist ein Modul, d.h. eine additiv geschriebene abelsche Gruppe. 

2. § gestattet die Elemente r eines Ringes ® als Linksmultiplikatoren; 
diese geniigen den Rechengesetzen: 

r(ht+h’) =rh+rh, 
(rt+rjh=rh+rh, 
(rr’)h = r(r’ h). 

3. R besitzt ein Einheitselement, welches Einheitsoperator von § ist 
und mit 1 bezeichnet wird: 1h = h. 

4. § ist ein endlicher R-Modul, d.h. es lassen sich seine Elemente 
in der Gestalt 
(1) rh, + ryhyt... + taba, 
als Linearkombinationen von endlich vielen h,, h,, ..., h, mit Koeffizienten 
aus ® darstellen. Die Elemente A; heiBen ,,Erzeugende“ von §. 

Wir nennen einen Ausdruck (1), der das Nullelement von § dar- 
stellt, eine ,,Relation“ in den Erzeugenden h,. Besitzt § ein Erzeugenden- 
system h,,h,,...,h,, das nur die triviale Relation 0h, + ...+-O0h, ge- 
stattet, so heiBt § eine freie Gruppe mit Operatoren. 

Es sei D eine abelsche Gruppe mit einer Automorphismengruppe 4. 
Verstehen wir unter R den ganzzahligen Gruppenring von 4, d.h. den 
Ring aus allen hyperkomplexen Zahlen 

m, 6, + m,6,+...+m,6,=1, 
mit ganzen rationalen Zahlen m,, beliebigen Elementen 6, aus 4 und 
endlichem g, dann kann D als Gruppe mit dem Operatorenring R auf- 
gefaBt werden. Zuniichst bedeute namlich 6-d das Bild von d bei An- 
wendung des Automorphismus 6. Ist m eine ganze rationale Zahl, so 
bedeute mdd das Element m-(é6d), und 


r-d = (m,6,+m,6,+...+4+m,6,)-d 
m, 6,d-+ m,6,d +...+ m,6,d 

von D. Dann erfiillt D das erste und dritte Axiom, und man folgert 
die Giiltigkeit des zweiten Axiomes aus den fiir die Gruppenzablen r 
giiltigen Rechenregeln. Dagegen ist die Endlichkeitsforderung des vierten 
Axioms nur in Spezialfillen erfiillt. 

Ist 3 eine ,,zuldssige“ Untergruppe einer beliebigen Gruppe § mit 
dem Operatorenring ®, d. h. eine Untergruppe, die mit jedem Element z 


das Element 
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auch alle Elemente r-z mit r aus ® enthilt, so ist die Faktorgruppe §/3 
wiederum eine Gruppe mit dem Operatorenring R. Die das Element h 
aus § enthaltende Restklasse [h] nach 3 enthilt namlich gerade alle 
Elemente h +2 mit z aus 3. Da nun mit z auch rz zu 3 gehért, 
liegen die Elemente rh + rz wieder alle in derselben Restklasse [rh] von 
§ nach 3. Wir kénnen daher durch 
(2) r[h] = [rh] 
die Anwendung des Operators r auf die Elemente von §/3 erklaren. Aus 
dieser Festsetzung folgt sofort die Giiltigkeit unserer Axiome, bis auf die 
erste Rechenregel des zweiten Axioms. Da aber fiir zwei Restklassen [h] 
und [h’] einerseits 
r({h)+ (k]) = rfh+h] =[rh+h)y, 

und andererseits 

r(h] + r[h’] = [rh] + [rh] = [rho rh’) =[r(h+h’)) 
gilt, so ist auch diese Rechenregel in §/3 erfiillt. 

Wir verstehen uun unter einem Operatorhomomorphismus einer Gruppe § 
mit dem Operatorenring R auf eine Gruppe $* mit demselben Opera- 
torenring eine eindeutige Abbildung der Elemente h von § auf die Ele- 
mente h* von §* derart, daB mit h,-+hf und h,-> hf auch immer 
h, +h, +h} + h? und rh, +rh} fiir beliebiges r aus R stattfindet. Ist 
diese Abbildung eineindeutig, so nennen wir sie einen Operatorisomor- 
phismus. 

Zunichst laBt sich eine Gruppe § mit Operatoren auf jede ihrer 
Faktorgruppen §/3 nach einer zulissigen Untergruppe 3 operatorhomo- 
morph abbilden. Man bildet namlich einfach die Elemente von § auf 
diejenige Restklasse nach 3 ab, in denen sie vorkommen, und bestitigt 
dann aus der Festsetzung (2) unsere beiden Forderungen. Umgekehrt 
ist jede Gruppe §* mit dem Operatorenring R, auf die sich § operator- 
homomorph abbilden la8t, zu einer Faktorgruppe §/3 von § operator- 
isomorph. Werden namlich die Elemente h,, h, von § auf das Nullelement 
von §* abgebildet, so auch die Elemente A, +h, und rh;. Die Gesamt- 
heit der auf das Nullelement von §* abgebildeten Elemente von § bildet 
daher eine zulissige Untergruppe 3 von §. Durch § > $* werden ge- 
rade alle Elemente einer Restklasse von § nach 3 auf dasselbe Element 
von §* abgebildet, so daB ein Operatorhomomorphbismus §/3 — §* durch 
§ > §* induziert wird. Da diese Abbildung in bezug auf das Null- 
element eineindeutig ist, ist sie es fiir alle Elemente. Also sind §/3 
und §* operatorisomorph. — Es sei nun § eine Gruppe mit dem Ope- 
ratorenring R und den Erzeugenden h,,h,,...,h,. Ferner sei T die von 
den Symbolen h,, h,, ...,h, erzeugte freie Gruppe mit demselben Operatoren- 

25* 
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ring. Bilden wir dann das Element r,h, +7,h, +...+ 1% A, aus T auf 
das gleichgeschriebene in § ab, so ist damit ein Operatorhomomorphismus 
von I auf § definiert. Mithin ist § operatorisomorph zu der Faktor- 
gruppe T/3 von I nach einer zulassigen Untergruppe 3, die aus allen 
denjenigen Elementen von T besteht, die in § Relationen sind. Dem- 
nach definiert ein Erzeugendensystem von § eine Darstellung von § als 
Faktorgruppe T/3 einer freien Gruppe T mit demselben Operatorenring. 
La&t sich 3 durch endlich viele Elemente z,, z,, ..., 2m erzeugen, so bilden 
diese z, ein System von _,,definierenden‘‘ Relationen von §. Wir lassen 
im folgenden jedoch auch solche Untergruppen 3 zu, die nicht durch 
endlich viele Elemente erzeugt werden kénnen. 

Wir kénnen jetzt die Frage nach allen Erzeugendensystemen einer 
Gruppe mit Operatoren untersuchen und betrachten zunichst die beiden 
elementaren Ubergiinge von einem Erzeugendensystem zu einem anderen, 
die durch Hinzunehmen oder Fortlassen iiberfliissiger Erzeugender bewirkt 
werden. 

Zu den Erzeugenden h,,h,,...,4, von § kann man jedes beliebige 
Element hy ., = 7,4, +7,h, +-...+ 7h, hinzufiigen. Dadurch gelangt 
man zu einer Darstellung von § als Faktorgruppe T*/3* einer freien 
Gruppe T* mit Operatoren und den Erzeugenden h,,..., ha, hny1. Die 


Gruppe 3*, die ja aus allen Relationen von § in den h,, ..., Any, be- 
steht, enthalt alle Elemente z aus 3 und auferdem auch die Relation 
h = —r,h, —...— trlin + hays. 


Bezeichnen wir die von den z und hf in T* erzeugte zulissige Unter- 
gruppe mit 3’, 3’ c 3*, so ist der Durchschnitt von 3’ mit T gerade 3. 
Daher kommen in jeder Restklasse von T* nach 3’ mit dem Element 


n+1 
h* = J 7,h, auch ein Element A* —7,,,h =¢t aus T und gerade alle 


Elemente t+ z einer Restklasse von I nach 3 vor. Die Zuordnung der 
die gleichen Elemente aus T enthaltenden Restklassen von T/3 und T*/3’ 
ist nun ein Operatorisomorphismus, so daB 3* = 3’ ist 

Umgekehrt kann auch eine der Erzeugenden h,, etwa h,,, iiberfliissig 
sein, da sie sich mittels der anderen ausdriicken J46t. In diesem Fall 
ist also § auch Faktorgruppe T**/3** der freien Gruppe I** mit Ope- 
ratoren und den Erzeugenden h,,h,,...,4,-,;. Die zulassige Unter- 
gruppe 3** von I** ist der Durchschnitt von 3 mit T**. Wir kénnen 
nun weiter zeigen: 

Satz 1: Zwei Darstellungen einer Gruppe § mit dem Operatorenring R 
als Faktorgruppe von freien Gruppen mit demselben Operatorenring lassen 
sich durch Hinzunehmen und Fortlassen tiberfliissiger Erzeugender in endlich 
vielen Schritten ineinander tiberfiihren. 
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Seien uns zwei solche Darstellungen von § gegeben: durch die Er- 
zeugenden h,, ..., h, als I/3 und durch die Erzeugenden Aj, ..., h}, als 
t*/3*. Durch die Operatorisomorphie zwischen beiden Faktorgruppen 
entspricht der Restklasse [h,] von T/3 eine etwa durch das Element 
i} = ri, hi + ...+ 7%, hi, aus I* repriisentierte Restklasse [t?] in T*/3*. 
Ebenso mége der Restklasse [h?] die durch t; = rj,h, +...+7;,h, aus T 
reprasentierte Restklasse [t;] von T/3 entsprechen. Wir nehmen nun 
sukzessive die Elemente ¢; zu den Erzeugenden h, hinzu und gelangen zu 
einer Darstellung von § als Faktorgruppe T/3 mit den Erzeugenden 
hy, «++» Any ty, «+ +) tm» Durch Hinzunahme der Elemente tf? zu den Er- 
zeugenden hf erhalten wir eine Darstellung von § als Faktorgruppe T*/3* 
mit den Erzeugenden Af, ..., Aj, tf, ..., %. Die Zuordnung 
(3) h, <> tf, t; <> ht 
definiert offenbar einen Operatorisomorphismus zwischen T und T*. 
Andererseits ist nach unserer Bestimmung der ¢? und ¢; die Abbildung 


[hi] <> [47] und [¢;] +> [A 


ein Operatorisomorphismus zwischen T/3 und T*/3*. Ist also 


= x rhe + Sree 
io} j=1 
ein zu 3 gehériges Element, also [z] = [0] in T/3, so gilt fiir das Element 
n m 
rt? + SY rf h} 
1 )}=1 
aus I*: [z*] = [0] in T*/3*, so daB also z* in 3* liegt. LEbenso gilt 
das Umgekehrte. Demnach entstehen die Darstellungen /3 und T*/3* 
von § auseinander durch die Einfiihrung anderer Bezeichnungen gemiB (3). 
Insgesamt kann somit die Darstellung T/3 in T*/}3* iibergefiihrt werden 
durch: 1. Hinzunahme der Erzeugenden ¢; zu den h;, 2. Umbezeichnung 
der Erzeugenden gemi® (3), 3. Fortlassen der Erzeugenden ¢?. Damit 
ist der Satz bewiesen. Wir kénnen ihm noch die andere Fassung geben **): 
Satz 2: Man gelangt von einem Erzeugendensystem h,, ..., h, einer 
Gruppe $ mit Operatoren zu einem anderen hf,...,h},, indem man es durch m 
Nullen ergiinzt und mit einer invertierbaren Matrix M transformiert und in 
dem so gewonnenen Erzeugendensystem die tiberfliissigen n Nullen fortstreicht. 


» 
ra = 


Zuniichst geht namlich das Erzeugendensystem h,, ..., hn», mit 
hn +1 = +s = has m = 0 mit Hilfe der Matrix 
= E,, 0 
== « a 


2a) Vgl. auch: H. Fitting, Die Determinantenideale eines Moduls. Jahresber. 
d. Deutsch. Math. Ver. 46 (1936). 











390 H.-G. Schumann. 


in der E, eine k-zeilige quadratische Einheitsmatrix bedeutet, in das Er- 


zeugendensystem h,, ..., hn, t,, ..+; tm oder tf, ..., &, Af, ..., A}, tiber. 
Dieses System geht dann durch die zu 
in rF; E,, 
rem” 5 
inverse Matrix M~-' in das System A%,.,,..., Man, Af, ..., A& mit 
AS.» =...=A5,,,,=0 iiber. Durch die invertierbare Matrix M = NM-M 
wird also h,, ..., hm» nach hi, 4,, ..., Anan, Al, ..-, AX tibergefiihrt. 
§ 2. 


Homotopieketten von Gruppenbildern. 

Fs sei eine Gruppe  vorgelegt, die sich durch n Elemente S,, S,, 

.., 8, erzeugen laBt, also Faktorgruppe der freien Gruppe S der freien 
Erzeugenden S, ist. Zur Gruppe § und ihren speziellen Erzeugenden S, 
konstruieren wir einen Streckenkomplexr © als ihr Gruppenbild. Jedem 
Element F von § mége in € eineindeutig ein mit Fp bezeichneter Punkt 
entsprechen. € besitze ferner n Klassen von 
Strecken [s,], die bzw. den Erzeugenden S, 
zugeordnet sind. Jedem Element F von § 
entspreche in jede Klasse [s,] genau eine 
Strecke und ihr Inverses. Die Strecken der 
Klasse [s,] kénnen daher eindeutig durch 
Fig. 1. Symbole Fs; mit e = +1 bezeichnet werden. 
Fs; beginne im Punkte Fp und endige im 
Punkte FS, p, und F s;' sei die zu ihr inverse Strecke. Im Punkte Fp be- 
ginnen also die n Strecken F's, und endigen die n Strecken FS; s;. Falls 
kein S, gleich 1 ist in §, sind diese Strecken simtlich voneinander ver- 
schieden, und man kann sagen: von jedem Punkt F p gehen 2» Strecken F s, 
und FS;’ s;' aus, die sich zu Paaren auf die Streckenklassen [s,] verteilen. 
Wir kénnen daher in folgender Weise Selbstabbildungen von © definieren, 
die die Strecken jeder Klasse auf sich abbilden: 

Ist F’ ein beliebiges Element aus %, so gehe Fp in F’F p und die 
in Fp beginnende Strecke F's; in die in F’ Fp beginnende Strecke F’ Fs, 
iiber; entgegengesetzt gleiche Strecken mégen auf ebensolche abgebildet 
werden. 

Da namlich der Endpunkt FS,;p von Fs, hierbei in den Endpunkt 
F’F S,p von F’ Fs; tibergeht, bleiben alle Berandungsheziehungen erhalten 
und unsere Festsetzung ist tatsichlich eine Selbstabbildung von €. Offen- 
bar bilden diese Selbstabbildungen eine zu § isomorphe Gruppe, und die 
zu F’ definierte Selbstabbildung kann mit F’ bezeichnet werden. 
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Wir kénnen jetzt in der abelschen Gruppe & aller 1-Ketten von €, 
die im allgemeinen unendlich viele Erzeugende besitzt, mit Hilfe der von 
den Selbstabbildungen F von § in & induzierten Automorphismen Opera- 
toren einfiihren. Dadurch wird & zu einer Gruppe mit endlich vielen 
Erzeugenden und dem Gruppenring R von § als Operatorenring. Ebenso 
verfahren wir mit der Gruppe der 0-Ketten von ©. Wir sprechen sodann 
von den ,,Homotopieketten“ des Gruppenbildes € in Anlehnung an die von 
Herrn Reidemeister*) eingefiihrte Bezeichnungsweise. 

Wir nennen eine Gesamtheit von Punkten und Strecken einen 
Fundamentalbereich von €, wenn jeder Punkt und jede Strecke von € 
aus genau einem der Punkte bzw. Strecken des Fundamentalbereichs 
mittels einer eindeutig bestimmten Selbstabbildung hervorgeht. Offenbar 
enthalt jeder Fundamentalbereich von © genau einen Punkt Fp, sowie je 
ein Streckenpaar F,s;, F;s;' aus jeder Streckenklasse [s,]. Wir verabreden 
nun, da8 wir das Einheitselement von mit 1 bezeichnen und vor den 
Symbolen p und s;' fortlassen wollen. Dann werden wir speziell den 
aus dem Punkte p und deh Strecken s;', ..., s*' gebildeten Fundamental- 
bereich benutzen. 

Indem wir nun der Strecke F's; die Kette «- Fs; zuordnen, erhalten 
wir die Gesamtheit der 1-Ketten von € in der Form 


n 
C; = L145, 8; 
i=1 


mit Koeffizienten r;, aus dem Gruppenring von §. Entsprechend er- 
halt man die Gesamtheit der 0-Ketten von © in der Gestalt 
mit r aus R. ihe 
Die Summe zweier 1-Ketten c, und c, ist die Kette c, mit 
T3¢ = Te t+ Ta (6 = 1,2, ..., #). 
AuBerdem kénnen wir zu einer 1-Kette c und einem Ringelement r die 
1-Kette c’ = re durch 
i= TT; (6, = 1, 2, ..., #) 
definieren; dann geht bei einer Selbstabbildung F von € die 1-Kette c 
tatsichlich in Fe iiber. Offenbar ist die Gruppe R eine freie Gruppe 
mit dem Operatorenring R und den Erzeugenden s,. 
Wir betrachten nun die Operation der Randbildung in unserer Be- 
zeichnungsweise. Jeder 1-Kette c ist eine 0-Kette rp als ihr ,,Rand“ zu- 
geordnet und es ist 


(4) R (c, + Cs) =R (c,) + R (c,). 


5) Vgl. K. Reidemeister, Homotopiegruppen von Komplexen, Hamb. Abh. 10 
(1934), S. 211. 
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Da die Selbstabbildungen F die Inzidenzbeziehungen nicht stéren, ist 
weiterhin 
R(Fc) = F R(c) 
und mittels (4) folgt sogar 
(5) Ri(rc) =r R(e). 

Im folgenden wird es die Sprechweise erleichtern, wenn wir statt 
der 0-Kette rp das Ringelement r allein als ,,Rand“ von c auffassen. 
Nach (4) und (5), die natiirlich auch jetzt noch gelten, bestimmt dann 
die Randoperation R eine Abbildung der Kettengruppe & auf ein Links- 
ideal ¢ des Gruppenringes R. Es gilt nun weiter 


(6) R(L 7%; 8) = 2 7, R(s). 

t=1 i=1 
Da nun die Strecke s, in p beginnt und in S;p endet, so ist: 
(7) R(s;) = (1 — 8}). 


SchlieBlich erwaihnen wir noch fiir spitere Betrachtungen, daB eine 
Kette c,,, die dem von p nach F p fiihrenden Weg w entspricht, den Rand 


(8) R (¢y) = (1 — F) 


besitzt. Einem geschlossenen Weg entspricht demnach eine Kette mit 
dem Rande 0. Wir nennen Ketten mit dem Rande 0 allgemein_,,ge- 
schlossen““. Die Gesamtheit der geschlossenen Ketten von € bildet dann 
wegen (4) und (5) eine zulassige Untergruppe &, von 8, so daB die 
Faktorgruppe R/R, wieder eine Gruppe mit Operatoren ist. 

Die zur Konstruktion eines Gruppenbildes € von { notwendige Ver- 
wendung eines Erzeugendensystems S,,..., S, von § erméglicht eine 
eineindeutige Zuordnung der Worte W der freien Gruppe S zu den in 
einem fest gewahlten Punkt beginnenden Wegen von €. Als diesen Auf- 
punkt benutzen wir den Punkt p und haben alsdann festzusetzen: Ist 


w = (F, 8)')-(F,s;3)-.-.-(F,8,*) (e; = +1) 
ein in p beginnender Weg in ©, so ersetze man jede Strecke Fjs,i 
I 


aus w formal durch das Element Si von GS, so daB dem Weg w ein- 
ij 


deutig das Wort 
W =&'S"...8* 
a % k 
von © entspricht. Ist umgekehrt W gegeben, so ersetze man jeden 
Faktor 5,5 formal durch eine Strecke F;s'i von ©, wobei F; so zu wihlen 
ij 4 
ist, daB der Anfangspunkt von F;s‘i mit dem Endpunkt von Fj-15,3-" 


1 
iibereinstimmt und F, s;! in p beginnt; diese Bestimmung der F; ist ein- 
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deutig, da in jedem Punkte von € genau zwei Strecken Fs, und F’ s;' 
derselben Streckenklasse beginnen. Man erkennt, daB, wenn dem Weg w 
nach dieser Vorschrift das Wort W aus S entspricht, dem Wort W 
von S wiederum der Weg w von € entspricht. Die in p beginnenden 
Wege von € und die Worte von GS sind daher eineindeutig einander zu- 
geordnet. 

Durch Induktion beweist man weiter, daB der Endpunkt des dem 
Worte W zugeordneten Weges w der Punkt Wp ist; dabei hat man in 
dem Symbol Wp unter W ein in den Erzeugenden S, geschriebenes 
Element von § zu verstehen. GréBerer Klarheit halber verabreden wir: 
den Homomorphismus von S auf § bezeichnen wir mit h(S) = §. 
Dann haben wir bewiesen: 

Satz 3: Unsere Vorschrijt ordnet die Worle von S und die in p be- 
ginnenden Wege von © einander eineindeutig zu. Der dem Wort W von S 
entsprechende Weg w endigt in h(W) p. 

Insbesondere entsprechen demnach den Relationen von §& die ge- 
schlossenen in p beginnenden Wege von © und umgekehrt. Beriicksichtigen 
wir nun, da8 den Wegen von € eindeutig bestimmte 1-Ketten entsprechen, 
so sind den Worten von S& eindeutig bestimmte 1-Ketten von € zu- 
geordnet, insbesondere den Relationen von § geschlossene Ketten aus §,. 

Es seien nun zwei Worte W und W aus S& gegeben, denen bzw. die 
Wege w und Ww, sowie die Ketten c bzw. @ entsprechen mégen. Aus 
unserer Vorschrift entnimmt man, daB dem Wort WW von & der 
Weg w (h(W)ir) von € entspricht, da naimlich w in h(W)p endigt. Man 
hat also den Weg * durch eine Selbstabbildung von € so zu verschieben, 
da8 sein Anfangspunkt mit dem Endpunkt von w iibereinstimmt, und 
den verschobenen Weg h(W)w an w anzuhingen. Mithin: 

Satz 4: GemapP unserer Vorschrijt entspricht dem Wort S; aus S die 
Kette s;, dem Wort S;' die Kette — h(S;')s;. Entsprechen den Worten W; 
die Ketten c,;, so entspricht dem Wort W, W, die Kette 


(9) ce, + h(W,)c, = ¢, + (1 — R(e,))e, 
aus S. 

Nach diesen Angaben ist die zu einem Wort aus GS gehdérige Kette 
formal berechenbar. 

Wir bestimmen jetzt die Gesamtheit der den Worten aus S zu- 
geordneten Ketten. Da sie den von p nach einem Punkt [’'p von € 
fiihrenden Wegen entsprechen, haben sie den speziellen Rand (8), und 
wir zeigen umgekehrt: 

Satz 5: Hine Ketle aus-S ist dann und nur dann einem Wort 
aus S zugeordnet, wenn sie einen Rand der Form (8) besitzt. 
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Ist eine Kette c vorgelegt, die die Bedingung (8) erfiillt, so miissen 
wir beweisen, daB es einen in p beginnenden Weg w gibt, zu dem die 
Kette c gehért. Zu diesem Zweck bezeichnen wir jede in ¢ vorkommende 
Strecke + Fs; mit einem Symbol +¢,,; dann kénnen wir schreiben: 


c= J'n,t,, mit ganzen positiven n,. Die durch ¢ eindeutig bestimmte 


Zah] Sn, nennen wir die ,,Lange“ der Kette c und benutzen sie zu 
i 


einem InduktionsschluB. Es ist 
R (ta,) = Poe, = Fee, 


also 
R(c) =: 2 2; ( Foe, ma Pa), 


und die Bedingung (8) lautet daher 
(10) J 2 (Foo; — Fee) = 1—F. 


Ist nun F + 1, so muB es ein « geben, so daB F,,,= 1 ist. Dies 


sei etwa fiir i= 1 der Fall. Dann erfiillt die Kette c’ =c—t,, die 
Identitat 

2 9; (Foe, — Fea, _ | om — F. 

i 


Nehmen wir wieder F,,, + F an, so erfiillt die um Eins ,,kiirzere“ 
Kette Fzi,c’ wieder eine Identitét der Form (10). Ist fiir diese Kette 
bereits der gesuchte Weg aufgewiesen, so gibt es zu ¢’ auch einen 
Weg w’; er beginnt in F,.,p. Zu ce gehért dann einfach der Weg 
w=t,,w’. Zur Anwendung von Induktion nach der Kettenlinge ist 
also nur noch die Behandlung des Falles F = 1 in (10) notwendig. In 
diesem Falle ist es gleichgiiltig, welches der ¢,, wir von ¢ abziehen, sagen 
wir etwa wieder ¢,,. Dann erhalt man fiir c’ = c —t,, die Identitat 


2X 05 (Poa, — F,.,) = Fe, — Frye; 


und F;i,c’ ist wieder kiirzer als c und erfiillt ebenfalls eine Identitat 
der Form (10). Da nun der zu c’ gehérige Weg w’ in F,.,p beginnen 
und in F,.,p enden muB, kann man zu ec den Weg w*t,,w' w*~’ an- 
geben, wobei w* ein beliebiger Weg von p nach F,.,p sein darf. Damit 
ist der Satz 5 bewiesen und insbesondere gezeigt: 

Satz 6: Zu jeder Kette aus S, existiert wenigstens ein in p be- 
ginnender geschlossener Weg, dem sie entspricht. 

Da nun weiterhin mit dem geschlossenen Weg w auch jedem trans- 
formierten geschlossenen Weg www" dieselbe Kette c, aus 8, entspricht, 
so gilt: 

Satz 7: Den Relationen von § entsprechen die simtlichen Ketten 
aus R,. 
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Wir machen von jetzt an die weitere Voraussetzung, dap die Gruppe § 
mit den Erzeugenden S, ein endliches System von definierenden Relationen 
a? a 2 
besitzt. Den R,mégen die geschlossenen Wege w,,w,,..., w, von € ent- 
sprechen und diesen die Ketten c,, ¢,, ..., C, von,. Wir behaupten nun den 

Satz 8: Die den definierenden Relaticnen R, von § entsprechenden 
Ketten c,, ..., Cg erzeugen die zuldssige Unteryruppe &, von &. 

Wir haben nach Satz 7 nur noch zu zeigen, daB den Relationen 
von § nur Ketten der Form r, c, + 7,¢, +... + 1.Cq zugeordnet sind. Zu- 
nichst entsprechen den Elementen W R*!W-'! von GS gewisse Wege 
w (h(W)-w*')-w-* von € und daher die geschlossenen Ketten + h(W)c,. 
Dem Produkt zweier Relationen von § entspricht aber gem&B (9) die 
Summe der den Faktoren zugeordneten Ketten. 

Aus Satz 8 erkennt man auch, daB S/S, ein endliches System von 
definierenden Relationen, bestehend aus den Ketten ¢;, besitzt. — Zum 
Abschlu8 dieser Untersuchungen iiber die Homotopieketten eines Gruppen- 
bildes wenden wir uns der Frage zu, wie sich die Faktorgruppe &/8, 
beim Wechsel der Erzeugenden von § verhilt. 

Macht man ein beliebiges Element von § zur neuen Erzeugenden S, ,, 
unter gleichzéitiger Hinzunahme der neuen definierenden Relation 

Ra+1 — Sa+1 ‘Sn+1(S,, S,, se S,), 

so mu8 man durch Einfiihrung einer neuen Streckenklasse [s, ,,] von € 
zu einem Gruppenbild C’ iibergehen; die neuen Strecken werden sinn- 
gema8 mit Fs,}, bezeichnet. Die Gruppe &' aller Ketten von €’ geht 
dann aus & durch Hinzunahme einer neuen Erzeugenden s,,, hervor; 
ebenso gelangt man nach Satz 8 von , zu Sj, durch Hinzunahme einer 
neuen Erzeugenden c,,,, naimlich der dem Wort R,,, in ©’ ent- 
sprechenden Kette. Wie man aus der besonderen Gestalt von R,,, ent- 
nimmt, hat c.,, die Form 


n 
Co+1 = » 748; + 8n41- 
i=1 


Nach den Untersuchungen des §1 ist demnach §'/X, nur eine 
andere Darstellung von S/S, als Faktorgruppe einer freien Gruppe mit 
Operatoren. Also sind &/&, und &’/S, operatorisomorph. LaSt man 
andererseits in § eine eliminierbare Erzeugende fort, so mu8 man von € 
zu einem Gruppenbild ©” iibergehen. Der Ubergang von €” nach € ist 
dann aber vom Typus des eben behandelten von € nach €’. Also sind 
auch &’’/R; und R/K, operatorisomorph. Damit haben wir bewiesen: 

Satz 9: Die Gruppe R/K,. mit dem Operatorenring R ist der Gruppe § 
invariant zugeordnet. 
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§ 3. 
Uber Bilder yon Gruppenpaaren. 

Wir wollen das angewendete Verfahren zur Konstruktion von 8/8, 
verallgemeinern, indem wir den eindimensionalen Komplex € in geeigneter 
Weise zu einem zweidimensionalen Komplex €, erweitern. Wir definieren 
den Flachenkompler ©, durch folgende Axiome: 

1. Der in €, enthaltene Streckenkomplex sei identisch mit dem Gruppen- 
bild € von § und den Erzeugenden S,. 

2. Die den Relationen R,, R,, ..., Rs, 8 Sa, von F entsprechenden 
Wege w,,w,,..-, ws von © beranden je ein Fiachenstiick /; von €,; 
ebenso berandet jeder aus den Wegen w,, ..., wz durch eine Selbstabbildung 
F von © hervorgehende Weg Fw, ein Flachenstiick F/,;. AuBer den an- 
gegebenen Flachenstiicken Ff; enthalt €, nur noch die zu ihnen in- 
versen F f;'. 

3. Die durch die Selbstabbildungen F von € zu jedem Flachenstiick f; 
definierte Klasse [f,] von Flachenstiicken F /*' enthalte lauter verschiedene 
Elemente: F f; + F’ f;, wenn F + F’. 

Man erkennt, da8 sich jede Selbstabbildung F’ von € zu einer fiz- 
elementfreien Selbstabbildung von ©, erweitern laBt, bei der das Flachen- 
stiick Ff; in das Flachenstiick F’ Ff; derselben Klasse [/,] iibergeht- 
€, besitzt also ebenfalls eine zu § isomorphe Gruppe von Selbstabbildungen. 

Der Flichenkomplex €, gewinnt nun dadurch eine gruppentheoretische 
Bedeutung, daB er offenbar zu einem Gruppenpaar ©, § konstruiert ist, 
in welchem © die Gruppe mit den Erzeugenden S,,...,S, und den de- 
finierenden Relationen R,,..., Ry bedeutet. Da die Worte R,,..., Ry 
auch Relationen von § sind, ist G homomorph auf § abgebildet. ©, gehért 
also zu einem Paar homomorpher Gruppen 6, §. 

Wir fiihren jetzt in €, 2-Ketten ein, indem wir dem Flachenstiick F /; 
die 2-Kette eF/, zuordnen, und erhalten dann die Gesamtheit aller 
2-Ketten in der Form 


mit Koeffizienten r; aus ®. Die 2-Ketten mit Operatoren bilden dann 
eine freie Gruppe mit dem Operatorenring R und den freien Erzeugenden /;. 
Weiter erklaren wir den Rand einer 2-Kette, indem wir setzen 


Ri fi) ms C;, 
wobei c; die einem Randweg von /, entsprechende Kette ist. Da alle 


Randwege von /,; aus w; durch zyklische Vertauschungen der Faktoren 
von w, entstehen, ist c; von der Auswahl des Randweges von /, unabhingig 
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und mit der zu dem Wort R,; in § 2 bestimmten Kette c, identisch. 
Weiter setzen wir: 
pg p 
R ( RE fi) = Sr, R(f,) = 0 FM 
Hiernach entspricht die einem beliebigen Flichenstiick F f;' zugeordnete 
Randkette + Fc, einem Randweg dieses Fliachenstiicks. Es gilt 
Ri(r-fy=r-R(f) und Rif +f)=—R(f)+ Rif). 

Die Gesamtheit der berandenden 1-Ketten von ©, bildet also eine zu- 
lassige Untergruppe &, von S, die durch die Ketten c,,...,c; erzeugt 
wird und in &, enthalten ist. 

Wir kénnen daher jetzt die Faktorgruppen R/S, und &,/K, mit dem 
Operatorenring ® bilden und ihre Bedeutung fiir das Gruppenpaar ©, § 
untersuchen. Im Spezialfall « = 8, also © = §%, ist nach Satz 8 R, = KR, 
und daher die bisher nur betrachtete Gruppe R/S, gleich &/8,. 

Wie im Beweise zu Satz 8 erkennen wir wieder, daB den Folgerelationen 
der R,,..., Ry die simtlichen Potenzprodukte von Wegen wy (F w,) w;' 
(i = 1,2,..., 8) entsprechen, in denen w, ein beliebiger von p nach F p 
fiihrender Weg ist. Da aber dem Weg wy (F w,) wp' die Kette Fc; ent- 
spricht, so gilt auch: 

Satz 10: Die Gruppe 8S, aller berandenden 1-Kelten von ©, wird 
durch die den Relationen R,,..., Ry von G entsprechenden Ketten c,,...,¢; 
erzeugl, und besteht aus allen denjenigen 1-Ketten von S, die Relationen 
von © zugeordnet sind. 

Die endlich vielen Ketten c,sind also ,,definierende“ Relationen von R/8,. 

Wir betrachten jetzt die Abainderungen der Schreibweise von © durch 
Erzeugende und definierende Relationen und verfolgen ihre Wirkung auf €,. 
Nach dem Satz von Tietze‘) kann man den Ubergang zu einer anderen 
Schreibweise von © in elementaren Schritten ausfiihren, die vom Typus 
der nachstehend behandelten vier Umformungen sind. Da in unserer 
Konstruktion von €, die Erzeugenden und Relationen von © auch solche 
von ¥ sind, haben wir die Umformungen der Schreibweise von © simultan 
mit der von § vorzunehmen. 

U,. Nimmt man zu den Relationen R,,..., R; von © und § eine 
ihrer Folgerelationen R,., hinzu, so werden in einen Weg w,,, von €, 
der Potenzprodukt der Wege wy (F w,) wy' (i = 1,..., 8) ist, und in alle 
Wege Fw, , neue Flachenstiicke Ff; }, eingespannt, die zusammen eine 
neue Flachenklasse [/,4,] bilden. 

U,. Wird eine der Relationen R,,..., R; von G und § als Folge- 
relation der iibrigen fortgelassen, etwa R;, so werden in G, alle Flachen- 


*) Vgl. H. Tietze, Mon. f. Math. u. Phys. 19, 8. 1. 
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stiicke der Klasse [/,] fortgeiassen; es ist dabei w; ein Potenzprodukt 
von Wegen wy (F w,)w;' (¢ = 1, ..., 8 — 1). 

U,. Nimmt man zu den Erzeugenden 8,,..., S, von © und § eine 
neue S,,, hinzu, und gleichzeitig zu den definierenden Relationen beider 
Gruppen die Relation 

Re+1 _ Sa4i°Sas (S,, - +o» 8); 


durch die S,;,, definiert wird, so erhilt ©, eine neue Strecken- 
klasse [s,,,] und eine neue Flaichenklasse [/,,,]; jedes neue Flachenstiick 
besitzt auf seinem Rande genau eine der neuen Strecken, und jede neue 
Strecke liegt auf dem Rande genau eines neuen Flachenstiicks. 

U,. Kommt die Erzeugende S,, nur in der einen definierenden Relation 


R; = S,-S," (8,, ..-, S,—1) 


von © vor, und soll sie mit R; zusammen fortgelassen werden, so ver- 
liert €, eine Flachenklasse und eine Streckenklasse, deren Berandungs- 
relationen dieselben wie unter U, sind. 

Nennen wir nun zwei Bilder von Gruppenpaaren dquivalent, wenn 
sie sich durch endlich viele Umformungen vom Typus der eben abgeleiteten 
ineinander iiberfiihren lassen, so erkennt man, daB fquivalente Bilder 
von Gruppenpaaren zu demselben Gruppenpaar konstruiert sind, und da 
umgekehrt zu zwei Schreibweisen eines Gruppenpaares auch fquivalente 
Bilder gehéren. 

Wir vergleichen nun die zu aquivalenten Bildern gehérigen Gruppen 
R/K; bzw. K,/K,. 

Die Operation U, lat die Gruppen & und &, offenbar ungeindert; 
da nun der neue berandende Weg w.,, Potenzprodukt von Wegen 
wp (F w,) wp" (t = 1, ..., 8) ist, kommt zu &, eine neue Erzeugende c, ,, 
hinzu, die sich durch die alten ausdriicken laBt. Mithin bleibt R, und 
damit auch R/R, und K,/K, ungedindert. Der zu U, inverse ProzeB U, 
andert demgem&8 auch keine der Gruppen. 

Die Umformung U, bewirkt den Ubergang von & zu einer Gruppe &’, 
die eine neue Erzeugende s,,,, mehr besitzt wie 8. Zu KR, kommen als 
Erzeugende alle diejenigen Ketten neu hinzu, die den die neuen Flachen- 
stiicke F/.,, berandenden Wegen Fw, ,, entsprechen. Die dem Weg 
Wa+, entsprechende Kette c,,, ist der neuen Relation R,,, von © zu- 


geordnet und hat daher die Form c,,, = Dy 1, 8;+8,4,. Alle iibrigen neuen 
i=1 


Erzeugenden von §' erhilt man als Fc.,,. Mitbin entsteht 8) aus &, 
durch Hinzunahme der einzigen neuen Erzeugenden c,,,, die der Relation 
R.+, in ©, entspricht. Nach den Entwicklungen in §1 sind daher 8/8, 
und §’/&, operatorisomorph. 
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U, ist der zu U, inverse ProzeB, und andert daher &/R, ebenfalls 
nicht. 

Mit Hilfe der schon in § 2 erkannten Invarianz von R/S, folgt gleich- 
zeitig die Invarianz von &,/R,, so daB wir bewiesen haben: 

Satz 11: Das Bild ©, des Gruppenpaares ©, § ordnet diesem die 
Gruppen K/K, und K,/K, in invarianter Weise zu. 


§ 4. 
Die gruppentheoretische Konstruktion der Gruppe 8/8... 


Die im vorigen Paragraphen vorgenommene Verbindung des Gruppen- 
paares ©, § mit einem Flachenkomplex ©, fiihrte zur Bestimmung 
zweier mit dem Paar ©, § invariant verkniipfter Gruppen S/R, und 
R,/K, mit Operatoren. Wir wollen jetzt zeigen, wie sich beide Gruppen 
auch auf rein gruppentheoretischem Wege gewinnen lassen. 

Zunachst weisen wir nach, daB die Gruppe S/R, operatorisomorph 
zu einer von Herrn Reidemeister®) zum selben Gruppenpaar ©, § kon- 
struierten Gruppe 3 ist. Wir beschreiben dazu das zitierte Verfahren. 

Wir gehen von einem geordneten Gruppenpaar ©, § aus; zwischen 
G und § mége ein Homomorphismus H(G) = § gegeben sein, durch 
den die Erzeugenden S,, ..., S,, von © auf die Erzeugenden H (S,),..., H (S,) 
von §§ abgebildet sind. Die definierenden Relationen von © seien die 
Worte R,,..., Rg. Man bilde nun das freie Produkt % von G und F 
und darin die durch die Elemente G-H(G~') mit beliebigem G aus © 
erzeugte invariante Untergruppe 3. Durchliuft F alle Elemente von §, 
so lassen sich die Elemente 


FS,H (S;') F-? = FT,F- (¢ = l,..., #) 
als Erzeugende und die in ihnen geschriebenen Worte 
FR,F- (i = 1,..., B) 


als definierende Relationen von 3 verwenden. 

Da die Faktorgruppe $/3 zu § isomorph ist, kénnen wir in der 
Faktorkommutatorgruppe 3 = 3/R(3) von 3 die durch Transformation 
mit Elementen aus § induzierten Automorphismen zur Einfiihrung der 
Elemente des Gruppenringes ® von § als allgemeiner Exponenten ver- 
wenden, indem wir setzen: > 


FTF-1= TF und 7%: TP: = Th + ¥:, 


5) K. Reidemeister und H.-G. Schumann, L-Polynome von Verkettungen, Hamb. 
Abh. 10 (1934), S. 258. 
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Die Gruppe 3 wird dadurch zu einer (multiplikativ geschriebenen) Gruppe 
mit Operatoren. Sie wird durch die Elemente 


T, = 8,H(S;") (§ = 1, ..., 9”) 


erzeugt, ist also Faktorgruppe T/T, der freien durch die Symbole 7, er- 
zeugten Gruppe T mit dem Operatorenbereich R. Die zuliassige Unter- 
gruppe I, wird durch die in den 7; ausgedriickten Worte R,,..., Ry 

R, =f Tj‘ (6 = 1,...,8) 
erzeugt. 

Wir vergleichen nun T/T, mit der zu demselben Gruppenpaar 6, § 
konstruierten Gruppe /8,. 

Zunichst sei © die freie Gruppe S der S,; dann wird der Homo- 
morphismus H identisch mit dem in §2 definierten Homomorphismus 
h(S) = §. Weiter ist in diesem Falle 8 = 0, so daB TF und SF nur 
das Einheitselement von T bzw. K enthalten. Mithin sind in diesem 
Falle T/T? = T und K/K? = K freie Gruppen mit demselben Operatoren- 
bereich R und mit gleich viel freien Erzeugenden. Die eineindeutige Ab- 
bildung 
(11) Ens, <> IT 

i=1 i=1 
stellt dann einen Operatorisomorphismus zwischen T/T? und K/SKF her. 

Innerhalb unserer Konstruktion von I zum Gruppenpaar S, § kann 
man jedem Element W aus GS das Element W-H(W-*) von 3*, und 
diesem wieder die ihm entsprechende Restklasse von T = 3*/K(3*) ein- 
deutig zuordnen. So entspricht jedem Element W von GS eindeutig ein 
Element T von T. Da nun in T gilt: 


S;* H(S,) = (H (S;")-8,H (S;")-H (Syy* = 7", 

so gilt insbesondere 
(12) {dem Wort S; von S entspricht das Element 7, von Tf, 

\dem Wort Sz! von S entspricht das Element 7; 7“ ") von &. 
Ist fernerhin T= W-H(W-*) und T = W-H(W-) in &, s0 gilt: 
(13) WW-H(W— W-') = W-H(W-")-H(W)-(W-H(W-')]-H(W-) 

— T TH), 

Wenn wir nun beriicksichtigen, daB die Homomorphismen H und h iden- 
tisch sind, so erkennt man aus dem Vergleich von (12) und (13) mit den 
Aussagen von Satz 4, daB die dem Wort W von S in K zugeordnete 


Kette c mittels (11) in das dem Wort W soeben in T zugeordnete Ele- 
ment 7 iibergeht. 
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Der Relation R, der Gruppe G entspricht nun nach unserer Vor- 
schrift in 3* das Element R,H(R;') = R,, also in T gerade das Ele- 
ment R,, wahrend ihm in & die Kette c, entspricht. Demnach werden 
durch (11) die zu den Relationen R,,..., Rg von © bestimmten Er- 
zeugenden ¢,, ...,¢, von S, bzw. auf die Erzeugenden R,, ..., R, von T, 
abgebildet: c; <—~ R;. Mithin ist durch (11) gleichzeitig ein Operator- 
isomorphismus der zu ©, § konstruierten Gruppen R/R, und T/T, defi- 
niert. Wir haben also bewiesen: 


Satz 12: Die zu einem Gruppenpaar ©, § konstruierten Gruppen 
R/K, und T/X, sind operatorisomorph. 


§ 5. 
Die gruppentheoretische Konstruktion von &)/&,. 

Wir untersuchen jetzt die Bedeutung von &,/R, und erinnern zu- 
nachst daran, daB die Faktorkommutatorgruppe 2/R(2) einer invarianten 
Untergruppe 2 von © eine zu ©/£ homomorphe Automorphismengruppe 
besitzt, und sich daher als Gruppe mit dem Operatorenbereich R, dem 
Gruppenring der Gruppe ©/2, auffassen 148t. Wir beweisen nun: 

Satz 13: Besteht zwischen den Gruppen © und § die Homomorphie 


G/L = F, 


so ist die zu ©, § konstruierte Gruppe K,/R, operatorisomorph zu 2/K (2). 
Den Beweis dieses Satzes erbringen wir in drei Schritten. Ist zu- 


nachst 
S/M = F, 


also M die von allen Relationen von F in G gebildete invariante Unter- 
gruppe, und daher (MM) = 1, so zeigen wir: 

Satz 14: Die zu dem Gruppenpaar S, § konstruierte Gruppe K, ist 
operatorisomorph zu IM/K (M). 

Gema8 Satz 7 entsprechen den Worten aus M die simtlichen Ketten 
aus ,. Wie man nun weiter aus (9) entnimmt, entspricht dem Produkt 
MM zweier Elemente M und M aus M die Summe c,+é, der den 
Faktoren zugeordneten geschlossenen Ketten c, und ¢,. Demnach definiert 
die Zuordnung von Ketten zu den Worten aus I eine homomorphe Ab- 
bildung von ‘M auf die abelsche Gruppe K,. Da , abelsch ist, mu 
hierbei jedem Element aus (IM) die leere Kette zugeordnet sein. Wir 
zeigen nun, daB auch nur den Elementen aus R(M) die leere Kette 
entspricht. 

Es sei w, der dem Wort M, aus M entsprechende Weg von €, und 


w, entspreche die leere Kette. Wir bezeichnen die von w, der Reihe 
Mathematische Annalen. 114. 26 
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nach durchlaufenen Strecken mit ¢;, also w, = t,-t,...t,. Jeden von w, 
beriihrten Punkt von € verbinden wir durch einen Hilfsweg mit p. Aus w, 
und diesen endlich vielen Hilfswegen bestimmen wir einen Weg w,, der 
zu demselben reduzierten Wort von S gehért wie w,. Und zwar schieben 
wir zwischen je zwei Strecken ¢, und ¢;,, den zum Endpunkt von ¢; ge- 
wahlten Hilfsweg nach p und dessen Inverses eiu: t; ww~'t,,,; wo. besteht 
daher aus g geschlossenen Teilwegen w, = w~'t,w, welche in p beginnen 
und bzw. die Strecken ¢, durchlaufen. Ist ¢; = t;, so ist auch w, = w,; 
ist t,t; auf einen Punkt reduzierbar, so ist w,w; auf den Punkt p reduzier- 
bar. Da nun w, jede von ihm durchlaufene Strecke gleich oft in beiden 
Richtungen passieren mu8, damit ihm die leere Kette entspricht, so lassen 
sich die Teilwege w, von w, in einer solchen Reihenfolge zu einem Weg w; 
zusammensetzen, da8 w,; auf den Punkt p reduzierbar ist. 

Ist nun M, das dem Weg w, entsprechende Wort aus M, so gilt 
M, = M,M,...M,. Dem Weg w; entspricht dann ein Wort M, von M, 
welches mit M, in derselben Restklasse von M nach K(M) liegt, und 
welches in IM gleich dem Einheitselement ist. Mithin gehért M, zu R (M), 
wie behauptet worden war. 

Ist W ein beliebiges Element aus S, und M ein solches aus M, so 
ist die Abbildung 

M+>+WMW- 


ein Automorphismus von MM, der auch in M/R(M) einen solchen induziert. 
Gehért W zu M, so ist der in M/K(M) induzierte Automorphismus die 
Identitét. Also besitzt M/K(M) eine zu S/M =~ F homomorphe Gruppe 
von Automorphismen. Da nun M durch die mit allen W aus S zu 
bildenden Elemente WR,W-', .... WR,.W-' erzeugt wird, laBt sich 
M/K(M) als Gruppe mit dem Operatorenbereich R und endlich vielen 
Erzeugenden auffassen. Entspricht nun dem Element M die Kette c,, so 
entspricht dem Element WM W-' die Kette h(W)c,, wahrend ihm in 
M/K(M) das Element M*”) zugeordnet ist. Mithin sind M/K (M) und K, 
sogar operatorisomorph. 

Es sei jetzt weiter 

S/N = G, 


also N die von den Relationen von @ gebildete invariante Untergruppe 
von S, und daher M—> M; es enthalt nach Satz 10 die Gruppe RK, die 
samtlichen den Elementen von N zugeordneten Ketten. Das heiBt: die 
Gruppe ® wird bei dem Homomorphismus M — RK, auf K, abgebildet. 
Da nun &, und M/K(M) isomorph sind, so ist RK, zu 


R/(K(M) ARN) oder [K(M)- N/K (M) 
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isomorph, wobei K(M) ~ RM den Durchschnitt und K(M)-N das Kom- 
positum der Gruppen &(M) und M bezeichnen. Daraus folgen dann die 
Isomorphien: 

(14) Ko] Ky Se [MK (M)]/[K (Me) - N/K (De)] s_ M/[K (M) - RN}. 

Zum endgiiltigen Beweis unseres Satzes 13 bendétigen wir noch den 
folgenden 

Hilfssatz: Ist N invariante Untergruppe einer Gruppe M, so gilt 
K(M/N) = [K(M) - N/R. 

Durchlaufen M,, M, ganz M, so erzeugen die Elemente 

M,RM,RRMP*RMzZ* = M,M,M7' MFR 
die Gruppe R(M/N). Da auch K(M)-N/N von den Elementen 
M,M,M7' Mz! NR = M,M,Mrz1Mz'R 
erzeugt wird, folgt die Behauptung. 

Da nun 2 + M/N ist, so ist 

L/K (LQ) a [M/R]/K (MN) ~ [MY/RNI/[K (M) - N/R] — MYK(M) - K, 
woraus zusammen mit (14) die Isomorphie der Gruppen 2/R(2) und 
K,/K, folgt. 

Entspricht nun der Restklasse M-M von M/M die Restklasse [c,] 
von &,/R,, so entspricht der Restklase WMW-'-® die Restklasse 
[h(W)c,]. Mithin ist 2£/R(L) ~ K,/K, eine Operatorisomorphie. 

Der Satz 14 verschafft uns auch die Kenntnis der zum Gruppen- 
paar ©, 1 konstruierten Gruppe &/R,. Da hier 2 = G ist, so ist 
K,/K, + G/K(G). Da weiterhin M = S ist, so sind die Erzeugenden s; 
von & geschlossene Ketten, mithin R = K,. Es gilt also hier 


RIK,  Ky/RK, ~ G/KG). 


§ 6. 
Uber die Kennzeichnung der Gruppe 6. 


Nachdem die gruppentheoretische Bedeutung der Gruppe § = 8/8, 
und ihrer zulassigen Untergruppe §, = &,/S, erkannt ist, wollen wir uns 
nun mit der Faktorgruppe §/H, ~ K/K, beschiiftigen, die nach § 2 allein 
durch § bestimmt ist. 

Zunichst bemerken wir, da8 ein Ring mit Einselement als abelsche 
Gruppe in bezug auf die Addition seine eigenen Elemente als (Links-) 
Multiplikatoren gestattet. Er kann daher als Gruppe mit Operatoren auf- 
gefaBt werden. Seine Linksideale sind die zulassigen Untergruppen. 

Wir haben nun in §2 die Elemente von 8/8, eineindeutig auf die 
Elemente eines Linksideales r von ® abgebildet. Aus den fiir diese Ab- 
26* 
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bildung giiltigen Regeln (4) und (5) entnimmt man, daB es sich dabei 
um einen Operatorisomorphismus gehandelt hat. 
Das Ideal tr wurde in § 2 als ein Linksideal mit der Basis 


(1 —S,), (1 — 8,), ..., (1 — 8) 
definiert. Da sich nun wegen 
F(l— F’) = (1-—FF’)— (1— FP) 
jedes Element von r in der Form 2m,(1 — F,) mit F, aus § und ganzen 
Zahlen m, schreiben l4Bt, und 
(1—F)F =(1—F’F)—(1—F) 
auch diese Form hat, ist r ein invariant durch § in R definiertes zwei- 
seitiges Ideal. r ist dasjenige Ideal von R, welches durch den Haupt- 
charakter x (%) = 1, der R auf den Ring der ganzen Zahlen abbildet, in 
das Nullideal iibergefiihrt wird. Wir nennen dieses ausgezeichnete Ideal r 
das ,,Grundideal“* von R und haben den 
Satz 15: Die Faktorgruppe $/5, ist operatorisomorph zum Grund- 
ideal t von R. 
Da die Gruppe 8, nur geschlossene Ketten enthilt, kann man die 
Randoperation R von K auch auf § iibertragen. Die ,,geschlossenen“ 


Elemente von § bilden dann offenbar die Untergruppe §,. Also be- 
deutet R einen Operatorhomomorphismus von § auf 9/Ho: 


R(H) = 9/9, =t. 


Wir wollen uns jetzt mit dem Problem der Kennzeichnung von © 
durch die Gruppen des Gruppenbildes beschiftigen. Da wir in unserer 
Konstruktion von § und §, wesentlich den Homomorphismus H (©) = 6/2 
benutzt haben, werden wir sinngeméB nach einer Kennzeichnung von © 
einschlieBlich diesem Homomorphismus H fragen. 

Zunachst entnehmen wir aus Satz 14, daB denjenigen Elementen der 
freien Gruppe S, die zu K(M) gehdren, und nur diesen, die leere Kette 
zugeordnet ist. Fiigen wir also zu den Relationen von © die Worte 
aus (MM) hinzu, so andern sich dadurch die Gruppen SK, K, und 8, 
nicht. Da nun nach unserm Hilfssatz gilt: 


(15)  G/K(L) = [S/R]/K (M/N) ~ [S/RNI/[K (M) - N/R] ~ S/[K M) - VI), 
lassen sich die Gruppen 6 & S/N und G/K(L) = S/[K(M)-RN] durch 
die Gruppen &, R, und R, nicht mebr unterscheiden. Fiir die weiteren 
Betrachtungen nehmen wir daher R(2) = 1 an. 

Es sei jetzt § die zum Gruppenpaar 6, G/L > F mit K(L) = 1 
konstruierte Gruppe und R der sich dabei ergebende Operatorhomo- 
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morphismus von § auf r. Dann setzen wir aus den Elementen [ce] 
von §, die durch R auf Gruppenzahlen der Form (1 — F) abgebildet 
werden, eine Gruppe Y% zusammen, deren Elemente gemaB der Vorschrift 


(16) [e} - fe] = [e] + (1 — Rife)))-{e] 


verkniipft werden. Da fiir geschlossene Elemente von § diese Ver- 
kniipfung in die gewéhnliche Addition von § iibergeht, ist §, in W als 
Untergruppe (ohne Operatoren) enthalten. 

Wir behaupten nun, daB WY zu G isomorph ist. Und zwar labt 
sich Y derart auf G isomorph abbilden, daB dabei §, in & iibergeht. 
Wenn wir dies gezeigt haben, ist der Satz bewiesen: 

Satz 16: Die Gruppe § mit dem Operatorhomomorphismus R von § 
auf das Grundideal t von R kennzeichnet im Falle (2) = 1 die Gruppe G 
mit ihrem Homomorphismus H(G) = G/2 =~ F. Die Elemente [ce] 
von §, fiir die R({[c}) von der Form (1 — F) ist, bilden geméB der Ver- 
kniipfung (16) eine zu G isomorphe Gruppe YW, die $, => 2 als Unter- 
gruppe enthalt. 

Zum Beweis dieses Satzes miissen wir nochmals auf unsere Gruppen- 
bildmethode zuriickgreifen. 

Aus § 2 entnehmen wir, daB die in p beginnenden Wege von € gemiB 
der dort beschriebenen Verkniipfung eine zu S isomorphe Gruppe bilden. 
Gehen wir von diesen Wegen zu den ihnen entsprechenden Ketten 
itiber — nach Satz 5 sind das gerade alle Ketten mit dem speziellen 
Rand (1 — F) —, so bilden diese gemaB der Verkniipfung (9) eine zu S 
homomorphe Gruppe %, fiir die nach Satz 14: Ba S/R(M) gilt. Da 
fiir geschlossene Ketten die Verkniipfung (9) in die gewéhnliche Ketten- 
addition iibergeht, enthailt 8 die Gruppen KR, und &, als invariante Unter- 
gruppen. Wegen SR, ~ (RK (M)-M)/K(M) und (15) folgt daher: 


B/R,  S/(K(M) -N) = G/K (LQ) = G. 


Kiner Kette c von S entspricht nun in § die aus allen Ketten c,+c 
mit c, aus R, gebildete Restklasse [c]. Andererseits entspricht dem 
Element c von B in %/&, die von allen Elementen c,-+ ¢ mit c, aus R, 
gebildete Restklasse, also gerade das Element [ce] von § und @. Da 
nun die Verkniipfung (16) mit der fiir Restklassen von & nach S, ver- 
standenen Verkniipfung (9) identisch ist, sind %8 und %/R, isomorph. 
SchlieBlich ist die in Satz 4 definierte Abbildung von B auf S/R(M) 
derart beschaffen, daB dabei R, in N/(K(M) ~ N) iibergeht; mithin geht 
bei der hierdurch induzierten isomorphen Abbildung von ¥% auf © die 
Gruppe §, in 2 iiber. 
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§ 7. 
Beziehungen zur Theorie der Gruppenerweiterungen. 

Durch die Aussage des Satzes 13 iiber die Untergruppe §, von § 
wird ein interessanter Zusammenhang der hier behandelten Methode mit 
der Schreierschen Theorie der Gruppenerweiterungen*) hergestellt. Auch 
diese Theorie gestattet eine Kennzeichnung von © (wir setzen wieder 
RK (2) = 1 voraus) einschlieBlich dem Homomorphismus H (6) = 6/2 = §. 
Und zwar geschieht dies durch die Gruppe §, und eine als ,,Faktorsystem“ 
von © in §, bezeichnete Gesamtheit D von Elementen von §,. Es 
stehen sich also gegeniiber: die Kennzeichnung von © mit H einmal 
durch § und den Operatorhomomorphismus R von § auf das Grund- 
ideal r von ®, und das andere Mal durch §, und ein Faktorsystem D 
von © in §,. Es miissen daher §, und D durch § und R, und um- 
gekehrt § und R durch §, und D bestimmt sein. Diese Uberfiihrung 
der einen Angabe in die andere ist nun fiir endliche Gruppen § der 
Ordnung w beidemal unter Vermeidung des Umweges iiber die Gruppe © 
méglich. 

Das Faktorsystem D wird aus einem Reprisentantensystem der Rest- 
klassen von © nach & bestimmt. Nun bilden die Elemente 

d,,, dy, , er dp,,_.> dg 


von §, die in r auf die Gruppenzahlen 
R (dp,) =1-F, 


abgebildet werden, ein Reprasentantensystem der Restklassen von I~ © 
nach §, =~ &. Wir erhalten also ein Faktorsystem D von © in §, durch 
die Elemente 


Dy, » = (dy): (dy): (dp p)—' = dp + Fdp — dp r. 


Zur Lésung der umgekehrten Aufgabe zeigen wir zunichst, daB § als 
gewohnliche abelsche Gruppe ohne Operatoren allein durch §, und § 
bestimmt ist. 


Es sei & die von den oben definierten Elementen 
dy,, (i =1, ....@—1) 
in § erzeugte Untergruppe ohne Operatoren. Da das Grundideal r von R 
aus allen Elementen 5 m,(1—F;) mit ganzen Zahlen m, besteht, ist W 


eine freie abelsche Gruppe von w—1 freien Erzeugenden und daher 


6) O. Schreier, t'ber die Erweiterung von Gruppen I, Monatshefte f. Math. 
u. Phys. 34. 
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allein durch w bestimmt. Aus der gleichen Eigenschaft von r folgt, da8 
die Elemente von & ein vollstindiges Reprisentantensystem der Rest- 
klassen von § nach §, bilden. Also ist § das direkte Produkt von U 
mit §,. 

Mit Hilfe des schon oben bestimmten Faktorsystems von © in §, 
kénnen wir nun Operatoren in dem direkten Produkt UW x §, ein- 
fiihren, indem wir setzen: 


(dp)? = — dp + dp py + Dry, ¥. 
Denn es ist dann 
(dp)? = —dp+dpr +dp+Fdp —dpp = Fdp. 


Es sei noch erwahnt, daB diese Konstruktion von § aus §, mit Hilfe 
eines Faktorsystems D von © in §, identisch ist mit der Konstruktion 
einer Gruppe U iiber U ~ §,, die von Herrn Iyanaga’) in seinem Beweis 
des Hauptidealsatzes vorgenommen wird. 

Das Faktorsystem der Gruppe © in §, ist nicht eindeutig bestimmt. 
Vielmehr lassen sich aus jedem Reprisentantensystem der Restklassen 
von © nach 2 Faktorsysteme von © in §, gewinnen. Innerhalb §, 
stehen diese Faktorsysteme miteinander in kompliziertem Zusammenhang. 
Erst die aus ihnen allen gebildete Klasse [D] von Faktorsystemen ist 
dann eine Invariante, die © und den Homomorphismus 

H (6) = 6/2 ~>F% 
kennzeichnet. Die Einbettungsmethode hat demgegeniiber den Vorteil, 
daB der Homomorphismus R(H)= rt durch © und H eindeutig be- 
stimmt ist. 

Die Faktorsysteme von © in §, sind dadurch ausgezeichnet, daB sie 
die Identitaten 
(17) Dr, + Der, ye = F Dp,» + Dr, ee, Dip = Dy,1 =9 
erfiillen. Umgekehrt kann auch jedes Lésungssystem D,, » dieser Iden- 
titaten zur Konstruktion ciner Erweiterungsgruppe von §, benutzt werden. 
Die Frage nach allen Erweiterungsgruppen der Gruppe §, mit Operatoren 
ist also durch die Bestimmung aller Faktorsysteme von §, zu lésen. 
Allerdings ist es héchstens fiir endliche Gruppen § und § méglich, die 
simtlichen Lésungen der Identitaten (17) anzugeben. 

In Parallele zur Frage nach allen Erweiterungsgruppen von §, steht 
in unserer Methode die Frage nach allen in § einbettbaren Gruppen BW. 
Sie ist offenbar identisch mit der Frage nach allen Operatorhomomor- 
phismen R von § auf r. Im nichsten Paragraphen werden wir auf diese 
Aufgabe noch einmal zuriickkommen. 


7) S. Iyanaga, Zum Beweis des Hauptidealsatzes, Hamb. Abh. 10, S. 350. 
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§ 8. 
Die Bestimmung von Invarianten von © und H. 

Der Invarianzsatz 11 erméglicht uns die Bestimmung von Invarianten 
der Gruppe © und ihres Homomorphismus H (6) = G/2 durch Kenn- 
zeichnung der Gruppen § und §,. Hierfiir kommt zunachst nur die 
Gruppe § = R/S, in Frage, da sie bereits durch Erzeugende und de- 
finierende Relationen dargestellt ist. 

Nach Satz 10 besitzt R/R, die definierenden Relationen: 


Cy = 258 i= - ee B). 
RK/K, ist also durch Angabe der Matrix 
M=(r,,) (§=1,..., 8; E=1,..., 9) 
mit Komponenten aus dem Gruppenring ® von § bestimmt. Die Er- 
mittlung von Invarianten der Matrix M gegeniiber den Abinderungen 
der Schreibweise von R/R, durch Erzeugende und definierende Relationen 
ist eine der gewdhnlichen Elementarteilertheorie verwandte Aufgabe. Man 
zeigt leicht, daB die sogenannten ,,Determinantenideale‘ von M In- 
varianten von S/R, sind, aber die Gruppe im allgemeinen nicht kenn- 
zeichnen. Unter dem i-ten Determinantenideal d, der R-Matrix M wird 
dabei das von allen denjenigen Unterdeterminanten von M erzeugte Ideal 
in R verstanden, die durch Streichen von i Spalten und (f — n+ 4) 
Zeilen entstehen. Man setzt d; = (1) fiir i>. 

Herr Burau*) hat im Falle freier abelscher Gruppen § auch die 
Gruppe &,/R, durch Erzeugende und definierende Relationen dargestellt 
und nachgewiesen, daB die Determinantenideale mit gleichem Index von 
RK/K, und K,/K, miteinander iibereinstimmen. Dieses Resultat wirft ein 
Licht auf die im vorigen Paragraphen behandelte Frage, wieweit sich § 
und §, gegenseitig bestimmen. 

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, die Gruppe § einschlieBlich 
dem Operatorhomomorphismus R von § auf das Grundideal r von & 
algebraisch zu charakterisieren. 

Da der Homomorphismus R bekannt ist, wenn man die Bilder der 
Erzeugenden s, von § in r kennt, la8t sich R durch eine Matrix 


a, 
r=()=e0 
a,, 


mit a; = R(s,) vollstindig beschreiben. Die Gruppe § und ihr Homo- 
morphismus R sind also durch das Matrizenpaar M, P bestimmt. Zwischen 


*) W. Burau, Uber Verkettungsgruppen, Hamb. Abbdl. 11, 8S. 171. 
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M und P besteht wegen der Geschlossenheit der Relationen von § die 
Beziehung: 
(18) M-P = 0. 

Wir ermitteln jetzt die durch Abanderungen der Schreibweise von § 
definierte Aquivalenzklasse [M, P] des Matrizenpaares M, P. Sie ist dann 
eine die Gruppe § mit ihrem Operatorhomomorphismus RF kennzeichnende 
Invariante. Wegen Satz 16 kennzeichnet [M, P] auch die Gruppe © mit 
ihrem Homomorphismus H (©) = G/2 = §. 

Zuniachst ist in M die Reihenfolge der Zeilen beliebig; die Reihen- 
folge der Spalten von M darf nur gleichzeitig mit der Reihenfolge der 
Zeilen von P geandert werden. 

Die Abanderungen der Schreibweise von §, soweit sie nur die Re- 
lationen von § betreffen, lassen P unverindert. Sie kénnen offenbar 
auf die beiden elementaren Prozesse zuriickgefiihrt werden: Hinzunehmen 
und Fortlassen von Folgerelationen der iibrigen. Folgerelationen sind 
aber Linearkombinationen, so da8 es sich um den Ubergang 


Tik 
Tin) > id 
( tx) P 157 jx 
j=1 


und den dazu inversen handelt. 

Durch Hinzunahme einer neuen Erzeugenden s,,., zu den s, erhalt M 
eine neue Spalte mit lauter Nullen und P eine neue Zeile. Die Definitions- 
relation 

Cota = Te4+1,18, +-...+ T3+1,n8n + Sn4i 


vermehrt M um die neue Zeile (rg.1,1,-+-;%+1,n, 1). Im Ganzen geht 


Pa : "we Tir 0 
M = (r,,) in MW’ = vil ) 
und gleichzeitig 


, a, 
P=(@) in P=| fg 
(a,) in ( ~ 2 ta+ 1,j° .) 


iiber. Enthalt umgekehrt M eine Spalte mit lauter Nullen und einer 1, 
so darf diese Spalte, die ihr entsprechende Zeile in P und die die 1 ent- 
haltende Zeile in M fortgelassen werden. 

Nach Satz 1 ist durch diese Uberginge [M, P] bestimmt. — Man 


erkennt, da8 sich in § stets solche Erzeugende einfiihren lassen, dab P 
die Gestalt 


r=(3) 
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annimmt, in der a,,...,@, ein beliebiges Erzeugendensystem des Links- 
ideales r von R darstellt, zu welchem noch eine unbestimmte Anzahl 
Nullen hinzukommt. 

Hiernach ist es leicht méglich, die Gesamtheit der zur festen Gruppe § 
konstruierbaren Gruppen § mit dem Operatorenring ® zu ermitteln. Ist 
nimlich a,,...,@, ein System von Erzeugenden von r, das keine iiber- 
fliissigen Elemente enthalt, so liuft diese Bestimmung auf eine Klassi- 
fikation aller Gruppenringmatrizen M = |/r;;|| mit endlicher Zeilen- und 
Spaltenzahl, letztere > n, nach der Giiltigkeit der homogenen Gleichungen 

y 3a; =0 


j= 
P=(¢) 

ist ein Operatorhomomorphismus von § auf r definiert, der die Konstruk- 
tion einer Gruppe YB gestattet, zu welcher § mit Hilfe von § bestimmt 
werden kann. 

Wir kommen nun noch einmal auf die in §7 aufgeworfene Frage 
nach allen Operatorhomomorphismen einer festen Gruppe § auf das Grund- 
ideal r von ® zuriick. Offenbar hat man dazu alle einspaltigen Lésungs- 


matrizen P der Matrizengleichung (18), d. h. alle Lésungssysteme a,,..., a, 
der linearen homogenen Gleichungen 


heraus. Denn durch 


2 ja; =0 (§ = 1,..5)) 
j=1 
im ganzzahligen Gruppenring R zu bestimmen, und unter diesen die- 
jenigen auszusondern, die eine Basis fiir das Linksideal r von ® bilden. 
Fiir abelsche Gruppen § existieren Methoden zur Behandlung dieser 
Aufgabe. 


§ 9. 
Uber das annullierende Ideal der Gruppe 9. 


Wir wollen uns nun mit einer speziellen Invariante von Gruppen 
mit Operatoren beschiaftigen, die man das annullierende Ideal 0 der Gruppe 
nennt. o ist fiir beliebige Operatorenringe R erklirt und besteht aus 
allen denjenigen Elementen r von &, die jedes Gruppenelement [c] an- 
nullieren: r-[c] = 0. Im Falle nichtkommutativer Operatorenringe ist o 
fiir Linksmoduln ein Linksideal. 

Uber das annullierende Ideal 0 unser Gruppe § = K/K, kénnen wir 
zunachst einige Aussagen machen, die allein aus der Existenz des Homo- 
morphismus RF folgen: 





Rk 


: 
| 









Tes 5 


~ re Se ee 
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Satz 17: Fiir unendliche Gruppen § ist das annullierende Ideal der 
Gruppe $ das Nullideal. Ist § dagegen endlich, so gilt: 


o= |m-> F}, 
F 
wohei m eine ganze Zahl und SF die Summe iiber similiche Elemente 
$ 
von % bedeutet. 
Haben wir S/R, mit den Erzeugenden s, dargestellt, so gehért r 
dann und nur dann zu 0, wenn rc fiir jedes Element ¢ von & zu 8, 


gehért. rc muB daher geschlossen sein. Wahlen wir nun c so, daB 
R(c) = 1—F’ ist, und setzen r= J’ ny F mit endlich vielen von 0 
7 


verschiedenen ganzzahligen Koeffizienten ny, dann muB gelten: 


d np F (1 — F’) = 0. 
A 


Hat nun § unendlich viele Elemente, so kann man offenbar F’ der- 
art wahlen, da8 fiir ein in r auftretendes F” das Element F” F’ von 
allen F in r verschieden ist. Daraus folgt n» = 0 und durch Induktion 
r = 0, also der erste Teil der Behauptung. 

Ist dagegen § endlich, so muB 

2d (np — Mpr'-) F = 0, 


also mp» = np pr-1 sein, fiir alle F’ aus §. Demnach miissen alle mn» gleich 
einer ganzen Zahl m sein, wie behauptet wurde. 

Wir bestimmen jetzt m in Spezialfillen des Homomorphismus H 
von © auf §. 

Satz 18: Das Grundideal + des Gruppenringes R einer endlichen 
Gruppe & besitzt das annullierende Ideal 

=> { a PF \, 
F 
Da nimlich jedes Element von r in der Form 2 n;(1—F) ge- 
> 


schrieben werden kann und offenbar (XY F)(1— F’) = 0 ist, folgt die 
3 


Behauptung. 

Wir behandeln nun noch den fiir die Anwendung wichtigsten Fall, 
daB F ~ G/K(G) ist. 

Satz 19: Ist G eine beliebige Gruppe, deren Faktorkommutatorgruppe 
&§ = G/K(G) endlich ist, so ist das annullierende Ideal der zum Gruppen- 
paar ©, & konstruierten Gruppe K/K, gleich 


o= (J F\}. 
F 
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Da © iiber &(G) von endlicher Ordnung e ist, miissen in 6 

Relationen der Form 
R, = J] S}*) G,; G=l,....f) 

j=1 
mit G,; aus R(S) und der Determinante | 7, ;| = e existieren. Entspricht 
nun dem Wort R, aus S die Kette c; = z r,; 8; von &,, so liegen auch 
j=1 

alle Ketten Ds,, Ds,,..., Ds, mit D = |r,;| in ,, da sie sich aus 
den c, linear kombinieren lassen. Also gehért D gu o und hat daher 


die Form D=m JF. 
m3 


Ist c = S m;,;F;s; die dem Wort W von GS entsprechende Kette, 
i,j 
so entnimmt man aus (9), daB darin >» m,;; die Summe der Exponenten 


der Erzeugenden S; im Wort W bedeutet. Setzen wir also in der Kette c, 

alle Elemente F aus § gleich 1, d. h. betrachten wir R modulo r, so geht ¢, 

in E5 s, tiber, also D in e. Andererseits geht D=m J F hierbei 
C2 : 

in a iiber, so daB m = 1 sein muB, wie behauptet wurde. 

Der Satz 19 hat fiir das Problem der Gruppenkennzeichnung den 
negativen Inhalt, daB das annullierende Ideal der zum Gruppenpaar 6, 
©/K(G) konstruierten Gruppe K/K, allein durch G/R(G) bestimmt ist. 
Er gewinnt aber dadurch an Interesse, da8 sich aus ihm mittels einer 
leichten Hilfsiiberlegung der sogenannte Hauptidealsatz der Zahlentheorie 
folgern 1aBt. 

Bekanntlich*) l4Bt sich dieser Satz auf die folgende Aussage iiber 
metabelsche Gruppen zuriickfiihren: 

Satz 20: Es sei G eine metabelsche Gruppe mit den Erzeugenden 
S,, 8,, ..., S, und endlicher Faktorkommutatorgruppe §. Besitzt dann das 
Element S aus © die Ordnung v tiber R(G), so gilt 


V=]7/TST-'‘=1 inG, 
T 


wenn T ein Reprasentantensystem von © nach dem von K(G) und S er- 
zeugten Normalteiler durchlauft. 

Da V zu &(G) gehért, kénnen wir die Aussage des Satzes 20 in 
eine Aussage iiber die zum Gruppenpaar ©, § konstruierte Gruppe &,/S8, 
verwandeln, die wegen K(K(G)) = 1 zu K(G) isomorph ist. Wir haben 
also nur das Wort V in eine Kette c von K, zu iibersetzen und zu 
zeigen, daB c zu K, gehért. 


*) Vgl. z. B. S. Iyanaga, a. a. O. 
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Ist s die dem Element S entsprechende Kette, so gehért nach Satz 4 
zu S* die Kette 
(1 + h(S) +... + h(S*-*))s 
und daher zum Wort V die Kette 
e = Yh(T) (1+ h(8)+...+h(S*—))s. 
T 


Die Elemente h(T7 S*‘) durchlaufen aber alle Elemente von § gerade 
einmal, so daB c=(JF)s ist. Und diese Kette liegt nach Satz 19 
3 


tatsichlich in &,. 

Der Zusammenhang dieses Beweises mit demjenigen von Herrn 
Iyanaga’) ist durch die Bemerkung aus § 7 geklirt, daB die dort an- 
gegebene Konstruktion der Gruppe S/R, aus &,/R, mit Hilfe eines 
Faktorsystems von © in S,/8, identisch mit der Konstruktion der 
Gruppe U aus U~ K,/R, bei Herrn Iyanaga ist. 


(Eingegangen am 17. 11. 1936.) 











Gewebe und Gruppen. 
(Topologische Fragen der Differentialgeometrie 65.) 


Von 


G. Bol in Hamburg. 





Die folgenden Untersuchungen kniipfen-an die schénen Ergebnisse 
von K. Reidemeister und G. Thomsen iiber die Axiomatik der Gewebe') 
an. Ein Gewebe ist nach Thomsen eine Menge von zweierlei Elementen, 
,Punkten“‘ und ,,Geraden“, wobei die Geraden in drei Klassen, die man 
,scharen nennt, eingeteilt sind. Fiir die Elemente gelten die beiden 
Axiome: 

I. Durch jeden ,,Punkt geht eine ,,Gerade‘ jeder Schar. 

Il. Zwei Geraden aus derselben Schar haben keinen, zwei Geraden aus 
verschiedenen Scharen genau einen Punkt gemeinsam. 

Als einfachstes Beispiel erwihnen wir das Gewebe, das besteht aus 
drei Biischeln von parallelen Geraden in der affinen Ebene, hier priift 
man die Giiltigkeit von I. und II. sofort nach. Allgemeiner und axio- 
matisch wichtiger ist aber folgendes Beispiel : 

Sei G eine beliebige Gruppe mit Einheitselement e, die endlich oder 
unendlich sein darf. Dann ordnen wir jedem geordneten Tripel von 
Elementen {a,, a,, @,} von ©, wofiir 
(1) @,4,4, = @, 


einen ,,Punkt*‘ zu. Diejenigen Punkte, fiir die a, einen festen ,,Wert“ 
hat, sollen eine ,,Gerade“ der ersten Schar bilden, diejenigen, fiir die a, 
fest ist, eine der zweiten Schar, und diejenigen, fiir die a, denselben Wert 
hat, eine Gerade der dritten Schar. Gibt man also den ,,allgemeinen“ 
Punkt an durch {z,, 2,, 2,}, so werden die Geraden der ersten Schar dar- 
gestellt durch eine Gleichung x, = a, die der zweiten durch z, = b, die 
der dritten Schar durch z, = c. 

Diese ,,Punkte“ und ,,Geraden“ geniigen nun offenbar den Axiomen I 
und II: durch den Punkt {a,,a,,a,} gehen die Schargeraden z, = a,, 
Zo =4,, %, = a,. DaB zwei Geraden derselben Schar keinen Punkt ge- 


1) K. Reidemeister: Gewebe und Gruppen, Topologische Fragen der Differential- 
geometrie 5, Math. Zeitschr. 29 (1929), S. 427; G. Thomsen: Gewebe und Gruppen, 
Topologische Fragen der Differentialgeometrie 12, Hamb. Abhdl. 7 (1929); K. Reide- 
meister, Grundlagen der Geometrie, Berlin und Leipzig 1930; H. Kneser, Gewebe 
und Gruppen, Topologische Fragen der Differentialgeometrie 43, Hamb. Abhdl. 9 
(1932). 
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meinsam haben, ist nach ihrer Definition selbstverstindlich, und etwa 
die Geraden 2, = a, z, =c haben genau den Punkt {a,a~'c~',c} ge- 
meinsam. 

Sie bilden also ein Gewebe im Thomsenschen Sinne. Wahlt man 
fiir © die Translationsgruppe einer reellen Geraden, so erhalt man als 
Spezialfall offenbar unser erstes Beispiel. 

In einem Gewebe kénnen gewisse SchlieBungssitze gelten, man kann 
etwa fordern, daB die Fig. 1, die einer Wiirfelprojektion gleicht, — die 
,,Reidemeisterfigur*, die wir kurz mit R andeuten — sich immer schlieBt. 
Ein Sonderfall wire, zu fordern, da8 nur solche R-Figuren geschlossen 
sein sollen, bei denen A und B zusammenfallen, d. h. daB das Sechseck 
der Fig. 2 stets geschlossen sein soll. Als drittes Beispiel erwihnen wir 





Fig. 2. Fig. 3. 


die Fig. 3, das ,,Thomsensche Dreieck‘‘ T. Simtliche Figuren schlieBen 
sich offenbar in dem Gewebe, das aus drei Parallelenbiischeln besteht. 
Von Thomsen stammt nun der schéne Satz: Wenn in einem Gewebe R 
stets geschlossen ist, so kann man dem Gewebe eine Gruppe zuordnen, 
derart, daB den Punkten des Gewebes eineindeutig die Elementetripel 
der Gruppe entsprechen, die (1) geniigen, und die Geraden durch die 
Gleichungen 
(2) Ss =6,  =b, =e 


dargestellt werden. Das Gewebe laiBt sich also dann stets als ,,Gruppen- 
gewebe“ im obigen Sinne erkliren. Umgekehrt ist in einem Gruppen- 
gewebe R stets geschlossen. SchlieBt sich auch noch 7, so ist die Gruppe 
kommutativ, umgekebrt ist in einem Gewebe, das zu einer kommutativen 
Gruppe gehért, 7 stets geschlossen. Als Erginzung schlieBlich: Wenn T 
geschlossen ist, so ist auch R stets geschlossen. Es geniigt also schon, 
da8 T geschlossen ist, damit sich das Gewebe durch eine kommutative 
Gruppe erkliren 1aBt. 


Da es nichtkommutative Gruppen gibt, so folgt aus der Geschlossenheit 
von R sicher nicht die von T. Ob nicht vielleicht aus der Geschlossenheit 
des Sechsecks schon die von R folgt, dariiber l48t sich zunichst nichts 
aussagen. 
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In dieser Arbeit wollen wir diese Frage im verneinenden Sinne be- 
antworten, indem wir die Figur heranziehen, die in Fig. 4 dargestellt ist. 
Sie ist offenbar ein Sonderfall von R, und entsteht, wenn A und B auf 
derselben 1-Geraden liegen, wir wollen sie deshalb mit U, bezeichnen. 
Offenbar spielt in dieser Figur, anders wie bei R, S, 7, die Schar 1 eine 

besondere Rolle. Die Figur U,, die 

U entsteht, wenn A und B auf der- 

Z selben 2-Geraden liegen, ist von ihr 

wesentlich verschieden, und wenn 

4 w  U, geschlossen ist, so braucht sich 

U,durchaus nicht stets zu schlieBen. 

Fig. 4. Fig. 5. Von beiden Figuren verschieden 

ist U,, die entsteht, wenn A und B 

auf einer Geraden 3 liegen. Offenbar sind simtliche U-Figuren in R als 
Sonderfall enthalten, und jede einzelne enthalt S als Sonderfall. 

Wir wollen nun Gewebe untersuchen, wo die Figuren U,, U,, U, 
simtlich geschlossen sind. Es wird sich herausstellen, daB diese sich 
ahnlich, wie oben die Gruppengewebe, erzeugen lassen mit Hilfe gruppen- 
ahnlicher Bereiche, fiir die aber das Assoziativgesetz nicht mehr allgemein 
gilt. An die Stelle dieses Gesetzes tritt vielmehr die Regel: 


(3) a(b(cb)) = ((ab)c)b. 


Das ist also eine Teilaussage des Assoziativgesetzes, die gestattet, bei ge- 
wissen Produkten die Beklammerung zu dndern. 

Bemerkenswert ist dabei, daS man nur zwei der Figuren U braucht: 
Wenn U, und JU, geschlossen sind, so schlieBt sich stets auch U,. 

Die Frage: ,,Folgt aus U,, U,, U, schon R?“ ist nun gleichbedeatend 
mit dieser: ,,Gibt es Bereiche mit einem Einheitselement und eindeutig 
umkehrbarer Multiplikation, wo (3) gilt, aber nicht das volle Assoziativ- 
gesetz 7“ 

Beide Fragen lassen sich durch Angabe eines Beispiels in bejahendem 
Sinne beantworten. Zuniichst stellt sich naimlich heraus, daB in jedem 
distributiven Ringe, wo die ,,Alternativgesetze“ 

(4) a(ba) = (abja, a(ab)=(aa)b, (baja = b(aa) 

gelten, das Gesetz (3) stets erfiillt ist. Nun hat Dickson*) derartige 
Ringe, die sogenannten ,,Alternativkérper‘ angegeben, die nullteilerfrei 
sind. Offenbar gelten also in dem multiplikativen Bereich, der sich einem 
solchen Alternativkérper entnehmen laBt, die Gesetze (3), ohne daB der 
Bereich assoziativ ist. 


*) L. E. Dickson: Algebren und ibre Zahlentheorie, Zirich und Leipzig 1927, S. 264. 
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Die Alternativkérper haben nach einem Satze von Artin und Wedder- 
burn’), falls sie nicht assoziativ sind, stets unendlich viele Elemente. Wir 
geben deshalb noch ein anderes Beispiel — das von Herrn H. Zassenhaus 
stammt — von einem nichtassoziativen Bereich mit eindeutig umkehr- 
barer Multiplikation, in dem (3) gilt, und der sogar die Eigenschaft hat, 
kommutativ zu sein. 

Bereiche der hier betrachteten Art wurden, wie ich erst nach Fertig- 
stellung dieser Arbeit erfuhr, 1935 von Fri. R. Moufang angegeben, und 
Quasigruppen genannt‘). 

Ich méchte hier noch darauf hinweisen, daB die von Fri. Moufang 
getroffene Unterscheidung zwischen Quasigruppen Q* und Quasigruppen Q** 
unwesentlich ist. In den Quasigruppen Q** soll fmlich auBer (3), und 
der daraus leicht zu beweisenden entsprechenden Regel 


(3a) ((bc)b)a = b(e(ba)), 
noch die Regel gelten 
(3b) (ba) (cb) = {b(ac)} b = 6 {(ac) bd}. 


Diese Regel 14Bt sich aber aus (3) und (3a) folgern, so daB jede Quasi- 
gruppe Q* schon eine Quasigruppe Q** ist’). 

Dafiir wire aber eine andere Unterscheidung méglich, indem man 
auch solche Bereiche betrachtet, wo statt (3) die Gleichung (8) gilt. Es 
ist mir zwar nicht gelungen zu zeigen, daB es Bereiche gibt, wo (8) gilt, 
ohne daB (3) erfiillt ist*), doch erscheint das aus geometrischen Griinden 
wahrscheinlich. (8) bedeutet ja die Geschlossenheit einer U-Figur, und es 
ist schlecht zu sehen, wie daraus das Geschlossensein der anderen gefolgert 
werden kénnte. 

Auf einen einfachen Beweis des Hauptergebnisses von Frl. Moufang 
— wenn in einer Quasigruppe drei Elemente a, 6, c sich assoziativ multi- 
plizieren [a (bc) = (ab) c], so erzeugen sie einen assoziativen Teilbereich —, 
sowie auf eine Verallgemeinerung dieses Satzes hoffe ich bald zuriick- 
zukommen. Durchfiihrbar scheint die Aufstellung aller endlichen kommu- 


3) M. Zorn: Theorie der alternativen Ringe, Hamb. Abhdl. 8 (1930). 
*) R. Moufang, Zur Theorie der Alternativkérper, Math. Annalen 110 (1934), 
8. 416—430; den Hinweis auf diese Arbeit verdanke ich Herrn O. Blumenthal. 
5) Es ist 
b(ac) = b(a (6 (b-! c))) = ((ba) b) (b-* c) (nach (3a)), 
also 
{b(ac)} b= {((ba) b) (b-? c)} b = (ba) {b((b-*c)b)} = (ba) (ed). 
Dabei sind auBer (3) und (3a) die in jeder Quasigruppe giltigen Regeln (12) und 
(17) benutzt worden. 
*) Nach der Drucklegung ist es Herrn Zassenhaus gelungen, auch hierfir ein 
Beispiel zu finden. Vgl. den Nachtrag. 
Mathematische Annalen. 114. 27 
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tativen Quasigruppen zu sein, diese sind genau wie im kommutativen Fall 
direktes Produkt von p-Quasigruppen. Fiir p + 3 sind diese assoziativ, 
also gewohnliche Abelsche Gruppen, nur p = 3 macht noch Schwierigkeiten. 


§ 1. 
Gewebe und Normbereiche. 


Zeigen wir zunichst, wie sich nach Thomsen in jedem Gewebe eine 
Multiplikation erkliren la8t (Fig. 6). Dazu wahlen wir in unserem Ge- 
webe eine feste Gerade e, etwa der ersten Schar, und darauf den festen 
Punkt Z. Dann wird jedem Punkte unserer Geraden ein Symbol zu- 
geordnet, so soll zu B das Symbol 6 gehéren, zu A das Symbol a. Dann 
laBt sich mit Hilfe unseres Gewebes eine Multiplikation dieser Symbole 











Fig. 6. Fig. 7. 


so definieren, wie es die Fig. 6 angibt, man bestimmt zuerst den Schnitt- 
punkt P von 2 durch # und 3 durch B, dann Q als Schnittpunkt von 2 
durch A und 1 durch F und sodann C als Schniitpunkt von 3 durch Q 
mit e. Ist dann ¢ das C zugeordnete Symbol, so wollen wir c das Produkt 
von a und b in dieser Reihenfolge nennen: 


e=a-b., 
Offenbar ist das E zugeordnete Symbol e das Einheitselement dieser 
Multiplikation, es gilt fiir jedes z: 
ez=Z-e= 2. 
Denn wenn man in der Fig.6 etwa B mit E zusammenfallen laBt, so 
fallen auch A und C zusammen. 

Unsere Multiplikation ist auch eindeutig umkehrbar, denn wenn man 
sich in Fig. 6 B und C gegeben denkt, so ist dadurch schon A eindeutig 
bestimmt, und wenn A und C gogeben sind, so ist dadurch auch B fest- 
gelegt. Das besagt aber genau, daB sich die beiden Gleichungen 
(5) m-L=N, y-m=n 
bei gegebenen m und n stets eindeutig nach z bzw. y auflésen lassen. 
Insbesondere ist in Fig. 7 angegeben, wie man zu einem vorgegebenen 
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Element das Inverse konstruiert. Liegen die Punkte A und D, wie in 
in der Figur durch die ausgezogenen Linien angegeben ist, so ist offenbar 
a-d=e, 

d ist dann das ,,Rechtsinverse“ von a. Daraus braucht aber nicht zu 
folgen, daB nun auch d-a = e wird, es entspricht ja dem Symbol d-a 
der Punkt F in unserer Figur. Dafiir, da8 d auch Linksinverses ist, ist 

also notwendig, daB ein gewisses Sechseck S geschlossen ist. 

Natiirlich darf man nicht sagen: Wenn bei unserer Multiplikation 
jedes Rechtsinverse auch Linksinverses ist, so ist S stets geschlossen, 
man kénnte das nur behaupten fiir solche Sechsecke, die ihren Mittel- 
punkt in # haben. Es gilt aber offenbar der Satz: 

Wenn bei jeder im Gewebe — durch verschiedene Wahl von ¢ und E — 
erklarbaren Multiplikation Rechtsinverse auch linksinvers sind, so ist S stets 
geschlossen. 

Wichtig fiir das folgende ist, daB man unsere Symbole auch einein- 
deutig den Punkten der Geraden 2 durch Z, wir wollen sie ¢, nennen, 
zuordnen kann. Liegt naimlich der Punkt B* von «, mit dem Punkte B 
von € aut einer Geraden 3, so wollen wir auch B* das Symbol } zu- 
ordnen (Fig. 8). Man kann dann fiir unsere Symbole eine neue Multi- 
plikation definieren, indem 
man die Scharen 2 und 1 
durchaus die Rollen vertau- 
schen la8t. So ist in der 
Figur das neue Produkt der 
beiden Symbole a und 6, daB 
wir mit a+b andeuten, kon- Fig. 8. Fig. 9. 
struiert, dieses Produkt ist also 
dasjenige unserer Symbole, das dem Punkte C*, also dem PunkteC zugeordnet 
ist. Wie hangt dieses neue Produkt mit dem alten zusammen? Aus der Figur 
liest man ab, daB nach der alten Definition b-a = c ist. Wir haben also: 


(6) a+*b = bea. 


Diese Regel wird uns noch manchmal von Nutzen sein. 

Wir wollen nun folgenden Satz beweisen: 

Wenn in einem beliebigen Gewebe die Multiplikation wie oben definiert 
wird, so kann man die Punkte des Gewebes eineindeutig abbilden auf die 
geordneten Paare \a,,a,} unserer Symbole, so daf a, ftir die Punkte einer 
Geraden 1 konstant ist, a, fiir die Punkte einer Geraden 2 fest ist, und 
fiir diejenigen, die auf einer Geraden 3 liegen, das Produkt a,a, konstant ist. 

Der Beweis ist sehr einfach’(Fig.9). Wir ordnen namlich dem 
Punkte P das Paar {b,a} unserer Symbole zu. Diese Zuordnung ist 
27* 
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offenbar eineindeutig, auf einer Geraden 1 ist B fest, also 6, auf einer 
Geraden 2 ist a fest, und fiir die Punkte einer Geraden 3 ist C immer 
derselbe Punkt, also das Produkt a-b fest. 

Dieser Satz laBt sich aber auch umkehren: 

Sei WU ein beliebiger multiplikativer Bereich mit einem zweiseitigen 
Einheitselement e und eindeutig umkehrbarer Multiplikation. Das heiBt also, 
daB fiir jedes z aus U 
(7) Ze=e-ztzq=2 
gelten soll, und daB die Gleichungen (5) bei beliebiger Wahl von m 
und » aus & eindeutig lésbar sein sollen. Wir wollen einen solchen Be- 
reich & einen Normbereich nennen. 

Nennt man dann jedes geordnete Elementepaar |a,,a,) von U einen 
Punkt, und setzt fest, daB solche Punkte, fiir die a, denselben Wert hat, 
eine Gerade 1 bilden sollen, solche, wo a, fest ist, eine Gerade 2, und solche, 
wo das Produkt a,a, fest ist, eine Gerade 3, so bilden diese Punkte und 
Geraden ein Gewebe. 

Da8B Axiom I erfiillt ist, ist wieder nach Definition klar, ebenso, 
daB zwei Geraden derselben Schar keinen Punkt gemeinsam haben. Den 
letzten Teil von Axiom II bestiatigt man sofort: die Geraden z, = a und 
xz, = 6 haben offenbar genau den Punkt {a,b} gemeinsam, die Geraden 
Zz, = 4, Z,x, =e genau den Punkt {a,d}, wo d die eindeutig bestimmte 
Lésung der Gleichung z-a = c darstellt, und schlieBlich die Geraden 


xz, = b, x2, = ¢ genau den Punkt {/, 6}, wenn / die Lésung der Gleichung 
b-y =c darstellt’). 

Der einem vorgegebenen Gewebe zugeordnete Bereich & ist offenbar 
erst dann eindeutig bestimmt, wenn noch E festgelegt ist. Andert man £, 
so entsteht ein neuer Bereich, der zu dem alten im allgemeinen nicht 
isomorph ist, wie sich spiter an Beispielen noch genau herausstellen wird. 


§ 2. 
Die Figuren U;. 

Es bedeutet nun offenbar jeder SchlieBungssatz im Gewebe eine neue 
Aussage fiir die Multiplikation in MU Wir haben schon gesehen: wenn S 
geschlossen ist, so ist (bei beliebiger Wahl von EZ) in U jedes Rechts- 
inverse auch linksinvers. Das gilt also auch, wenn irgendeine der Figuren 
U,, U,, U, geschlossen ist, denn diese enthalten S als Sonderfall. 


7) Offenbar kann man die Punkte {a,, a,} in vielfacher Weise so zu Geraden 
zusammenfassen, daB die Gewebeaxiome erfillt sind. So kann man auch festeetzen, 
da8 auf der dritten Schar a,-a, fest sein soll. Doch wollen wir uns hier nur mit 
der angegebenen Definition beschaftigen. 
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Wir wollen jetzt untersuchen, welche Regeln in UW gelten, wenn die 
Figur U, geschlossen ist: 

Wenn in einem Gewebe U, geschlossen ist, so gilt in jedem zugehérigen 
Normbereich die Regel : 


(8) a((bc)b) = ((ab)c) b. 
Also insbesondere, wenn man a-b = d und b = c—! setzt: 
(9) (d-c)-c~1 = d. 


Zum Beweis betrachten wir die Fig. 10. Da sind bei beliebiger Wahl 
von a,b,¢ die den beiden Seiten von (8) entsprechenden Punkte kon- 
struiert (ausgezogen), wir miissen aus der Geschlossenheit von U, folgern, 
da8 sie zusammenfallen, also daB Q und R auf einer Geraden 3 liegen. 
Setzen wir nun auf den beiden Strecken von b nach bc und von ab nach 





















. ab. fab 7 affecld) 
Yi------7-7--------- V flaatlep 


Fig. 10. 


(ab)c auch nach unten Dreiecke auf, so bilden die beiden Vierecke SLU B 
und TNVM den Anfang einer Figur U,, so da durch U und V eine 
Gerade 1 gehen muB. Dann aber bilden auch die acht Punkte PXUW, 
QRVY schon fast eine Figur U,, und da diese geschlossen sein soll, 
mu8 durch Q und R wirklich eine Gerade 3 gehen. Damit ist die Be- 
hauptung bewiesen. 

Die Gleichung (9) hatte man statt als Sonderfall von (8) auch leicht 
direkt beweisen kénnen, der Beweis geht aus der Fig. 11 hervor, die 
wohl keiner Erlauterung mehr bedarf. (9) ist vor allem niitzlich, um 
Gleichungen lésen zu kénnen; wenn (9) gilt, so ist die Lésung der 
Gleichung z-m =n offenbar z= (x-m)m-'=n-m-', Das werden 
wir noch oft verwenden. 

Wir beweisen gleich die Umkehrung unseres Satzes: 

Wenn in einem Normbereich (8) gilt, so ist in dem zugehérigen Ge- 
webe U, geschlossen. 

Setzt man naimlich zunichst: a-b = e, b-c =e, so besagt (8): c-b =e. 
Also ist in (8) die Aussage enthalten, daB jedes Linksinverse auch rechts- 
invers ist. Setzt man a-b = d, b = c™', so folgt wieder (9). 
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In der Fig. 12 sind nun acht Punkte eingezeichnet, durch die Gleich- 
heit der entsprechenden Koordinaten ist schon ausgedriickt, da8 sie auf 
den angegebenen Geraden 1 und 2 liegen. Sie liegen auch paarweise auf 
den eingezeichneten Geraden 3, wenn die Bedingungen gelten: 

(10) b,a,=6,a,, 6,¢,=6,a,, ¢,4, = 6, ¢,. 
Bewiesen mu werden, daB die so angefangene Figur U, sich schlieBt, 
also die Pfeile dieselbe Gerade 3 darstellen, d.h., daB c,a, = c,a,. 
Aus den beiden ersten Gleichungen (10) folgt nun mit Hilfe von (9) 
zunachst 
[abl 1 Luma] b, = (b,a,) az’ = (b,a,) a5’. 
Daraus durch Rechtsmultiplikation mit a, 
nach (9) und (8): 
122.62] b, a, = ((b,a,) as" )a, = 6, ((a,a;") a,), 
und wegen der eindeutigen Lésbarkeit 
der Gleichung 6, = n: 
[nb] [2x62] a, = (a,a;')a,. 
Fig. 12. Diese Gleichung multiplizieren wir 
links mit c, und wenden wieder (8) an, 
jetzt in umgekehrter Richtung. Dann ergibt sich: 


¢,@, = ¢, ((a,a5')a,) = ((c, @,) @5') ay. 


Hier setzen wir rechts nach der dritten Gleichung (10) ein. Dann 
ergibt sich mit (9) tatsichlich 


C,@, = ((Cya5)a5")a, = c,d, 






also gerade die zu beweisende Gleichung. Damit ist der Satz bewiesen. 

Es ist nun leicht zu sehen, was die Geschlossenheit von U, fiir 
unseren Normbereich & bedeutet. Denn in U, sind offenbar gegeniiber U, 
die Rollen der Scharen 1 und 2 vertauscht, und U, spielt also bei der 
,, Sternmultiplikation‘, die wir friiher auf der Geraden der Schar 2 durch FE 
erkliart haben, genau die Rolle, die U, fiir die gewodhnliche Gewebe- 
multiplikation innehat. Wenn also in einem Gewebe U, geschlossen ist, 
so gilt 

a+ ((b*c) +b) = ((a* b) *c)* b. 

Das bedeutet aber nach (6): 

Wenn in einem Gewebe U, geschlossen ist, so gilt im zugehdrigen 
Bereich U die Regel: 
(11) (b(cb))a = b(c(ba)). 
Insbesondere, wenn man ba = d und b = c~' setzt: 


(12) e~*(c-d) = d. 
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Genau so wie beim vorigen Satz beweist man die Umkehrung: 

Wenn in einem Normbereich (11) — also (12) — gilt, so ist in dem 
zugehérigen Gewebe U, geschlossen. 

Es ist nicht so einfach, auch fiir U, die algebraische Bedeutung an- 

zugeben. Das liegt offenbar daran, da8 aus dem Geschlossensein von U, 
keine Regel wie (9) oder (12) folgt. Wir erwahnen nur eine Aussage, die 
man leicht nachpriift: Wenn U, geschlossen ist, so gilt 
(13) (a-b)-? = b-1a-}, 
Das laBt sich sofort aus der Fig. 13 ablesen: setzt man auf den Strecken 
von a6 nach e und von e nach b—'a~? die Dreiecke auf, so folgt aus 
der Geschlossenheit von U,, daB ihre Spitzen 
auf einer Geraden 1 liegen. Darin ist die Aus- 
sage enthalten. 

Diese Bedingung ist aber nicht notwendig 
und hinreichend fiir die Geschlossenheit von U,. 
Eine notwendige und hinreichende Bedingung 
laBt sich scheinbar nicht in der Form einer Fig. 13. 
Gleichung angeben. 

Interessant ist, daB, wenn U, geschlossen ist, das Gewebe noch in 
anderer Weise algebraisch dargestellt werden kann. 

Wir wollen namlich dem Gewebepunkt P statt, wie friiher, das Elemente- 
paar (b,a} jetzt das Elementetripel {(b-', a~', ab} zuordnen. Nun ist 


nach (12) b-*(a-*(ab)) =e, 


wir haben also jedem Punkte P des Gewebes ein geordnetes Tripel 
{b,, 6,,6,} von Elementen des Bereiches M zugeordnet, wofiir 
(14) b, (b,-b,) = e. 

Offenbar ist b, auf den Geraden 1 fest; 6, auf den Geraden 2 und 
b, = ab auf den Geraden 3. Die Zuordnung ist offenbar wieder ein- 
eindeutig. Daher lassen sich die letzten Sitze auch so formulieren: 

Wenn in einem Gewebe U, geschlossen ist, so kann man die Punkte 
des Gewebes eineindeutig beziehen auf solche Elementetripel {b,,b,,6,| eines 
Normbereiches U, fiir die (14) gilt. In U gelten die Regeln (11) und (12). 

Wenn in einem Normbereich MU (11) und (12) gelten, so bilden die 
geordneten Elementetripel aus U, fiir die (14) gilt, die Punkte eines Gewebes, 
wenn man die Geraden durch b, = konst.; b, = konst.; b, = konst. er- 
klirt*); in diesem Gewebe ist U, geschlossen. 

Diese Darstellung durch Elementetripei, die fiir Gruppen von Kneser 
stammt, ist also nicht in jedem Gewebe ohne weiteres méglich. 


*) Das ist offenbar dasselbe Gewebe, das wir friiher durch die Elementepaare 
dargestelit hatten, nur in anderer Bezeich weise. 


“s 
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§ 3. 
Gewebe und Quasigruppen. 

Wir wollen nun noch die Gewebe charakterisieren, in denen samtliche 
U-Figuren geschlossen sind. Das wird erleichtert durch den Satz: 

Wenn in einem Gewebe die Figuren U, und U, geschlossen sind, so 
schlieBt sich stets auch U,. 

Zum Beweis betrachten wir die Fig.14. Wir wollen zeigen, daS 
durch C und G eine Gerade 3 geht. Dazu bestimmen wir zunichst die 

Schnittpunkte K, L und M von FG mit AB, CD 

Cc und AE und setzen auf KM und LF die beiden 
Dreiecke KNM und LOF auf. Da U, geschlossen 

ist, liegen N und O auf einer Geraden 1. Ziehen 

wit KN und LO durch, wobei wir die Schnitt- 

punkte P und Q finden, so bilden NOQP, MFHE 

eine Figur U,, also liegen P und Q auf einer Ge- 

raden 1. Dann bilden aber die Punkte K BFP, 

LCGQ wiederum eine Figur U,, so daB tatsichlich 

durch C und @ eine Gerade 3 geht. Damit ist 

Fig. 14. der Satz bewiesen. 

Jetzt kénnen wir aber sofort den Satz aussprechen: 

In einem Gewebe sind dann und nur dann stimtliche U-Figuren geschlossen, 
wenn in dem zugehdrigen Normbereich die Regeln (8) und (11) gelten. 

Da8 die Bedingungen notwendig sind, ist ja nach den Ergebnissen 
von §2 klar. Wenn aber umgekehrt im Normbereich (8) und (11) gelten, 
so schlieBt sich nach §2 zunichst U, und U, und dann nach dem eben 

- bewiesenen Satze auch U,, die Bedingung ist also auch hinreichend. 

Wir wollen einen Normbereich, in dem (8) und (11) gelten, mit 
Fri. R. Moufang eine Quasigruppe nennen. Dann kann man unser Er- 
gebnis etwas ausfiihrlicher auch so formulieren: 

Wenn in einem Gewebe die Figuren U,, U,, U, stimtlich geschlossen 
sind, so ist der zugehérige Normbereich U bei jeder Wahl des Einheits- 
punktes eine Quasigruppe. Fiir das Gewebe gibt es eine Knesersche Dar- 
stellung in U, wobei die Punkte eineindeutig bezogen sind auf diejenigen 
geordneten Elementetripel {b,, b,,b,} aus U, woftir 
(15) b, 6, b, = e, 
und die Geraden dargestellt werden durch b, = konst., 6, = konst., 6, = konst. 

Sei umgekehrt eine beliebige Quasigruppe gegeben. Nennt man dann 
jedes geordnete Elementetripel (b,, b,, b,} dieser Quasigruppe, woftir (15) 
gilt, einen Punkt, und erklart die Geraden durch b, = konst., so bilden diese 
Punkte und Geraden ein Gewebe, in dem stimtliche U-Figuren geschlossen sind. 
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Wir brauchen nur noch zu beweisen, daB die in (15) weggelassenen 
Kiammern tatsiachlich unwesentlich sind, also da8, wenn fir drei Ele- 
mente b,, b,, 6, eimer Quasigruppe (14) gilt, tatsichlich auch (6, b,)b, = e 
wird, und umgekehrt. Das ist einfach, wenn man beriicksichtigt, daB in 
einer Quasigruppe die aus (8) und (11) als Sonderfille hervorgehenden 
Regeln (9) und (12) gelten. Aus (14) folgt naimlich zunichst 

b, 6, = b;? 
und daraus nach (9) 
b, = by bs? 
und mit (12) 
b, b, = b, (65 ' by *) = bF. 
Das ist aber genau die zu beweisende Gleichung. 

Die Definition der Quasigruppe la8t sich noch vereinfachen, wir be- 
haupten namlich: Zin Normbereich U ist dann und nur dann eine Quasi- 
gruppe, wenn in thm die Regel gilt: 


(16) a(b(cb)) = ((ab)c)b fiir beliebige a,b,c c MU. 
Einerseits folgt nimlich aus (8), wenn man a = b~! setzt, 
b-1((bc)b) = cb 
und daraus durch Linksmultiplikation mit 6 nach (12) 
(17) b(cb) = (be) b. 


Setzt man das in (8) ein, so folgt die Regel (16), die so in jeder Quasi- 
gruppe gilt. 

Gilt umgekehrt in einem Normbereich die Regel (16), so folgt, wenn 
man a = e setzt, die Regel (17); und durch Einsetzen von (17) in (16) 
zunichst (8), also insbesondere (9). Setzt man in (16) a= b-', ch=d, 
so ist mit c auch d ein beliebiges Element aus YU, und es gilt also fiir 
beliebige d, b aus U die Gleichung b-'(bd) = d. Damit ist auch (12) 
bewiesen, es fehlt nur noch der Nachweis von (11). 

Wir zeigen zunichst, daB fiir zwei beliebige Elemente a, 6 gilt: 


(18) (ab)-! = b-*a-}" 


Das ist einfach: aus a~'(ab) = 6 folgt durch Rechtsmultiplikation mit 
(a6)-* unter Benutzung von (9): a~' = b(ab)-*, und daraus, wenn man 
links mit b-' multipliziert und (12) beriicksichtigt, die obige Gleichung. 
(18) lehrt auch, wie man von Produkten mehrerer Faktoren das Inverse 
zu bilden hat. Nach (8) hat man nun fiir beliebige a, b, ¢ 


a~* ((b-1 e—*) b- 3) = ((a—! b-*) e— 1) 6-3; 
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geht man hier links und rechts zum Inversen iiber unter wiederholter 
Benutzung von (18), so findet man 

(b(cb))a = b(c(ba)); 
also genau die Gleichung (11). Damit ist alles bewiesen °). 


§ 4. 
Eine kommutative, nichtassoziative Quasigruppe. 

Und jetzt ein Beispiel fiir eine nichtassoziative, endliche und sogar 
kommutative Quasigruppe. Unsere Quasigruppe besteht aus den Vierer- 
vektoren der Form 
(19) A = |{a,, a,, a,, 4,}, 
wo jedes a, die drei Werte 0, 1 oder 2 haben kann. Fiir diese Vek- 
toren sei zuniachst eine Addition erklirt, und zwar soll diese mod 3 
durchgefiihrt werden. So JaBt sich je zwei Vektoren unseres Bereiches 


stets im Bereich eine Summe zuordnen. Die Multiplikation sei jetzt so 
erklirt: nennen wir A-B = OC, so soll sein: 


c,=a,+65,, 
c, = a,+6,, 
(20) c, = a, + b,, 
a,a 
c¢, = a,+ 6,+ (a, —56,)|,' 7}. 
4 st 4 3 3 b, b, 








Auch hier soll mod3 gerechnet werden. Das Produkt zweier Ele- 
mente ist also wieder einer unserer Vektoren, Einheitselement der Multi- 
plikation ist offenbar der Nullvektor, weiter ist diese, wie sofort er- 
sichtlich, kommutativ, denn C fndert sich nicht, wenn man in (20) 
a und 6 vertauscht. Sie ist auch eindeutig umkehrbar, denn wenn A 
und C gegeben sind, so kann man aus den ersten Gleichungen (10) ein- 
deutig 6,, 6,, 6, finden, und die letzte Gleichung (20) liefert dann ein- 
deutig den Wert von 6,. Es bleibt nur zu zeigen, da®B (3) erfiillt ist. 

Um das festzustellen, vergleichen wir zunichst die beiden Produkte 
(A- B)-C und A-(B-C), wo jetzt A, B, C beliebige Elemente aus un- 
serem Bereich sein sollen. Es ist klar, daB von beiden Produkten die 


®) Aus dem Beweis ergibt sich offenbar, daB auch schon (8) und (12) zur 
Charakterisierung der Quasigruppe ausreichen wiirden, wir haben ja eben aus (8) 
und (12) die Gleichung (11) hergeleitet. Das ist die urspriinglicbe Definition von 
Fri. Moufang. Geometrisch bedeutet das folgendes: Wenn in einem Gewebe simt- 
liche Figuren U, geschlossen sind und auferdem diejenigen Figuren U,, wo A 
und # auf einer festen Geraden 2 liegen, so schlicBen sich bereite alle Figuren U,. 
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ersten drei Komponenten iibereinstimmen, sie entstehen einfach durch 
Addition der entsprechenden Komponenten der Faktoren. Fiir die vierten 
Komponenten finden wir: 














1 2 
(A- B)-C: a, +, ++ (a,—)/; 3) a, +6, pate 
C 2 














Die Differenz dieser beiden > le betrigt, wie eine kleine 
Rechnung zeigt, genau den Wert der Determinante 
a, a, a, 
b, b, bs 


C, Cy Cg 


” 








Wir kénnen also schreiben: 

(21) A.(B-C) = (A-B)-C — (a, b, ¢)-D. 

Hier stellt a den Vektor dar, der aus den drei ersten Komponenten 
von A besteht, b und ¢ entsprechend, und (a, b, c) bedeutet die Deter- 
minante dieser Vektoren, waihrend D das Element (0, 0, 0, 1) darstellt. 

Aus (21) folgt nun aber sehr leicht die Regel (3). Denn da zu 
B-C als Vektor nach (20) einfach b+ c¢ gehért, haben wir nach zwei- 
maliger Anwendung von (21): 

B\A(B-C)} = (B-A)(B-C) — (b, a, b+ ¢)-D, 

= |(B A) B} C — (b +4, b, c) D—(b, a, 6+ OD, 
= {(B A) B)C. 
Die Zusatzglieder heben sich weg, es ist ja 
(b + a, b, c) = (a, b, ¢), 
(b, a, b +c) = (6, a, c) = —(a, b, o). 

Damit ist die Gleichung (3a) bestitigt, wegen der Kommutativitat 
folgt aber daraus sofort (3). 

Wir haben hier also eine endliche, kommutative Quasigruppe, die 
nicht assoziativ ist. Sie hat 3‘ = 81 Elemente. Dazu gehért ein Ge- 
webe mit 81* Punkten, in dem alle U-Figuren geschlossen sind, also 
auch S geschlossen ist, aber R nicht immer"). 





@, dy + as 
10) An sich findet man |}, b, —2b; |, da aber mod 3 gerechnet wird, ist das 
C, Cy —2¢s 





genau die oben angegebene Determinante. 

11) Wie Herr Zassenhaue, dem ich. dieses Beispiel verdanke, bemerkt, l4Bt sich 
in dieser Weise iiber jedem assoziativen Ring der Charakteristik 3 eine Quasigruppe 
konstruieren. 
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§ 5. 
Die konjugierten Multiplikationen. 

Wenn in einem Gewebe U,, U,, U, geschlossen sind, so gehért 
offenbar bei jeder Wahl eines Einheitspunktes zu diesem Gewebe eine 
Quasigruppe. Wir wollen noch untersuchen, in welcher Beziehung diese 
Quasigruppen zueinander stehen. Der Ubergang zu einem anderen Einheits- 
punkte l4Bt sich offenbar stets schrittweise durchfiihren, indem wir E 
zunachst auf einer Geraden 1, und dann auf einer Geraden 2 verschieben. 
Sehen wir zunichst nach, was sich 
bei einer Verschiebung der letzt- 
genannten Art andert (Fig. 15). 

Wir kénnen dann sofort ab- 
lesen, was bei Verschiebung lings 








a a a cr a Td einer Geraden 1 geschieht, dazu 
\/ \/ ef brauchen wir nur zuerst zur Stern- 
ee 5 iii aaa ? multiplikation nach (6) iiberzugehen. 
Fig. 15. Sei £* der neue Einheitspunkt, 


e* die Gerade 1 durch Z*. Dann 
miissen wir zunichst den Punkten von e* Symbole zuordnen. Wir machen 
das, indem wir durch jeden Punkt die Gerade 2 ziehen und mit e schneiden. 
So wollen wir X das Symbol z und Y das Symbol y zuordnen. Die 
Produktkonstruktion auf «* ordnet nun X und Y den Punkt P zu, das 
zu P gehérige Symbol ist das Produkt von z und y bei der neuen 
Multiplikation. Wir wollen dieses Produkt mit soy andeuten. Wir 
wollen nun nachsehen, wie dieses neue Produkt mit den alten zusammen- 
hangt. Dazu ziehen wir die punktierten Geraden. 3 durch E mége ¢ 
in G schneiden, das zugehérige Symbol sei g. 3 durch y schneidet dann ¢ 
in dem Punkt S mit Symbol zg. Setzen wir auf den Strecken von g 
nach y und von z nach zg die Dreiecke auf, so liegen wegen der 
Geschlossenheit von U, die beiden Spitzen P und Q auf einer Geraden 1. 
Konstruiert man nun noch die Punkte R und 7, und gehért zu T das 
Symbol ¢t, so hat man offenbar: 


yt=9, (@oy)-t= 2g. 
Daraus ergibt sich aber: t = y~'g, t-' = g~'y, also 
(22) coy = (xg) (9~*y)- 
Bei Verschiebung lings einer Geraden 1 erhalt man offenbar ent- 
sprechend 
toy = (zg-*) (gy). 
Das gibt nichts wesentlich Neues. 
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Nun geniigt offenbar die neue Multiplikation (22) wieder den Regeln (3). 
Man hat also: 

Wenn in einer beliebigen Quasigruppe durch (22) mit beliebigem g eine 
neue Multiplikation definiert wird, so bilden die Elemente auch in bezug auf 
diese neue Multiplikation eine Quasigruppe. Offenbar sind siémtliche Multi- 
plikationen, die man so erkliren kann, untereinander und mit der urspriing- 
lichen vollkommen gleichwertig. 

Es wird also zweckmaBig sein, bei einer Untersuchung der Quasi- 
gruppen stets simtliche Multiplikationen heranzuzieben. 

Offenbar gilt: 

Wenn séimtliche Multiplikationen identisch sind, so ist die Quasigruppe 
assoziativ. 

Denn wenn fiir alle z, y, g 


(23) (xg) (g-*y) = zy 
gilt, so ist, wenn g-'y = z gesetzt wird, auch z ein beliebiges Element, 
und man hat dann (xg)z = x(gz) fiir beliebige z, g, z. 

Interessant ist aber auch der Satz: 


Wenn séimtliche Multiplikationen kommutativ sind, so ist die Quasi- 
gruppe assoziatw (und natiirlich kommutativ). 

Man sieht daraus, daB es sich bei den verschiedenen Multiplikationen 
nicht um eine Art Isomorphie handeln kann, denn wir haben ja schon 
ein Beispiel fiir eine kommutative, nicht assoziative Quasigruppe. Bei 
dieser kénnen offenbar nicht alle Multiplikationen kommutativ sein, dann 
sind sie aber auch sicher nicht alle isomorph. 

Zum Beweis des Satzes ziehen wir wieder die Gewebe heran. Die 
Kommutativitaét unserer Quasigruppe bedingt die Geschlossenheit gewisser 
Figuren 7, namlich, wie man sich leicht iiberzeugt, derjenigen Figuren T, 
worin ¢ und ¢, vorkommen. Sollen nun simtliche Multiplikationen kommu- 
tativ sein, so bedeutet das offenbar, daB alle Figuren T' geschlossen sind. 
Dann aber gilt das Assoziativgesetz, denn aus der Geschlossenheit von T 
folgt nach einem bekannten Satze'™), daB auch R geschlossen ist. 

Aber auch rechnerisch kann man den Satz leicht bestitigen, roy = yor 
bedeutet nimlich nach (22): 


(xg) (g~* y) = (yg) (g~* 2). 


Das soll fiir alle z, y, g gelten. Multipliziert man links mit g-' und 
wendet links und rechts (3) an, so kommt 


(g-'z)y = (g-*y) 2. 


12) Vgl. G. Thomsen, loc. cit. 4). 
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Da nun auch die urspriingliche Multiplikation kommutativ sein soll, folgt 
daraus 

(zg-)y = z(g~* y), 
also das Assoziativgesetz. 


Nachtrag bei der Korrektur (Februar 1937). 

Wie erwahnt, folgt aus dem Geschlossensein zweier U-Figuren, daf 
auch die dritte sich immer schlieBt. Offen blieb die Frage, ob auch aus 
einer U-Figur, etwa U,, die beiden anderen folgen. Da8 das nicht der 
Fall ist, zeigt folgendes Beispiel, das ich ebenfalls Herrn Zassenhaus 
verdanke. 

Wir betrachten wie in § 4 Vektoren: 


(24) A = (a,,4,, 45}, 
wollen aber jetzt mod 2 rechnen, so daB a, nur die Werte 0 und | an- 


nehmen soll. Unser Bereich besteht dann aus acht Elementen. Das 
Produkt zweier Elemente sei jetzt so definiert: 


(25) A-B= {a,+6,, a,+,, a,+ 6, + f(a, ay, b,, 5,)}. 


Hier ist f eine zuniachst beliebige Funktion der Argumente, die natiirlich 
ebenfalls nur die Werte 0 und 1 annimmt. 
Wir kénnen auch die beiden ersten Komponenten von A zu einem 


Zweiervektor a zusammenfassen, also a = {a,,a,}, A = {a,a,}, B= {b, b,}. 
Dann kann man auch schreiben: 
(26) f (a,,@,, b,,6,) = f(a, b). 


Zunachst sieht man nun wie in § 4, daB die Multiplikation (25) ein- 
deutig umkehrbar ist. Sie hat das Einheitselement {0, 0,0}, wenn / die 
Eigenschaft hat 
wo natiirlich 0 den Nullvektor darstellt. Unser Bereich ist dann also 
ein Normbereich. Wir wollen zeigen: Ist f linksseitig additiv, gilt also: 


(28) f(a +a’, b) = f(a, b) + f(a’, b), 
so gilt in unserem Normbereich die Regel (8). 

Man braucht dazu nur nachzupriifen, daB die dritten Komponenten 
von A((BC) B) und ((A B)C) B iibereinstimmen, die beiden ersten findet 
man wie in § 4 einfach durch Addition, diese sind also sicher gleich. Die 
dritten Komponenten sind nun 
A ((BC) B): a, + 6, + ¢, +; + f (a,c) + f(b + ¢,b) + f(b, ¢), 


29 
(29) ((A B)C) B: a, + b, +c, +b, + /(a,b) + f(a+ b,c) + f(a+b-+c¢,b). 
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Die Zusatzglieder kann man sofort aufschreiben, weil ja von samt- 
lichen Teilprodukten die Zweiervektoren bekannt sind. Aus der Links 
additivitat von f und weil mod 2 gerechnet wird, folgt aber sofort, daB 
die beiden Ausdriicke in (29) tatsichlich gleich sind. Damit ist die Be- 
hauptung bewiesen. 
Setzen wir jetzt insbesondere: 

(30) f (@,, ay, 6,, by) = a,-b, -b,, 

dann ist f linear in a, und a,, also sicher linksadditiv, in unserem Norm- 
bereich gilt also die Regel (8). Um zu zeigen, da (11) nicht gilt, ver- 
gleichen wir die beiden Produkte B(AB) und (BA)B. Ihre dritten 
Komponenten sind 


B(A B): b, + a, + 6, + f(b,a +b) + f(a, b), 
(BA) B: 6, + a, + b, + f(b, a) + f(b + a,b) 
und deren Differenz: 
f(b, a + b) — f(b, a) — f(b, b) 
= b, {(a, + 5,) (a, + 6,) — a,a, — 6,6,} = 6, (b,a, + a, b,) 
ist sicher nicht immer Null, z. B. nicht fiira, = 1, a, = 0, b, = 0, b, = 1. 
Dann gilt aber (11) nicht, denn in einer Quasigruppe miissen B(A - B) 
uud (BA)-B einander gleich sein. Damit ist unser Beispiel fertig'’). 
Hiermit ist schlieBlich auch die Frage geklirt, ob aus S schon die 
Geschlossenheit einer, und damit wegen der Symmetrie von S, aller 
U-Figuren folgt. Offenbar ist das nicht der Fall, denn wenn aus S 


schon U, folgte, so wiirde das um so mehr fiir U, gelten, und daB aus 
U, nicht U, folgt, haben wir ja eben gesehen"). 


Hamburg, im November 1936. 


18) Aligemeinere Beispiele dieser Art lassen sich so erkliren: seien M und m 
zwei Moduln der Charakteristik 2, wir betrachten Paare A — {a, a}, wobei a ein 
Element aus M und a ein Element aus m sein soll. Erklart man dann die Multi- 
plikation unserer Paare durch: A- B= {a+b,a+b+/(a, b)}, so bilden sie 
einen Normbereich der verlangten Art, wenn / die Eigenschaften (27) und (28) hat, 
und dieser Normbereich wird im allgemeinen wieder keine Quasigruppe sein. 

14) Wenn man in dem obigen Beispiel f = a,a,b,6, setzt, erhailt man ein 
Gewebe, in welchem S geschlossen ist, aber keine U-Figur sich stets schlieBt. 
Doch 148t sich das nicht so leicht durchrechnen. 


(Eingegangen am 4. 12. 1936.) 












Das allgemeine Prinzip der MaSbestimmung 
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Lothar Heffter in Freiburg i. B. 





In den Sitzungsber. der Heidelberger Akad. d. Wiss. 1924 und 1925 
habe ich zuerst auf ein allgemeines Prinzip der MaSbestimmung in der 
Cayley-Kleinschen Geometrie aufmerksam gemacht und dies in dem Lehr- 
buch der Analytischen Geometrie, Bd. III, 1929 (hier als N. E. G. zitiert), 
ausfiihrlicher dargestellt. Der Fall zweier inzidenten Geraden im Raum 
ist a.a.O. nur unter der Annahme behandelt worden, daB das Geraden- 
paar in einer Koordinatenebene liegt, und das war bei dem Gang der 
damaligen Darstellung das Gegebene. Er bietet aber gerade bei beliebiger 
Lage des Geradenpaares im Raum ein besonderes Interesse, weil er hier 
zu einer Erginzung des Prinzipes fiihrt und damit gleichsam die letzte 
,,Feuerprobe“ fiir dessen Bedeutung darstellt. — Die Abschnitte V und VI 
enthalten zwei weitere neue Anwendungen des Prinzipes. 


I. Der Cayley-Kleinsche Raum und seine Bewegungen. 


Als projektiven, also noch nicht ,,geeichten‘‘ Ausgangsraum benutzen 
wir den Euklidischen Raum, bei dem aber der uneigentlichen Ebene, so- 
mit auch dem Kugelkreis keinerlei Auszeichnung zukommt. In diesem 
Raum seien z,, 2, Z;, Z, und u,, u,, u,, u, gleichseitige, orthogonale, 
homogen gemachte Punkt- und Ebenenkoordinaten, p,;, und q;, (ik = 23, 
31, 12, 14, 24, 34) die zugehérigen Strahlen- und Achsenkoordinaten 
(Linienkoordinaten). 

Dieser Raum wird zu einem Cayley-Kleinschen Raum ,,geeicht‘‘ durch 
Auszeichnung der Eichfliche (des absoluten Gebildes), deren Gleichung in 
Punkt-, Ebenen-, Linienkoordinaten lautet 


F (x,2) =e(z} + 23 + 23)+ 2} =0, f (u, u) =u? + uj + u? + eu? = 0, 


(1) D (p, p) = pig + pis + pis + € (pis + p3i t+ pie) = 9, 
? (9,9) = Gs + Gh + Gia + OG + Ge + 3) = 0. 





ail 

















L. Heffter, MaBbestimmung in Cayley-Kleinscher Geometrie. 433 


Fir ¢ = 0, 1, —1 entsteht also bzw. der Euklidische, elliptische, 
hyperbolische Raum. F, f/,®, m werden auch Maffunktionen genannt. — 
Normalkoordinaten nicht absoluter, zugiinglicher Elemente sind solche, fiir 
die die MaBfunktion den Wert 1 hat. 


Die Bewegungen im Cayley-Kleinschen Raum (reelle, gleichsinnige, 
projektive Transformationen, die die Eichflache im ganzen invariant lassen) 
sind in N. E.G., Artikel 434, durch die Gleichungen (14a) und (14b) 
zwischen Ebenen- bzw. Punktkoordinaten dargestellt. Daraus folgen die 
Bewegungsgleichungen zwischen Achsenkoordinaten und die zwischen 
Strahlenkoordinaten. Stehen in diesen vier Gleichungssystemen beider- 
seits Normalkoordinaten, so sind die Proportionalitatsfaktoren = + 1. 
Ist letzteres der Fall, so sind, gleichviel ob die auftretenden Koordinaten 
normale sind oder nicht, bei Anwendung der betreffenden Gleichungen 
f(u,u), F(z,xz), ~(q,¢q), @(p,p) absolut invariant und umgekehrt. Wir 
denken deshalb die Proportionalitaitsfaktoren stets = 1 gesetzt. 


Il. Das Prinzip der Ma8bestimmung. 


Liegt eine Figur aus mehreren, in Normalkoordinaten gegebenen 
Elementen vor, so wird in allen Fallen aus diesen ein Ausdruck gebildet, 
der nur verschwindet, wenn der Figur keine von Null verschiedene Ma8- 
zahl zukommt, eindeutig bestimmt und bei allen Bewegungen absolut in- 
variant ist. Er wird als Quadrat der MaBzahl jener Figur definiert, das 
wir als ,,Sinusquadrat (im weiteren Sinne) und mit S? bezeichnen. 

Besteht die Figur aus einem Punkt und einer Ebene, so ist die 
Komposition ihrer Normalkoordinaten, besteht sie aus 2 Geraden, so ist 
die Komposition der Normalachsenkoordinaten der einen mit den gleich- 
indizierten Normalstrahlenkoordinaten der anderen, besteht sie aus 4 Punkten 
oder 4 Ebenen, so ist die Determinante aus ihren Normalkoordinaten ein 
Ausdruck, der quadriert den aufgestellten Forderungen geniigt. Er wird 
deshalb zur Definition des (Sinus- oder) Abstandsquadrates des Punktes 
und der Ebene, des (Sinus- oder) Momentquadraies der beiden Geraden, 
des Ecken- bzw. Seitensinusquadrates des Tetraeders benutzt. 

In allen anderen, in N. E. G. behandelten Fallen bestimmen die 
Ausgangselemente projektiv ein neues (Schnitt- oder Verbindungs-) Element, 
dessen Koordinaten aus den Normaikoordinaten der Ausgangselemente in 
einfachster Weise, d. h. durch Komposition oder Determinantenbildung 
ohne Hinzufiigung eines Faktors, berechnet werden. Die so gewonnenen 
Punkt-, Ebenen-, Strahlen- oder Achsenkoordinaten des neuen Elementes 
werden in die dafiir aufnahmefihige Maffunktion F,f, ® oder p eingesetzt 
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und geben ihr einen eindeutig bestimmten Wert, der bei allen Bewegungen 
absolut invariant ist und deshalb als ,,Sinusquadrat der Ausgangsfigur 
definiert wird. 

Fiir ein inzidentes Geradenpaar ist das oben erwaihnte Moment = 0. 
Aber es kommt ihm ein Sinusquadrat im engeren Sinne zu, das wir 
nachher (IV) bei beliebiger Lage des Geradenpaares im Raum, gefiihrt 
durch unser Prinzip, definieren wollen. Zwei inzidente Gerade g und 9 
haben ja sowohl einen Schnittpunkt S, wie eine Verbindungsebene v, deren 
Koordinaten s, und v, aus denen von g und g zuniachst zu berechnen 
sind (III), um daraus F (s,s) und f/(v,v) zu bilden. Dann erst entsteht 
die Frage: Wie erbalt man aus F(s,s) und /(v,v) eine zur Definition 
von S?(g,9) geeignete Invariante ? 


Ill. Sechnittpunkt und Verbindungsebene eines inzidenten Geraden- 
paares (projektiv). 

Fiir die Berechnung der Schnittpunktskoordinaten s, aus den Linien- 
koordinaten g;, und 4,, der beiden inzidenten Geraden g und g — eine 
Aufgabe, die gelegentlich als die ,,Crux der projektiven Geometrie“ be- 
zeichnet worden ist, — habe ich in dem Lehrbuch der analytischen 
Geometrie, Bd II (1923), Artikel 270, die Proportionen aufgestellt: 


8, :8,:8, = (9, G)s (9: Midaa? (Gi Vidas 
8328428, = (Yo Gabor (Go Ya)rs : (Ge Yass 
8,28, 28) = (9s Isbin? (Ys Isdou* (Gs Vsdar 
8, 28928, = (9, Vaan? (Gs Gadi? (Mu Tie 


wo (Q,Tiaa = | 2 
1 


mit p erhilt man ein System (2b) zur Berechnung der Koordinaten », 
der Verbindungsebene v. Durch Multiplikation der 3 Zahlen rechts in der 


(2) 


, usw. Durch Vertauschung von s mit v, von ¢ 





zweiten und vierten Zeile mit — 1 und etwas andere Gruppierung er- 
halten wir aus (2) das System 
8,: 55°35, = (4, ss (9: Meo? (Ms Ves 
(3) | 8, 8,8, = (q Qos MV (9a Qs)s 4: (Gs Qa)a1 
| 8128, 28, = (95 Fs)ou? (Is Isdar (9s Qs)ie 
81285283 = (9 Gaon (Mais Ge Ger: 


Durch Vertauschung von s mit v, von g mit p erhalt man hieraus 
wieder ein System (3b). Da aber p;, = q,, gesetzt werden kann, so ist 
(Ps Padar = (Ge Meany Wenn ik und hl 2 der Wertepaare 23, 31, 12, 14, 
24, 34 sind, die keine Zahl gemein haben. Infolgedessen kann die rechte 
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Seite des Systems (3b) aus (3) durch Transposition und Multiplikation 
aller Zahlen mit — 1 gewonnen werden. 

Die 12 in (3) auftretenden Determinanten bezeichnen wir voriiber- 
gehend kiirzer durch (ik), wo dies die in der i-ten Zeile und k-ten 
Kolonne stehende Determinante sein soll. Diese 12 Determinanten sind 
nicht saémtlich = 0. Denn komponiert man zeilenweise die beiden 
Matrizen 

923931 91994990934) yng —!414 Yaa Gn4 Ga3 Ie M12) 

Gos Ts: T1291 4 You Gas! \Gs4 Ga Gae Ges 9s14ia! 
so ist wegen der Relation zwischen den q,, und g,, und wegen der In- 
zidenz der beiden Geraden die Determinante der Komposition = 0. Also 
ist auch die Komposition der gleichstelligen Determinanten = 0, d. h. 


(4) 2[14) (41) + (24) (42) + (34) (43)] — 2 [(23) (32) + (31) (13) + (12)(21)) 

.. ite im 931 I94 = ‘ehe 

Jas Qi W312. 412436 

Wiren also jene 12 Determinanten simtlich = 0, so nach (4) auch die 
drei letzten, d. h. g und g waren miteinander identisch. 


= 0. 














Multipliziert man nun in (3) die vier Zeilen links bzw. mit v,, v,, ¥;, Uy» 
so erhilt man das System 


U, 8:0, 8,:0,8, = (12): (13): (14) 

V4 8, U8, 20,8, = (21) : (23): (24) 

(6) U, 8, 2 Vs 85 :U; 8, = (31): (32) : (34) 
U, 8,20, 85:0, 8, = (41): (42): (43) 


Multipliziert man ebenso in dem erwihnten System (3b) die vier Zeilen 
links bzw. mit s,, 8, 85, 8,, 80 ist jedes Produkt v,s, in beiden Systemen 
derselben Determinante (ik) proportional. Daraus folgt leicht, dab 


(6) 0; 8, = A(ik), 


wo A in allen 12 Gleichungen derselbe willkiirliche, endliche, von Null 
verschiedene Faktor ist. 

Da mindestens eine der Determinanten (ik) + 0, so kann man 
auBer A noch ein v, oder ein s, beliebig ungleich Null wahlen und dann 
nach (6) alle v, und s, einzeln berechnen. Dabei werden natiirlich alle 
v, nur bis auf einen gemeinsamen willkiirlichen Faktor bestimmt und 
ebenso alle s,. 


Damit ist zunichst die projektive Aufgabe der Berechnung der Ko- 
ordinaten des Schnittpunktes und der Verbindungsebene eines inzidenten 
Geradenpaares gelést. 
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IV. Das Sinusquadrat eines inzidenten Geradenpaares. 


Nunmehr seien die reellen Geraden g und g durch ihre Cayley- 
Kleinschen Normalkoordinaten 4;,, 9;, gegeben. Dann sind die Deter- 
minanten (ik), abgesehen héchstens vom Vorzeichen, eindeutig bestimmt. 
Die einfachste Bestimmung der Produkte v,s, erfolgt aber, wenn man in (6) 
A = 1 wihlt, womit auch die Quadrate der Produkte v;,s, cindeutig be- 
stimmt sind. 


Nun bilden wir das Produkt 
(7) F (s, s) f (v, v) = [e (8? + 83 + 83) + 82] [v? + 0} + v3 + ev?) 
= 8} (vt + of + vj) + & vf (sf + 8? + 83) 
+ e[(s? + si + 83) (vo? + v} + vj) + vf sZ]. 


Aus der Inzidenzbedingung zwischen S und v 


(8) x 5,v,=0 (i = 1, 2, 3, 4) 

folgt aber 

(9) d spvi = —2 J (tk) (ki) (t,k = 1,2,3,4; ¢ += &). 
i i,k 


Setzt man dies in (7) ein und alle Produkte v;s, = (ik), so folgt unter 
Wiedereinsetzung der Werte der (ik) schlieBlich 
(10) F (s,s) f (v, v) 
= (091 Midas + © (Ge Gados)® + [0Ge Ge)si + (Ge Gadsrl + (Gs Ys)r2 + 2% Geral” 
+ € ([(9 Is)r4 + (Qn%s)r 4)” + [04s Gsdau + (Gs Graal? + (09; 9:)s4 + (Go Ge)sa]*)- 
Dieses Produkt ist durch die Normalkoordinaten von g und @ ein- 
deutig bestimmt. Es verschwindet nur, wenn S oder v absolut oder, wenn 
alle s, bzw. alle v, = 0 sind, d. bh. wenn g = @ ist. Von einer absoluten 
Invarianz der beiden Faktoren F (s,s) und f(v,v) kann noch nicht ge- 
sprochen werden, weil ja die v, und ebenso die s, selbst bisher noch gar 
nicht bestimmt sind, sondern nur ihre Produkte v;s,. Das Produkt (10) 
ist aber bei allen Bewegungen im Cayley-Kleinschen Raum absolut in- 
variant. Denn bezeichnet man die sechs Klammern [] in (10), die nicht 
simtlich = 0 sind, der Reihe nach mit Q,,, Q,,, Qi Qias Qoar Qs. 80 
kann man diese als die durch g und g eindeutig bestimmten Achsen- 
koordinaten einer bestimmten Geraden Q auffassen und hat nach (10) 


(11) F (s, s){(v, ») = 9 (Q, Q), 
wo nun ~(Q,Q) bei allen Bewegungen absolut invariant ist, so daB dies 


auch von dem Produkt F (s, s)/(v,v) gilt. Man kann also die Definition 
aufstellen 


(12) S? (g, 9) = F (s, 8) {(v, ») = 9 (Q, Q), 
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worin 9(Q,Q) zunachst nur als Abkiirzung der rechten Seite von (10) 
gelten soll. (Fiir ¢=0 gibt die Definition den richtigen Wert des 
Euklidischen Sinus, falls man diesen auf anderem Weg erklart hat.) 

Aber man kann rechnerisch feststellen: 1. Q ist die gemeinsame 
Normale auf g und g, d.h. auf v, in S. — 2. Sind y, 7 die beiden 
Ebenen durch bzw. g, 9, senkrecht auf v, die sich also in Q schneiden, 
Yo, ibre Normalkoordinaten, so ist (y 7), = Qi,, also nach N.E. G., 
Artikel 438 (41b) 


Daher folgt aus der Definition (12) nach (13) der Satz: 
(14) S? (g, 9) = S? (y, 7). 


Wiahrend also in den friiher behandelten Fallen (s. N. E.G. und 
oben II.) nur ein Schnitt- oder Verbindungselement auftrat, dessen Ko- 
ordinaten, in einfachster Weise berechnet und in die betreffende Ma3- 
funktion eingesetzt, sofort die zur Definition der MaBgréBe erforderliche 
Invariante lieferteh, mu8 man im jetzigen Fall, wo ein Schnitt- wnd ein 
Verbindungselement auftreten, das invariante Produkt der beiden GréBen 
F (s,s) und f(v, v) benutzen. 

Wir kénnen aber in zwei verschiedenen Richtungen noch einen 
Schritt weitergehen, weil bisher immer noch nur die Produkte »,s, ein- 
deutig berechnet sind, nicht die v, und s, selbst. Vielmehr kann man, 
wenn die v, und s, irgendwie ,,zusammengehérig’ so bestimmt sind, da8 
ihre Produkte die gegebenen Werte haben, noch alle v, mit einem be- 
liebigen, alle s, mit dem reziproken Faktor multiplizieren. Also kann 
man einerseits durch Wahl dieses Faktors F =/ machen. Wir wollen 
dann die v, und s, tibereinstimmend normiert nennen und sie als solche 
durch v; und s; kennzeichnen. Dann ist 
(15) S? (9, 9) = F(s’, *'? = f(v’, v'). 

Andererseits kann man entweder die v; zu Normalkoordinaten machen 
und die zugehérigen Werte der s, mit s, bezeichnen oder entsprechend 
umgekehrt. Dann ist 
(16) S?(g, 9) = F (3, 8) = f(v, 0). 

Damit diirfte das allgemeine Prinzip der MaSbestimmung eine 
interessante Erginzung gefunden haben. 


V. Der Seitensinus eines ebenen Dreiseites und der Kantensinus 
eines Dreikantes. 
Ebenfalls nur unter der Voraussetzung, daB ein Dreieck in der 
zy-Ebene liegt, ist in N. E.G. Art. 426 sein Seitensinus eingefiihrt und 
in Art. 427 gezeigt worden, daB er gleich dem Sinus jedes Seitenpaares 
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multipliziert mit dem Abstand der zugehérigen Ecke von der Gegenseite 
ist. Auch dieser Begriff soll jetzt fiir ein beliebig im Raum liegendes 
ebenes Dreiseit aufgestellt werden und mit ihm zugleich der dualistische 
Begriff des Kantensinus eines beliebig im Raum liegenden Dreikantes. 

Sind q, q’,q” drei komplanare, aber im allgemeinen nicht konzentrische, 
durch ihre Normalkoordinaten gegebene Gerade, v ihre Ebene, S der 
Schnittpunkt gq‘ q’ mit den Koordinaten s,, zu denen die Ebenenkoordi- 
naten v, von v in dem Sinn gehéren, daB die Produkte v,s, die durch die 
Tabelle (5) fiir A = 1 gegebenen Werte haben, so ist nach dem Lehrbuch 
der anal. Geom. Bd. II, Art. 269 (15b) nach Multiplikation mit v, 

TUE = 8299 + 83 9i3 + Ii 

oder, wenn man fiir die v,s,; rechts die Werte aus (5) einsetzt, 


' W129:38 44 
(17) ott = Q, = (NN Gaze = | M2 Ms Ual> 
i293 914 
Entsprechend findet man ov? = Q,. Die einfachsten Werte der v} erhilt 
man also fiir o = 1, und wir setzen fortan 


(18) vf = Qi = (49 G erm 
Die vier Determinanten Q; sind (a.a.O. Art. 270) nur dann simtlich = 0, 
wenn die drei Geraden konzentrisch sind. 

Der nach dem Prinzip der MaSbestimmung aus den Werten (18) zu- 
nichst zu bildende Ausdruck {(v,v) ist durch die Normalkoordinaten der 
drei Geraden nur bis auf das Vorzeichen bestimmt. Man mu8 deshalb 
sein Quadrat zur Definition des Seitensinusquadrates benutzen, also setzen 


(19) 8? (q, q’; q’’) eed f(v, v)? — (Q, + Q, a Q, + eQ,)’, 

wobei der Ausdruck rechts durch q,q',q" eindeutig bestimmt, bei allen 
Bewegungen absolut invariant und nur = 0 ist, wenn die Ebene wv absolut 
oder die drei Geraden konzentrisch sind. Liegt das Dreieck in der 
zy-Ebene, so reduziert sich dieser Ausdruck in der Tat auf den N. E.G. 
Art. 426 zur Definition des Seitensinus gegebenen. 


Die oben erwahnte geometrische Bedeutung des Seitensinus (19) kann 
also nach einer Bewegung des Dreiseites in die xy-Ebene aus der N. E. G. 
Art. 427 aufgestellten Formel (65b) abgelesen werden. Sie kann aber 
auch ohne vorgingige Bewegung abgeleitet werden. Ist namlich S der 
Schnittpunkt gq” mit den Normalkoordinaten s,, zu denen die Ebenen- 
koordinaten v, gehéren, so daB die Produkte 0,8, die durch die Tabelle (5) 
fiir A = 1 gegebenen Werte haben, so ist nach (16) 


(20) S? (q’; q’) _ f (v, 0). 
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Ferner ist nach N. E.G. Art. 438 (43a) das Abstandsquadrat 
(21) 83 (8,9) = 1 (@,9), 

wo © die Ebene Sq, also wieder die Ebene wv des Dreiseites qq'q’ ist, 
aber fiir ihre Koordinaten 6, die aus den Normalkoordinaten s, von S und 
gix Von q gebildeten Werte zu nehmen sind: 

(22) % = 899+ 8393 +5414 entsprechend %,, 0,, %,. 
Multipliziert man aber %, mit 0, und ersetzt rechts die Produkte 0, s, 
durch die Determinanten aus (5), so folgt 


wee ‘ on vs A 
0,0, = 0, 849.9 + %) 8593 + 15%, = O, = VI, 


allgemein 

(23) 0,0, = Q, = v?. 

Ist nun 0; = Av,, also nach (23) v, = A%,, so ist 

(24) f (e, v) f (2, v) = f(v, v)’. 

Also ergibt sich aus (19), (20), (21) und (24) der Satz 
(25) S2(q,9',9") = S2(q',q") S? (8,9), q. e. d. 


Raumdualistisch steht dem Seitensinus des ebenen Dreiseites der 
Kantensinus des Dreikantes pp’ p” gegeniiber 
(26) 83 (p,p',p”) = F(VP, VP} = (eP, + eP, + eP, + P,)’, 
wo P; = (pi PiPi)xim Und die vier P; nur = 0 sind, wenn p, p’,p” kom- 
planar sind. Fiir den Kantensinus gilt der zu (25) dualistische Satz. 


Vi. Der Kantensinus eines Tetraeders. 

Sind g (A = 1,2,...,6) die Kanten eines Tetraeders, so ist das 
Quadrat der Determinante ihrer Normalkoordinaten 
(27) B= |g? |? (A = 1,2,...,6; tk = 23,31,12,14,24,34) 
durch die sechs Kanten eindeutig bestimmt, nur = 0, wenn alle sechs mit 
derselben Geraden inzidieren, und bei allen Bewegungen absolut invariant. 
Wir nennen es das Kantensinusquadrat des Tetraeders. 

Um seine geometrische Bedeutung zu ermitteln, bezeichnen wir drei von 
einer Ecke ausgehende Kanten durch p,p’,p”, ihre Gegenkanten in der 
gegeniiber liegenden Seitenfliche bzw. durch q,q',q° und benutzen bei 
den ersteren die Strahlen-, bei den letzteren die Achsenkoordinaten. 
Dann ist 


Pos Psi Pis Pia Pos Psal” 
G14 V24 I34 Yas W31 Via 
(28) Dp = |P#9 Ps: Piz Pis Pas Pas 
Gia Joa Ysa Yas Ys1 Jia 
Do's Par Pir Pis Pos Pra 
Gis G24 Qse 23 G31 Gis 


Pos Psi Pia Pis Pas Psa 











Pia P 94 Psa Pas Psi Pio 
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wo in der zweiten Determinante rechts die drei ersten Kolonnen mit 
den drei letzten vertauscht worden sind. Multipliziert man die beiden 
Determinanten rechts durch Komposition der Zeilen mit den Zeilen, be- 
zeichnet die Momente von p und q, p’ und q’, p” und q” bzw. mit M, 
M’, M” und beachtet die Relation zwischen den Linienkoordinaten einer 
und derselben Geraden, sowie die Bedingung der Inzidenz zweier ver- 
schiedener Geraden, so sind alle Elemente der Produktdeterminante = 0 
bis auf je ein Element in jeder Zeile und Kolonne, das gleich einem der 
drei Momente ist. So folgt der Satz: 

(29) DP = M* "* M”*, 

d. h. der Kantensinus des Tetraeders ist gleich dem Produkt der Momente 
der drei Gegenkantenpaare. Hieraus ergeben sich unter Benutzung der in 
N. E.G. Art. 439 und 445 aufgestellten Sitze, in denen Momente auftreten, 
eine Reihe weiterer Sitze fiir den Kantensinus des Tetraeders. 


(Eingegangen am 6. 2. 1937.) 




















Zur Theorie der analytischen Funktionen 
mehrerer komplexer Verinderlichen. 


Bereiche ohne geschlossene 
innere Singularitatenmannigfaltigkeiten. 


Von 


Fritz Sommer in Minster (Westf.)*). 





Zu den grundlegenden Sitzen der Funktionentheorie mehrerer kom- 
plexer Veriinderlichen gehért der folgende von Hartogs') und Osgood *) 
aufgestellte Satz: 

Ist die Funktion f (z,,2,,...,%n) tm sédmtlichen Randpunkten eines 
schlichten beschrinkten Bereiches B® mit zusammenhingendem Rand reguldr 
und eindeutig, so lapt sich f (2,,2,..., 2) ims ganze Innere von B hinein 
regulér und eindeutig fortsetzen. 

Dieser Satz ]a8t sich nicht auf alle unbeschrinkten Bereiche aus- 
dehnen. Man wiirde unmittelbar zu Widerspriichen kommen, wenn er 
beispielsweise fiir einen Bereich als richtig angenommen wiirde, den man 
dadurch erhilt, daB man aus einem abgeschlossenen Raum die Punkte 
einer Hyperkugel entfernt. An diese Tatsache kniipft nun die vorliegende 
Arbeit an. Es sollen auf die Giiltigkeit des Hartogs-Osgoodschen Satzes 
hin diejenigen Bereiche untersucht werden, die nicht mehr zugleich den 
Voraussetzungen geniigen, schlicht und beschrinkt zu sein. 

Um abschlieBende Ergebnisse zu bekommen, legen wir unseren Unter- 
suchungen, wie es heute allgemein iiblich ist, den projektiv abgeschlossenen 
Raum zugrunde*). Uber diesem Raum betrachten wir schlichte und 
nicht schlichte Bereiche. Unter den nicht schlichten Punktmannigfaltigkeiten 
untersuchen wir jedoch nur solche, die im Sinne der Definition von Behnke 


*) Seminar Prof. Behnke. — Diese Arbeit ist von der phil. und naturw. 
Fakultét der Universitat Miinster als Dissertation angenommen worden. 

1) Vgl. F. Hartogs, Einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel 
bei Funktionen mehrerer Verinderlichen. Sitz.-Ber. d. k. bayr. Akad. d. Wissensch. 
86 (1906). 

2) Vgl. W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie 2,1 (2. Aufl.) (1929), 
III. § 11. 

5) Vgl. H. Behnke u. P. Thullen, Theorie der Funktionen mehrerer komplexer 
Verinderlichen. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete 8 (1934), 
(im folgenden als ,,B.-Th., Bericht“ zitiert) I, § 3. 
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und Thullen als Bereiche anzusprechen sind, die also, falls sie im Innern 
verzweigt sind, in einer geeigneten Umgebung eines jeden Verzweigungs- 
punktes analytisch uniformisierbar sind‘). Ist ein Bereich in diesem 
Sinne Existenzbereich einer nicht konstanten analytischen Funktion, so 
bezeichnen wir ihn als Regularitdtsbereich. 

Im 1. Teil dieser Arbeit stiitzen sich die Untersuchungen fiir Bereiche 
iiber dem projektiv abgeschlossenen Raum wesentlich auf zwei Sitze: 
Der erste Satz ist die von H. Behnke bewiesene Verallgemeinerung des 
Kontinuititssatzes®). Der zweite Satz hat folgenden Wortlaut: 

Satz 1. Nimmt die Funktion f (z,, z,,..., %,) in threm Regularitits- 
bereich R im Punkte P den Wert a an, so gibt es stets eine zusammen- 
hiingende a-Stellenmannig/altigkeit in R, auf der P liegt, und die dem Rand 
von KR beliebig nahe kommt*)**). 

Gestiitzt auf diese beiden Satze kénnen wir in § 1 folgenden Haupt- 
satz unserer Arbeit beweisen: 

Satz 2. 8 sei ein Teilbereich’) eines Regularitdtsbereiches und habe 
einen zusammenhingenden Rand. Ist dann die Funktion f (z,, 2, ..., 2n) 
in allen Randpunkten von B reguldr und eindeutig, so lapt sich f (2, , %, -.-s %n) 
ins ganze Innere von B hinein regulir und eindeutig fortsetzen. 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr umstiindlich. Das ist nicht ver- 
wunderlich; denn der liickenlose Beweis des Hartogs-Osgoodschen Satzes, 
der erst vor kurzem Herrn Arthur B. Brown‘) gelungen ist, hat selbst 
schon einen erheblichen Umfang. Osgood hat noch in seinem Lehr- 


*) Vgl. B.-Th., Bericht, I. § 3. 
5) Vgl. H. Behnke, Der Kontinuitaétssatz und die Regulirkonvexitat, Math. 
Annalen 113 (1936). 
6) Eine Mannigfaltigkeit kommt dem Rand von & beliebig nahe, wenn es auf 
ibr eine Punktfolge gibt, die sich gegen einen Randpunkt von ® hauft. 
6a) Dieser Satz sowie die folgenden Sitze gelten nicht bei jedem Abschlu6 des 
Raumes. SchlieBt man z. B. den Raum zweier Veranderlichen w,z durch die 
Gruppe der Transformationen 
_ aw+d,. __ G@az+ by 
~ ¢w+d,’ ~ Cgz-+d,’ 





a,d,—b.c¢, +0, i= 1,2 


ab, so liegt die Nullstellenfliche < — 0 der Funktion f(w,z) = z ganz im Innern 
des Regularitatsbereiches R von /(w,z). Ferner liegt der Bereich ®:|z! < 1 ganz 


im Innern von &. Trotzdem ist die Funktion p(wv,z) = = in allen Randpunkten 


von $ regulir und eindeutig, wahrend sie in den inneren Punkten mit z —0 
Polstellen hat. Ahnlich lassen sich in diesem Raume leicht Gegenbeispiele gegen 
die Satze 3,4,5,6,8,9 und 10 finden. 
7) Als (unechter) Teilbereich ist auch der Regu'aritatsbereich selbst aufzufassen. 
*) Vgl. Arthur B. Brown, On certain analytic continuations and analytic 
homeomorphisms, Duke math. Journ. 2 (1936). 
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buch die topologischen Schwierigkeiten beim Beweis iibersehen. Diese 
Schwierigkeiten treten dadurch auf, daB man bei der analytischen 
Fortsetzung der auf dem Rande vorgegebenen Funktion ins Innere 
des Bereiches 8 von gewissen Randwerten ausgeht und von dort die 
Funktion eindeutig ins Innere fortsetzt. Es laBt sich zeigen, daB diese 
Fortsetzung zunichst méglich ist. Dann kann es jedoch passieren, dab 
man bei dieser Fortsetzung wieder zu Randpunkten gelangt, in denen 
jedoch die Funktion bereits erklart ist. Hier hat man nun die Uberein- 
stimmung der analytischen Fortsetzung mit den bereits vorgegebenen 
Funktionswerten nachzuweisen. Dieser Nachweis geschieht sowohl bei 
Brown wie in unserem Beweis im Prinzip so, daB man die analytische 
Fortsetzung der Funktion iiber die fraglichen Randpunkte soweit forttragt, 
bis die betreffenden Randpunkte innerhalb des Randes von 8 durch 
Punkte der bereits vorhandenen eindeutigen und analytischen Fortsetzung 
mit den anfangs benutzten Randpunkten verbindbar sind. Der wesent- 
liche Unterschied der Beweisfiihrung fiir beschrinkte Bereiche und fiir 
die iibrigen Bereiche in dieser Arbeit liegt in der Heranziehung des 
Kontinuitatssatzes. Hier ist es erforderlich, die zuletzt aufgestellte 
Verallgemeinerung des Kontinuitatssatzes zu benutzen. 

In § 2 .beweisen wir den folgenden 

Satz 3. B sei ein schlichter Bereich mit zusammenhiingendem Rand*). 
Gibt es dann ein 2-dimensionales algebraisches Gebilde, auf dem keine inneren 
Punkte von 8 liegen, so ist jede in allen Randpunkten von 8 reguliire und 
eindeutige Funktion f (z,, 2, -.-, 2) ins ganze Innere von 8 hinein regular 
und eindeutig fortsetzbar. 

Im (z,,2,)-Raum ist dieser Satz ein Spezialfall von Satz 2, da der 
Raum, aus dem lediglich ein 2-dimensionales algebraisches Gebilde heraus- 
genommen ist, einen Regularititsbereich darstellt. In den Riumen von 
mehr als zwei Verinderlichen erfaBt jedoch Satz 3 Bereiche, die Satz 2 
nicht erfaBt. In diesen Bereichen allerdings ist jede im ganzen Innern 
reguliare Funktion konstant. Dasselbe gilt dann notwendig auch fiir jede 
auf dem Rande eines solchen Bereiches regulire und eindeutige Funktion, 
Ein einfaches Beispiel eines solchen Bereiches im (z,, 2,, z,)-Raum erhalt 
man, wenn man dort zwei windschiefe 2-dimensionale analytische Ebenen 
und als Bereich eine Punktmenge mit zusammenhingendem Rand wahlt, 
die die eine Ebene ganz im Innern enthalt und die andere ganz drauSen 
1aBt. 

In §3 iiberlegen wir uns zunichst, daB wir Satz 2 noch auf die- 
jenigen Bereiche ausdehnen kénnen, die nicht schlicht iiber einem Regu- 


*) % darf auch unbeschrankt sein. 
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laritatsbereich liegen, aber iiber ihm keine weiteren Verzweigungspunkte 
aufweisen. Satz 3 la8t sich auf diejenigen nicht schlichten Bereiche ohne 
Verzweigungspunkte erstrecken, die iiber einem 2-dimensionalen algebraischen 
Gebilde keine inneren Punkte aufweisen. Beschranken wir uns, wie es 
auch Hartogs bei dem eingangs zitierten Satze getan hat, auf solche 
Funktionen, die bei einer méglichen Fortsetzung vom Rande ins Innere 
eines Bereiches 8 eindeutig in bezug auf % bleiben, so lassen sich beliebig 
verzweigte Bereiche behandeln; denn in diesem Falle sind Schwierigkeiten 
topologischer Art, wie sie im Beweis zu Satz 2 auftreten, nicht vorhanden. 
Auch kénnen wir in diesem Fall auf einen zusammenhangenden Rand 
verzichten. Daher laBt sich der folgende Satz beweisen: 

Satz 4. 8 sei ein beliebiger Bereich iiber einem Regularititsbereich. 
Die Funktion { (z,, 2, ..., %») sei auf dem Rande von 8 regulér und ein- 
deutig. Verhilt sich dann f (z,, 2, ..-, 2n) bei jeder méglichen Fortsetzung 
vom Rande ins Innere von B eindeutig, so lapt sich f (z,, %,..., 2%) ™m 
jeden inneren Punkt von ® hinein analytisch fortsetzen. 

Diese Aussage fiihrt unmittelbar zu folgendem wichtigen 

Satz 5. Die nicht konstante Funktion f (z,, 2,,..., 2%) set auf dem 
Rande eines Bereiches ® regulir und eindeutig und verhalte sich bei jeder 
méglichen Fortsetzung vum Rande ins Innere von B eindeutig. Dann ist 
notwendig und hinreichend dafiir, dap sie sich ins ganze Innere von 8 
hinein analytisch fortsetzen lapt, daB es wenigstens eine im Innern von B 
requlire nicht konstante Funktion gibt. 

Bereiche, die den Voraussetzungen von Satz 4 nicht zu geniigen 
brauchen, erfaBt noch 

Satz 6. B set ein beliebig verzweigter Bereich, zu dem es ein 
2-dimensionales algebraisches Gebilde gibt, iiber dem keine inneren Punkte 
von B liegen. Die Funktion f (z,, 2,..., %) sei auf dem Rande von B 
regulir und eindeutig und verhalte sich bei jeder méglichen Fortsetzung vom 
Rande ins Innere von ® eindeutig. Dann lat sich f (z,, %,..., %) ins 
ganze Innere von B hinein analytisch fortsetzen. 

Im zweiten Teil dieser Arbeit zihlen wir die auBerwesentlich singu- 
laren Stellen einer Funktion zu den reguliren Punkten. Dementsprechend 
haben wir es mit meromorphen, statt mit reguliren Funktionen zu tun. 
E. E. Levi®’) hat zuerst den von Hartogs stammenden Satz, den wir am 
Anfang nannten, auf meromorphe Funktionen iibertragen. Wahrend wir 
bei der Betrachtung regulirer Funktionen auf Grund des verallgemeinerten 
Kontinuitatssatzes in der Lage waren, jenen Satz weitgehend auf un- 


10) Vgl. E. E. Levi, Studii sui punti singolari essenziali delle funzioni anali- 
tiche di due o pit variabili complesse, Ann. Mat. pur. appl. (3) 17 (1910). 
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beschrinkte und verzweigte Bereiche auszudehnen, sind wir bei der 
Betrachtung meromorpher Funktionen noch auf die Knesersche Fassung 
des Kontinuititssatzes"') angewiesen. Durch eine leichte Verallgemeinerung 
dieses Satzes kommen wir zu Satz 7. In Satz 8 zeigen wir dann, daB fiir 
schlichte Bereiche mit zusammenhingendem Rand, die auf speziellen 2-dimen- 
sionalen algebraischen Gebilden keine inneren Punkte aufweisen, gilt, dap 
jede auf dem Rande eines solchen Bereiches meromorphe und eindeutige 
Funktion sich ins ganze Innere von 8 meromorph und eindeutig fort- 
setzen lat. 

Als Anwendung ergibt sich unmittelbar ein bekannter Satz von 
Severi '*): 

Tst die Funktion F(z,,%,.-.,2%,) in sdmtlichen Punkten eines ge- 
schlossenen 2-dimensionalen algebraischen Gebildes regulér wnd eindeutig, so 
ist F (z,, 2, ..+) Zn) eime Konstante. 
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Teilbereiche von Regularitatsbereichen. 


Um zeigen zu kénnen, daB Teilbereiche von Regularititsbereichen nicht 
konstanter Funktionen keine geschlossenen inneren Singularitétenmannig- 
faltigkeiten aufweisen, benutzen wir zwei wichtige Saitze: Der erste Satz ist 
die von H. Behnke bewiesene Verailgemeinerung des Kontinuititssatzes. 


Verallgemeinerter Kontinuititssatz. § sei ein 2 k-dimensionales 
erginztes analytisches Flachenstiick *) mit 1 < k< n— 1 in einem Bereich 8. 


11) Vgl. H. Kneser, Der Satz von dem Fortbestehen der wesentlichen Singulari- 
titen einer analytischen Funktion zweier Veranderlichen. Jabresber. deutsch. 
Math.-Vereinigung 41 (1932). — Ein Satz tiber Meromorphiebereiche analytischer 
Funktionen mehrerer Veranderlichen. Math. Annalen 106 (1932). 

12) Vgl. F. Severi, Sull’ insieme dei punti singolari di una funzione analitica di 
pit variabili. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. (6) 9 (1929). — Aleune proprieta fonda- 
mentali dell’ insieme dei punti singolari di una funzione analitica di pit variabili. 
Mem. Accad. Ita!. 3, Mat. N. 1, (1932). 

18) Vgl. B.-Th., Bericht, II., § 2. 
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G sei irgend ein 2k-dimensionales Gebiet auf §, welches den Rand R 
haben mége. Ferner sei §, (v = 1, 2,3,...) eine Folge von 2 k-dimensio- 
nalen, ergdnzten analytischen Flichenstiicken, die gegen & gleichmaBig konver- 
gieren. Auf jedem Fléichenstiick §, sei ein Gebiet G, mit dem Rand R, 
gegeben, so daB mit wachsendem vy die &, gleichmépfig gegen G konvergieren. 
Ist dann die Funktion f{ (z,, 2, ..-, Zn) tm allen Punkten von R sowie in 
allen Punkten von ©,+ R, fiir alle v eindeutig und regulir, so ist 
} (2, % «++» Zn) auch noch in alle Punkte von © eindeutig und regulér 
fortsetzbar. 

Der zweite Satz ist 

Satz 1. Nimmt die Funktion f{(z,,2,,..., 2%) in threm Regularitits- 
bereich R im Punkte P den Wert a an, so gibt es stets eine zusammen- 
héingende a-Stellenmannigfaltigkeit in R, auf der P liegt, und die dem Rand 
von R beliebig nahe kommt. 

Es geniigt offenbar, diesen Satz fiir Nullstellenmannigfaltigkeiten zu 
beweisen. AuBerdem kénnen wir uns auf den Fall n = 2 beschrinken; 
denn im Falle n > 2 legen wir durch P eine geeignete 4-dimensionale 
analytische Ebene. In dieser Ebene ist dann auf Grund des Falles n = 2 
bereits die Aussage von Satz 1 richtig, also erst recht im ganzen 2n- 
dimensionalen Raum. 

Ware nun im Falle n = 2 unser Satz nicht richtig, so gibe es den 
Regularitatsbereich 8 einer Funktion /(z,,2,), in dessen Innerem eine 
Nullstellenfliche § lage, deren Punkte also der Gleichung f(z,,z,) = 0 
geniigen wiirden, und die eine geschlossene analytische Mannigfaltigkeit 
bildete. Ferner gibe es einen ganz im Innern von $ liegenden Teil- 
bereich $*, der §& ganz im Innern enthalt, und der die Eigenschaft hat, 
daB es in seinem Innern und auf seinem Rande keine weiteren Nullstellen 
von /{(z,,2,) als die Punkte von § gibt. Wir wollen nachweisen, daB 
diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt. 

Durch eine projektive Transformation kénnen wir stets erreichen, da8 
endlich viele unendlich ferne Punkte hat, die die projektiven Koordinaten 


(Aa,, Ab,, 0); (Aa,, 4b,, 0); ...3 (A@m, Abn, 9) 
haben mégen. Dann betrachten wir die Funktion 


wobei 

P (z,, 2%) = (b, 2, — @, 2) - (by 2, — Gy 2%) - ~~ - + (Om %, — Gm 2) 
und yw eine Konstante ist, iiber die wir noch geeignet verfiigen werden. 
® (z,, z,) ist regular in allen im Endlichen liegenden Punkten von 8, also 
auch in allen im Endlichen liegenden Punkten von 8*. In den unendlich 
fernen Punkten von 8 hat die Funktion ®(z,,z,) Polstellen mit Aus- 
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nahme der Punkte (Aa,, 4b,, 0), in denen ®(z,,z,) auBerwesentlich singu- 
lare Stellen zweiter Art hat. In der Umgebung dieser Stellen liegen also 
die Nullstellen der Funktion ®(z,, z,) auf ergiinzten analytischen Flichen- 
stiicken “), Wir kénnen nun m Umgebungen U, der Punkte (Aa,, Ab,, 0) 
und ein reelles ~, > 0 so wihlen, daB8 alle Umgebungen U, noch ganz 
in 8* liegen und die Schnittpunkte der Nullstellenfliche von ®(z,, z,) 
mit den Randpunkten der U, fiir alle ~ mit |u| < m, ganz im End- 
lichen liegen. Nun legen wir um den Nullpunkt eine Hyperkugel, deren 
Radius so groB ist, daB sie alle Schnittpunkte der Nullstellenfliche von 
@(z,, z,) mit den Randpunkten der U, im Innern enthilt. Wenn wir 
nun # hinreichend klein machen, so liegen die Nullstellen der Funktion 
@(z,, z,), soweit sie im Durchschnitt von 8* und der Hyperkugel liegen, 
ganz im Innern von 8*. Dort ist aber ®(z,,z,) regular. Also liegen 
dort die Nullstellen von ®(z,, z,) auf einem erginzten analytischen Flachen- 
stiick. Wir sehen also, daB die Nullstellen von ®(z,,z,) fiir hinreichend 
kleines « — soweit sie in B* liegen — ganz im Innern von %* liegen 
und dort ein geschlossenes analytisches Gebilde  bilden, welches also 
ganz im Innern von 8 liegt. 

Ist nun § von § verschieden, so sind wir fertig; denn in diesem 
Falle ist f(z,,2,) auf § regular, also nach dem Maximumprinzip fiir 
analytische Flachen auf § konstant und gleich Null, da § und § die- 
selben unendlich fernen Punkte haben, in denen /(z,,z,) gleich Null ist. 
Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme, da § die einzige Nullstellen- 
fliche von f(z,, Z,) in 8* sein sollte. § ist aber nur dann mit § iden- 
tisch, wenn alle Punkfe von % iiber den Punkten der Ebenen &,: 

b,z, — a,z, = 0 

liegen. In diesem Fall ist § eine geschlossene analytische Mannigfaltig- 
keit, die tiber den Ebenen €, ausgebreitet ist. Speziell stellen die Punkte 
von %§ iiber der Ebene €, eine geschlossene analytische Mannigfaltigkeit 
dar, die ganz im Innern von 8 liegt. Nun legen wir €, parallel und so 
dicht bei €,, daB die Punkte von % iiber €, auch noch eine geschlossene 
analytische Mannigfaltigkeit bilden. In diesen Punkten ist dann /{(z,, z,) 
auch noch regular, also konstant und gleich Null, da ja €, denselben 
unendlich fernen Punkt wie ©, hat, in dem aber /(z,,z,) gleich Null ist. 
Damit sind wir auch in diesem Falle zu einem Widerspruch gefiihrt. 
Satz 1 ist also bewiesen. 

Satz 2. B sei ein Teilbereich eines Regularititsbereiches'**) und habe 
einen zusammenhiingenden Rand. Ist dann die Funktion f (z,, 2, ..., 2n) 

14) Vgl. B.-Th., Bericht, V., § 2. 

148) Der abgeschlossene Raum gebért nicht zu den Regularitatsbereichen (siehe 
Einleitung). 
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in allen Randpunkten von 8 regulir und eindeutig, so laBt sich f (z,, z,, ..., 2) 
ins ganze Innere von & hinein reguldér und eindeutig fortsetzen. 

Wir kénnen iiber den Bereich 8 gewisse vereinfachende Voraus- 
setzungen machen, ohne die Allgemeingiiltigkeit unseres Satzes zu beein- 
triichtigen. Zunichst kénnen wir annehmen, da8 8 ganz im Innern eines 
Regularitatsbereiches liegt; denn unsere Funktion /(z,, z,, ..., 2,) = f(z) ist 
in allen Randpunkten von $ regulir. Also gibt es einen Bereich U, der 
simtliche Randpunkte von 8 im Innern enthalt und in dem /(z) auch 
noch regulir und eindeutig ist. %, heibe die Gesamtheit der Punkte, 
die in %, aber nicht in U liegen. Wahlt man nun einen ganz im Innern 
von % liegenden Teilbereich 8*, der B, ganz umfaBt und einen zusammen- 
haingenden Rand hat (was immer méglich ist, da 6 einen zusammen- 
hangenden Rand hat), so liegt der Rand von $* ganz im Innern von U. 
Dort ist f(z) regulér und eindeutig. Gilt nun die Behauptung unseres 
Satzes fiir 8*, so gilt sie auch fiir 6. %* liegt aber ganz im Innern 
von %, also auch ganz im Innern des Regularititsbereiches. Da wir also 
annehmen diirfen, daB 8 ganz im Innern eines Regularitiatsbereiches liegt, 
der Existenzbereich der Funktion F (z,, z,, ..., %) = F(z) sein miége, 
so kénnen wir weiter noch annehmen, daB das analytische Gebilde 

F (z) = 0 
ganz auSerhalb % verliuft. Wir kénnen dieses nimlich stets durch 
geeignete Addition einer Konstanten zur Funktion F(z) erreichen, wodurch 
sich deren Existenzbereich nicht andert. Fiir den so erhaltenen Bereich 
verlauft nun der Beweis unseres Satzes folgendermaBen: 

Wir bilden folgende Teilbereiche des Regularitatsbereiches R der 
Funktion F(z): &(r) sei die Gesamtheit der Punkte von §, fiir welche 
|\F(2)| <r 
gilt. Der Rand von S(r) besteht aus Punkten des Randes von ® und 

aus Punkten der analytischen Hyperfliche H (r): 

|F (z)| = +. 
r durchlaufe alle positiven reellen Zahlen. Jetzt betrachten wir den Durch- 
schnitt D(r) von K(r) und B fiir jedes r. D(r) liegt fiir jedes r ganz 
im Innern von ®. Fiir hinreichend kleines r ist D(r) leer, da ja das 
analytische Gebilde mit der Gleichung F(z) = 0 ganz auBerhalb 8 liegt. 
Lassen wir r wachsen, so ist D(r) von einem gewissen R, ab, also fiir 
alle r > R, nicht mehr leer. Fiir irgendeinen Punkt P aus & sei 

| F(P)| = rp. 

Ist nun P ein Randpunkt von 8%, so wollen wir P einen ausgezeich- 
neten Randpunkt erster Art nennen, wenn es in einer hinreichend kleinen 
Umgebung U(P) von P keine inneren Punkte von D(rp) gibt. Sind 
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simtliche inneren Punkte von (rp) in einer hinreichend kleinen Um- 
gebung U(P) des Randpunktes P auch innere Punkte von D(rp), so wollen 
wir P als Einbuchtungspunkt bezeichnen. 

Nun wollen wir 8 abandern. Da die Randpunkte C von 8 ganz 
in einem Bereich U liegen, in dem die Funktion f(z) regulir und ein- 
deutig ist, so kénnen wir einen Bereich 8* so wihlen, daB 1. 8* noch 
einen zusammenhiangenden Rand hat, 2. der Rand von $* noch ganz in 
U liegt, 3. jeder Randpunkt von $* auch Randpunkt von R — B* ist, 
4. B* u. a. alle die Punkte von 8 im Innern enthilt, die nicht im Innern 
von U liegen, 5. 8* nur endlich viele ausgezeichnete Randpunkte erster 
Art und nur endlich viele Einbuchtungspunkte aufweist. Kénnen wir nun 
unseren Satz fiir 8* beweisen, so kénnen wir ihn auch fiir 8 beweisen. 
Wir wollen 8* wieder mit 8 bezeichnen, so da8 jetzt B die fiinf genannten 
Voraussetzungen erfillt. Den Rand von % bezeichnen wir wieder mit C. 

Wir betrachten jetzt D(r) fiir ein beliebiges r, etwa fiir r,. D(r,) 
hat dann Randpunkte, die zu H(r,) gehéren, und solche, die nur zu C 
gehéren, aber nicht zu H(r,). Unter den Randpunkten von D/(r,), die 
nur zu C gehéren, gibt es dann solche, die innerhalb dieser zu C ge- 
hérenden Randpunkte von D(r,) mit einem ausgezeichnetem Randpunkt 
erster Art verbindbar sind. Gibt es auch solche, die es nicht sind, so 
sind diese Randpunkte innerhalb der nur zu C gehérenden Randpunkte 
von D(r,) mit einem Einbuchtungspunkt verbindbar. Diese Randpunkte 
schlieBen dann gemeinsam mit Punkten von H (r,) Bereiche 6, (r,) ein. 
Da8 als Randpunkte von G,(r,) keine Randpunkte von ® auftreten 
kénnen, folgt aus der Regulaérkonvexitét der Regularititsbereiche '*). Die 
Bereiche G, (r,) liegen also noch ganz im Innern von ®. Die nur zu C 
gehérenden Randpunkte von G, (r,) bezeichnen wir mit C, (r,). Nun 
figen wir noch zu D(r,) die Bereiche G, (7) einschlieBlich C,(r,) hinzu. 
Ferner fiigen wir zu D(r,) noch saimtliche Bereiche 6, (r) einschlieBlich 
C,(r) fir alle r< yr, hinzu, soweit diese nicht schon zu G,(r,) bzw. 
C,(r,) gebéren. Da es nur endlich viele Einbuchtungspunkte gibt, so 
gibt es auch nur endlich viele solcher Bereiche G,(r). Wir erhalten da- 
mit Bereiche T, (r,), die ganz im Innern von & liegen. Diese Bereiche 
Z,(r,) brauchen nicht mehr schlicht tiber R zu liegen. Es kann nimlich 
folgendes eintreten: Auf eimem zu H(r’) gehérenden Randstiick eines 
Bereiches 6? (r’) ***) kann ein ausgezeichneter Randpunkt erster Art P auf- 
treten. Lassen wir dann r’ wachsen, so wichst auch der Bereich &}(r’), 


15) Der Beweis fiir diese Tatsache verlauft ebenso wie der Behnkesche Beweis 
des Kontinuitétssatzes [s. Anm. °)]}. 
15a) Durch den Index ° soll angedeutet werden, daB8 es sich bei Gf (r') um 
einen bestimmten der Bereiche G, (r') handelt. 
Mathematische Annalen. 114. 29 
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auf dessen zu H (r’) gehérendem Rand der Punkt P auftrat. Dann gibt es ein 
r* >’, so daB fiir r* noch der Bereich G} (r*) existiert, der G? (r’) um- 
faBt, und in dessen Innern P liegt, jedoch fiir kein r > r* ein solcher 
Bereich ©? (r) existiert, der P im Innern enthilt. Da® ein solches r* 
existiert, ersehen wir daraus, da8 fiir r > r* die Randpunkte von D(r), 
die zu C}(r*) gehérten, durch Randpunkte von D(r), die nur zu C ge- 
hérten, mit einem ausgezeichneten Randpunkt erster Art verbindbar sind. 
Ist nun fiir jedes r->r* der ausgezeichnete Randpunkt erster Art P 
durch Punkte von C, die in &(r) liegen, mit den Punkten von C} (r*) 
verbindbar, so wollen wir P als Punkt von ©)(r*) rechnen. Ehbenso 
wollen wir die mit P innerhalb D(r*) verbindbaren Punkte von D(r*), 
sowie deren Randpunkte auch noch zu ©} (r*) rechnen. Ist dagegen fiir 
hinreichend nahe bei r* liegende r > r* der Punkt P nicht durch Punkte 
von C, die in R(r) liegen, mit Punkten von C? (r*) verbindbar, so wollen 
wir P als in einem ,,anderen Blatt‘ als G}(r*) liegend ansehen. Dieser 
Ausdruck soll besagen, da8 wir P in einer Punktmenge betrachten, die 
auch schlicht iiber dem Regularititsbereich R liegt, aber nicht als mit 
den Punkten von ©{(r*) identisch angesehen werden soll. In dem so 
gekennzeichneten ,,anderen Blatt‘‘ sollen auch die Punkte von D(r*), 
sowie deren Randpunkte liegen, die innerhalb D(r*) mit P verbindbar 
sind. Diese auf solche Art festgelegte Verteilung der Punkte auf zwei 
,, Blatter“ iiber dem Regularitaitsbereich KR soll auch fiir den Bereich 
©} (r’) gelten. 

Haben wir auf diese Weise zwei verschiedene ,,Blaitter‘‘ hergestellt, 
so kénnen wir nun in der Betrachtung der Bereiche D(r) fortfahren. 
Hierbei miissen wir jetzt dieselben Uberlegungen wie vorher in den 
verschiedenen ,,Blaittern“ anstellen, was nunmehr keinerlei Schwierig- 
keiten macht. Es kénnen dabei auf den zu H(r) gehérenden Rand- 
stiicken der Bereiche G,(r) abermals ausgezeichnete Randpunkte erster 
Art auftauchen. Hierbei kann es vorkommen, daB solche Punkte in 
beiden ,,Blattern“ auf Randstiicken von H(r) auftreten. Dann hat man 
sich nach obigem Verfahren zu iiberlegen, ob sie zu einem der betreffenden 
,Blatter“ gehéren oder nicht. Ist das letztere der Fall, so hat man diese 
Stiicke einem ,,dritten Blatt‘‘ zuzuordnen. Man iiberzeugt sich leicht, 
daB es nie vorkommen kann, da8 ein solcher Punkt zwei verschiedenen 
,.blattern“ zuzurechnen ist. Ein solcher Fall wiirde naémlich nach unserem 
Verfahren bedeuten, daB die ,,Blatter‘ doch nicht verschieden wiren. 

Setzen wir das Verfahren nun fiir drei ,,Blatter‘‘ fort, dann fiir vier 
usw., so kommen wir nach endlich vielen Schritten zu einem Schlub; 
denn da es nur endlich viele ausgezeichnete Randpunkte erster Art gibt, 
so gibt es nur endlich viele verschiedene ,,Blatter“. 
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Haben wir dieses Verfahren fiir alle ausgezeichneten Randpunkte 
erster Art durchgefiihrt, so ist fiir jeden Bereich T,(r) erklart, wie er 
als nicht schlichter Bereich iiber ® aufzufassen ist. Dabei sind im all- 
gemeinen etliche ausgezeichnete Randpunkte erster Art fortgefallen, da sie 
zu inneren Punkten von Bereichen T,(r) geworden sind. 


Diejenigen ausgezeichneten Randpunkte erster Art, die auch als aus- 
gezeichnete Randpunkte erster Art von Bereichen T,(r) auftreten, wollen 
wir als ausgezeichnete Randpunkte zweiter Art bezeichnen. 

Sind simtliche ausgezeichneten Randpunkte erster Art auch solche 
zweiter Art, so sind wir fertig. Andernfalls wiederholen wir das an- 
gegebene Verfahren, indem wir lediglich an Stelle der ausgezeichneten 
Randpunkte erster Art von % die ausgezeichneten Randpunkte zweiter 
Art von 8 treten lassen. Dabei erhalten wir statt der Bereiche 6, (r) 
und T,(r), sowie statt der Randstiicke C,(r) Bereiche ©,(r) und T, (r) 
bzw. Randstiicke C,(r). Diese Bereiche und Randstiicke erhalten wir 
so, daB wir das Verfahren wértlich wiederholen und lediglich statt 
der auftretenden Ziffern 1 die Ziffern 2 schreiben. Dabei gehen wir 
wieder von 8 aus und nicht von den Bereichen T,(r), deren ver- 
schiedene Blatter uns nun nicht mehr interessieren. Wir werden so 
zu einer dritten Art ausgezeichneter Randpunkte, den ausgezeichneten 
Randpunkten dritter Art gefiihrt. Sind alle ausgezeichneten Randpunkte 
zweiter Art auch solche dritter Art, so sind wir fertig. Andernfalls ver- 
fahren wir so weiter, bis wir schlieBlich erreichen, da einmal simtliche 
ausgezeichneten Randpunkte k-ter Art auch solche k-+ 1-ter Art sind. 
Das ist sicher nach endlich vielen Schritten der Fall, da es nur endlich 
viele ausgezeichnete Randpunkte erster Art gab. 

Dann bezeichnen wir die ausgezeichneten Randpunkte k-ter Art kurz 
als ausgezeichnete Randpunkte und die Bereiche T(r) mit T(r). Wie be- 
reits fiir T, (r) auseinandergesetzt wurde, brauchen die Bereiche T(r) nicht. 
mehr schlicht iiber R zu liegen. Aber sie enthalten weder im Innern 
noch auf dem Rande Verzweigungspunkte iiber R. 

Wir behaupten nun: Zu jedem r > R, gibt es eine im Innern und 
auf dem Rande von T(r) eindeutige und regulire Funktion ® (z,, z,, ..., 2») 
= @(z), die in den zu C gehérenden Randpunkten von T(r), die nicht im 
Innern eines Bereichs T(r’) mit r’ >, liegen, mit der dort vorgegebenen 
Funktion /(z) tibereinstimmt. Ist T(r) nicht schlicht in bezug auf R, so 
braucht ®(z) in den iiberlagerten Punkten nicht dieselben Werte zu haben. 

Sicher ist, daB fiir diejenigen r, die nur wenig gréfBer als R, sind, 
die Behauptung richiig ist; denn fiir diese r gehért T(r) noch ganz zur 
Umgebung U des Randes C von 8%, in der aber f(z) selbst regular und 
eindeutig ist. 
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Ware nun die aufgestellte Behauptung nicht richtig, so gibe es ein R, 
so da8 fiir alle r< R die Behauptung richtig wire, jedoch fiir R 
nicht mehr. Da in T(r) fiir alle r< R eine regulare und eindeutige 
Funktion @ (z) existiert, so gibt ef auch eine regulire und eindeutige 
Funktion ®(z) im Innern von T(R) und auf dem Teil des Randes von 
<X(R), der in K(R) liegt. Wir behaupten dann, daB ®(z) sich auch in 
alle Randpunkte von T(R), die auf H(R) liegen, regular und eindeutig 
fortsetzen laBt. Die Randpunkte von T(R) auf H(R), die nicht zu C 
gehéren, oder zu C gehéren, aber im Innern eines Bereiches T(r) mit r > R 
liegen, bilden zusammen auf H (R) dann 2 n — 1-dimensionale Gebiete. Wir 
wollen diese Gebiete mit (FR) bezeichnen. Die Randpunkte dieser Gebiete 
sind Punkte von C, die innerhalb 8 (R) + H(R) durch Punkte von C mit 
ausgezeichneten Randpunkten verbindbar sind. Die iibrigen Randpunkte 
von T(R) auf H(R) — falls solche noch vorhanden sind — sind dann 
Punkte von C, die sich innerhaib R(R)+ H(R) durch Punkte von C 
mit ausgezeichneten Randpunkten verbinden lassen. In diesen Punkten 
stellt {(z) die eindeutige und analytische Fortsetzung von ®(z) dar. 

Ebenso stellt f(z) die eindeutige und analytische Fortsetzung von 
@(z) in den Randpunkten der Gebiete §(R) dar, da ja diese Punkte 
durch Punkte von C sich innerhalb 8(R)+H(R) mit ausgezeichneten 
Randpunkten verbinden lassen. Wir wollen nun zeigen, daB sich ®(z) 
auch in die inneren Punkte von §(R) eindeutig und analytisch fortsetzen 
laBt. 

P sei irgend ein innerer Punkt von §(R). Dann legen wir durch P 
das analytische Gebilde §: 

F(z) = F(P) =a,. 
wobei 
ja|=R 
ist. Die inneren Punkte von §(R) bilden auf § dann 2 — 2-dimensio- 
nale Gebiete, deren Randpunkte auch Randpunkte von §(R) sind. In 
einem dieser Gebiete, es sei das Gebiet ©, liegt P. Sicher ist © be- 
randet; denn die Punkte von §(R) liegen ganz im Innern von §; da- 
gegen liegt das analytische Gebilde § nach Satz 1 nicht ganz im Innern 
von ®. Also liegen auf § auch Punkte, die nicht zu §(R) gehéren. 
© ist also berandet. Wir wollen seinen Rand mit K bezeichnen. Nun 
wahlen wir eine Folge analytischer Gebilde §,: 
F(z) = s¢, 

mit 


lim e, =a 
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fiir jedes v. Fir hinreichend groBe » bilden die inneren Punkte von 
T(R) auf den §, dann 2 — 2-dimensionale Gebiete, deren Riander zum 
Rand von T(R) gehéren. Wir kénnen nun auf jedem Gebilde §, ein 
Teilgebiet G, der besagten 2 — 2-dimensionalen Gebiete so wihlen, daB 
die ©, gleichmiBig gegen ©, und ihre Rinder — sie seien mit K, be- 
zeichnet — gegen K konvergieren. Dann ist ®(z) in den Punkten der 
6, + K, reguliir und eindeutig; denn diese Punkte sind innere Punkte 
von &(R) oder Randpunkte von T(R), die nicht auf H(R) liegen. 
Ferner ist @(z) durch f(z) regulér und eindeutig in die Punkte von K 
fortgesetzt. Dann folgt aus dem verallgemeinerten Kontinuitatssatz fiir 
k =n—1, daB sich ®(z) auch in alle inneren Punkte von © hinein 
regular und eindeutig fortsetzen laBt. Da P ein beliebiger Punkt von 
§(R) war, so ist damit gezeigt, daB ®(z) sich in simtliche inneren Punkte 
von §(R) regular und eindeutig fortsetzen laBt. 

Damit haben wir bewiesen, daB es fiir jedes r eine im Innern und 
auf dem Rande von T(r) eindeutige und regulire Funktion ®(z) gibt, 
die in gewissen Randpunkten von T(r) mit der dort vorgegebenen 
Funktion /(z) iibereinstimmt. 

Fiir alle hinreichend groBen r sind nun alle Bereiche T(r) identisch 
und umfassen ganz den Bereich 8. Folglich gibt es eine im Innern und auf 
dem Rande von $ regulare und eindeutige Funktion ®(z), die in der Um- 
gebung gewisser Randpunkte von $ mit der dort vorgegebenen Funktion f (z) 
iibereinstimmt. Dann folgt die Ubereinstimmung von ®(z) mit f(z) in 
simtlichen Randpunkten von 8 aus der Eindeutigkeit der analytischen 
Fortsetzung lings eines Weges. Also stellt ®(z) eine im ganzen Innern 
von % regulare und eindeutige Fortsetzung der Funktion /(z) dar. Unser 
Satz ist also bewiesen. 


§ 2. 
Bereiche, in denen jede regulire Funktion konstant ist. 


Wihrend die bisher behandelten Bereiche stets im ganzen Innern 
eine regulire nicht konstante Funktion zulassen, wollen wir in diesem 
Paragraphen zeigen, daB es Bereiche gibt, in denen jede im ganzen Innern 
regulare Funktion konstant ist'*), die aber trotzdem keine geschlossenen 
inneren Singularitétenmannigfaltigkeiten aufweisen kénnen. 

Satz 3. ® sei ein schlichter Bereich mit zu enhingendem Rand. 
Gibt es dann ein 2-dimensionales algebraisches Gebilde, auf dem keine inneren 





16) Diese Bereiche haben also als Regularitatshiille den abgeschlossenen Raum, 
den wir jedoch nicht als Regularitatsbereich bezeichnen. 
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Punkte von B liegen, so ist jede in allen Randpunkten von 8 regulire und 
eindeutige Funktion f{ (z,, z,,.-.,; %,) ims ganze Innere von B hinein regulir 
und eindeutig fortsetzbar. 

Der Beweis dieses Satzes verliuft im wesentlichen so wie der Beweis 
zu Satz 1. Wir wollen uns daher eine fast wértliche Wiederholung des 
dortigen Beweisganges ersparen und nur die Stellen angeben, an denen 
der Beweis anders verliuft. 

Zunachst kénnen wir annehmen, da8 auf dem genannten algebraischen 
Gebilde keine Randpunkte von % liegen; denn wire dies der Fall, so 
kénnten wir einen ganz im Innern von % liegenden Teilbereich $* wahlen, 
der einen zusammenhingenden Rand hat und alle diejenigen Punkte 
von % im Innern enthilt, fiir die noch zu zeigen ist, daB dorthin 
f(z, 25 «++» 2n) = f(z) auch noch regular und eindeutig fortgesetzt werden 
kann. Dann geniigt es, fiir 8* unseren Satz zu beweisen. 

Nun geniige das algebraische Gebilde, welches ganz auBerhalb 8 ver- 
lauft, den Gleichungen 

Pos (Bas Bags - + -y Bq) = O: pum 2S, ...8, 
wobei die gy, Polynome in den z,,z,,...,2, sind. Dann lassen wir im 
Beweisgang zu Satz 1 an Stelle des analytischen Gebildes mit der Gleichung 
F(z) = 0 das algebraische Gebilde mit den Gleichungen 


Pp (215 Zqs -+ +5 Z_) = O; gpn3.d,...8 
treten. Ferner verstehen wir unter den Bereichen &(r) jetzt die Bereiche 


lo? + losl? +---+ 1 eal? < 7° 
mit den Randern H (r): 


[al? + losl® +--- + | Gal? = 2°. 
SchlieBlich setzen wir noch an Stelle des Regularititsbereiches R den 
Bereich, den wir dadurch erhalten, daS wir aus dem projektiv ab- 
geschlossenen-Raum die Punkte des algebraischen Gebildes herausnehmen. 
Den so erhaltenen Bereich bezeichnen wir wieder mit R. Mit diesen 
Abanderungen verliuft der Beweis dann wértlich so, wie der Beweis zu 
Satz 1. Erst an der Stelle, wo die eindeutige und regulare Fortsetzung 
von ®(z) in die Punkte von §(R) gezeigt wird, haben wir den Beweis 
dahingehend abzuindern, da8 wir, wenn P ein Punkt von §(R) ist, das 


analytische Gebilde § durch das 2-dimensionale algebraische Gebilde §: 
Pu (24s Bs ++ +9 Sa) = Pu (P); = 2,3,...,% 
ersetzen und die Gebilde §, dufch algebraische Gebilde §,: 
Pu (2,5 Bqy - +p Sq) = &; w= 2,3,...,9 
mit 
lim ef = 9,(P); » =2,3,...,9 
17> oa 
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und 

Jes Jes? ee + LE < lg PI? + [os (PP? +--+ on (PII 
fiir jedes v. Auf § und den §, treten dann 2-dimensionale Gebiete © 
und ©, auf, die nun desbalb berandet sind, weil § und §, dieselben un- 
endlich fernen Punkte wie das auBerhalb 8 verlaufende algebraische Gebilde 
haben, also selbst auch Punkte auBerhalb T(R) haben. Weiter haben 
wir im Verlauf des Beweises den verallgemeinerten Kontinuitatssatz statt 
fir k =»—1 fir k =1 anzuwenden. Damit erhalten wir dann das 
Resultat, daB es zu jedem r eine im Innern und auf dem Rand von T(r) 
regulére und eindeutige Funktion ®(z) gibt, die in gewissen Randpunkten 
mit der dort vorgegebenen Funktion f(z) iibereinstimmt. Da die Bereiche & (r) 
nur endlich viele unendlich ferne Randpunkte haben und ihre inneren 
Punkte saimtlich im Endlichen liegen, so liegen die Bereiche T(r) ganz 
im Endlichen. Lassen wir nun r iiber alle Grenzen wachsen, so kommen 
wir zu dem Resultat, daB es in allen endlichen Punkten von 8 und C 
eine eindeutige und regulire Funktion ®(z) gibt, die in gewissen Punkten 
von C mit der dort vorgegebenen Funktion f(z) iibereinstimmt. Wir 
wollen sehen, da8S @(z) in allen im Endlichen gelegenen Punkten von C 
mit der dort vorgegebenen Funktion f(z) iibereinstimmt. 

Q sei ein Punkt von C, in dem ®(z) und f(z) iibereinstimmen. Da 
nun C zusammenhingend ist, so ist jeder Punkt S von C mit Q durch 
Punkte von C verbindbar. Ist diese Verbindung durch solche Punkte 
méglich, die simtlich im Endlichen liegen, so sind in ihnen ®(z) und f(z) 
iiberall erklart. Dann folgt aus der EKindeutigkeit der analytischen Fort- 
setzung lings eines Weges, daB ®(z) und f(z) auch in S iibereinstimmen. 

Ist die Verbindung von Q und S durch Punkte von C nur durch 
Verwendung unendlich ferner Punkte von C méglich, so gibt es um die 
im Unendlichen liegenden Punkte des Verbindungsweges eine Umgebung, 
in der f(z) noch regulér und eindeutig ist, und die dann notwendig 
Punkte im Endlichen hat. Innerhalb dieser Umgebung ist es gleichgiiltig, 
ob der betrachtete Weg im Unendlichen verliuft oder ins Endliche ver- 
schoben wird, da ja /(z) dort eindeutig ist. Lings eines so ins Endliche 
verschobenen Weges ist ®(z) definiert, sq daB auch lings dieses Weges 
von Q nach S die Funktionen ®(z) und /(z) beide definiert sind, also dort 
iibereinstimmen und somit auch in S identisch sind. 

®(z) ist also die eindeutige und analytische Fortsetzung von f(z) in 
alle im Endlichen liegenden Punkte von 8. Die Fortsetzung in die un- 
endlich fernen Punkte macht nun keine Schwierigkeiten mehr; denn durch 
eine projektive Transformation laBt sich jeder unendlich ferne Punkt aus 
% ins Endliche bringen, und dann laBt sich im transformierten Bereich 8 












456 F. Sommer. 


von $ die transformierte Funktion in jeden im Endlichen gelegenen 
Punkt von % eindeutig und analytisch fortsetzen; denn $ la8t ja auch 
ein algebraisches Gebilde, nimlich das Bild des auBerhalb 8 verlaufenden 
Gebildes ganz drauBen. Macht man nun die projektive Transformation 
riickgingig, so bat man damit f(z) auch in den betrachteten unendlich 
fernen Punkt von % eindeutig und analytisch fortgesetzt. Da dieses 
Verfahren fiir jeden unendlich fernen Punkt von 8 durchgefiihrt werden 
kann, so kénnen wir also /(z) in alle unendlich fernen Punkte von & 
eindeutig und analytisch fortsetzen. Damit ist Satz 3 bewiesen. 

Da8B Satz 3 tatsichlich Bereiche erfaBt, die Satz 2 nicht erfaBt, 
sehen wir an einem einfachen Beispiel im R,, dem Raum der drei Ver- 
anderlichen z,,2z,,2z,. Dort sind die beiden 2-dimensionalen analytischen 
Ebenen 

€,: 2,=0; 4=— 90, 
@: z,=1; 2,=—0 


windschief. Wahlt man nun einen schlichten Bereich $ mit zusammen- 
hangendem Rand, der €, ganz im Innern enthalt und €, ganz drauBen 
laBt, so gelten fir ihn die Voraussetzungen von Satz 3. Die Voraus- 
setzungen von Satz 2 gelten jedoch nicht; denn jede im ganzen Innern 
von % regulare und eindeutige Funktion ist konstant. Dieses sieht man 
folgendermaBen ein: Wahlit man einen ganz im Innern von % enthaltenen 
Teilbereich 8* mit zusammenhingendem Rand, der auch noch €, ganz 
im Innern enthilt, so ist jede in 8 regulire und eindeutige Funktion / (z) 
auf dem Rand von %* regular und eindeutig. Auf das AuBere von $* 
treffen dann die Voraussetzungen von Satz 3 zu, und man erhilt das 
Ergebnis, daB /(z) auch noch im AuBeren von $* regular und eindeutig 
und damit im projektiv abgeschlossenen Raum regular und eindeuti, also 
konstant ist. 


§ 3. 

Nicht schlichte Bereiche. Eindeutige Funktionen. 

Bisher haben wir nur schlichte Bereiche beziiglich eines Regularitits- 
bereiches bzw. schlichte Bereiche im projektiv abgeschlossenen Raum 
betrachtet. Sehen wir uns nun unsere Beweisverfahren fiir nicht schlichte 
Bereiche an, so stellen wir fest, daB sich unsere Sitze unmittelbar auf 
solche nicht schlichten Bereiche iibertragen lassen, die iiber dem Regularitats- 
bereich bzw. tiber dem projektiv abgeschlossenen Raum keine Verzweigungs- 
punkte aufweisen. Machen wir jedoch die Einschrankung, da8 eine Funktion, 
die auf dem Rande eines Bereiches regulir und eindeutig ist, bei jeder 
médglichen Fortsetzung vom Rande ins Innere des Bereiches eindeutig in 
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bezug auf den betreffenden Bereich bleibt, so lassen sich beliebig verzweigte 
Bereiche behandeln. Auch kénnen wir in diesem Fall auf einen zusammen- 
hangenden Rand verzichten. 

Satz 4. ® sei ein beliebiger Bereich tiber einem Regularitatsbereich. 
Die Funktion f (z,, 2, ..., %,) set auf dem Rande von % regular und ein- 
deutig. Verhdlt sich dann f (z,,2,,...,%n) bet jeder méglichen Fortsetzung 
vom Rande ins Innere von B eindeutig, so lapt sich f (z,,2,,..., 2%) im 
jeden inneren Punkt von 8 hinein analytisch fortsetzen. 

Wir kénnen annehmen, daB 8 ganz im Innern des Regularitats- 
bereiches der Funktion F (z,,z,,...,2,) = F(z) liegt. Liegen namlich 
Randpunkte von % iiber Randpunkten des Regularitatsbereiches, so 
wahlen wir einen ganz in $ enthaltenen Teilbereich 6* von %, der alle 
Punkte von 8 im Innern enthilt, in die hinein f (z,,z,,..., 2%) = f(z) 
sich nicht analytisch fortsetzen laBt, falls solche existieren. Es geniigt 
also, unseren Satz fiir solche Bereiche zu beweisen, die ganz im Innern 
von Regularitatsbereichen liegen. 

f(z) sei also auf dem Rand von % regular. Lat sich nun /(z) 
nicht in jeden inneren Punkt von % hinein analytisch fortsetzen, so gibt 
es unter diesen Punkten einen solchen, fiir den F(z) in bezug auf diese 
Punkte sein Maximum annimmt. P sei ein solcher Punkt und A das 
Maximum. Dann betrachten wir das analytische Gebilde §, welches der 
Gleichung geniigt: 

P(z) = F(P) 


F(P) = % und || = A. 


Die inneren Punkte von %, die iiber Punkten von § liegen, bilden dann 
auf § ein oder mehrere — eventuell nicht schlichte — Gebiete. In 
einem dieser Gebiete liegt P. Wir bezeichnen es mit G. Sicher ist © 
berandet, da § nach Satz 1 nicht ganz im Innern des Regularititsbereiches 
liegt, was jedoch fiir die Punkte von % der Fall ist. Der Rand von 6 
sei mit R bezeichnet. Nun wahlen wir eine Folge analytischer Gebilde §,: 


mit 


F(z) =% 
mit 
lim YU, = A 
und =, 
|a,| > |A| 


fiir jedes v. Sind die » hinreichend groB, so bilden die inneren Punkte 
von $ auch auf diesen Flaichen Gebiete, von denen wir je ein Teilgebiet 
6, mit dem Rand R, so auswahlen kénnen, daB die G, gegen © gleich- 
maBig konvergieren. Nun ist f(z) in allen Punkten von 6, + R, ein- 
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deutig und regular, da diese Punkte Randpunkte von % oder solche 
inneren Punkte sind, in die hinein /(z) sich analytisch fortsetzen laBt, 
Ebenso ist f(z) in allen Punkten von R regular und eindeutig, da diese 
Punkte zum Rand von 8 gehéren. Folglich la8t sich nach dem ver- 
allgemeinerten Kontinuitatssatz fiir k = »—1 die Funktion f(z) in alle 
inneren Punkte von ©, also auch in P hinein analytisch fortsetzen, im 
Widerspruch zur Annahme, da8 dieses nicht der Fall sein sollte. 

Satz 4 versetzt uns nun in die Lage, den folgenden wichtigen Satz 
auszusprechen: 

Satz 5. Die nicht konstante Funktion f{ (z,, 2,,.--,%,) set auf dem 
Rande eines Bereiches ® regulir und eindeutig und verhalte sich bei jeder 
méglichen Fortsetzung vom Rande ins Innere von B eindeutig. Dann ist 
notwendig und hinreichend dafiir, dap sie sich ins ganze Innere von 8 
hinein analytisch fortsetzen liBt, daB es wenigstens eine im Innern von B 
regulire nicht konstante Funktion gibt. 

DaB die Voraussetzung dieses Satzes hinreichend ist, folgt aus Satz 4. 
DaB sie auch notwendig ist, folgt aus der Tatsache, daB f (z,, z,,..., 2») 
eine Funktion ist, die im ganzen Innern von % regular und eindeutig ist. 

Satz 6. B sei ein beliebig verzweigter Bereich, zu dem es ein 
2-dimensionales algebraisches Gebilde gibt, iiber dem keine inneren Punkte 
von B liegen. Die Funktion f (z,, 2z,,..., 2%) set auf dem Rande von B 
regulir und eindeutig und verhalte sich bei jeder méglichen Fortsetzwng vom 
Rande ins Innere von 8 eindeutig. Dann lapt sich f (z,,2,,..., Zn) ims 
ganze Innere von B hinein analytisch fortsetzen. 

Das algebraische Gebilde %, welches den Voraussetzungen dieses Satzes 
geniigen mége, geniige den folgenden nm — 1 Gleichungen: 

Pu (2,1 %qs---> 2m) = 0; w= 2,3,...,0 
wobei die ¢, (z,, 2, ---: Zn) = Yu(z) Polynome in den z,, z,,..., 2, sind. 

Wir kénnen nun annehmen da keine Randpunkte von $ iiber 
Punkten von § liegen; denn liegen iiber §% Randpunkte von 8%, so 
wahlen wir einen ganz in 8 enthaltenen Teilbereich 6*, der alle Punkte 
im Innern enthalt, in die sich die Funktion f (z,,z,,..., 2) = f(2) 
eventuell nicht fortsetzen laBt. Dann geniigt es, fiir 8* den Satz zu 
beweisen. Wir kénnen uns also beim Beweis auf Bereiche 8 beschranken, 
deren Randpunkte nicht iiber Punkten von § liegen. 

f(z) sei also auf dem Rand von 8% regular und lasse sich nicht in 
jeden Punkt von $ hinein analytisch fortsetzen. Gibt es im Endlichen 
Punkte in 8%, in die hinein f(z) sich nicht analytisch fortsetzen laBt, so 
gibt es unter diesen einen solchen, es sei P, fiir den 


lps (z)P + |p (2)P + .-- + |pn(2))? 





















Funktionen mehrerer Veranderlichen. 459 


sein Minimum in bezug auf diese Punkte annimmt. Dieses Minimum 
sei a. Also 


Pu (P) = au; fp = 3,3,...,% 

mit 
ja,|? + ja,|? +... + Jaa f? = a. 

Durch P legen wir nun das 2-dimensionale algebraische Gebilde §,: 
Pu (Z) = Qu; pe wz 2,3, .. 25 % 


%, hat dieselben unendlich fernen Punkte wie §. Diese liegen auBerhalb B. 
Also schneidet §, den Rand von %. Die inneren Punkte von 8% iiber 
Punkten von %, bilden also auf %, 2-dimensionale — eventuell nicht 
schlichte — Gebiete. In einem dieser Gebiete, es sei das Gebiet 6, 
liegt P. @ habe den Rand R, dessen Punkte zum Rand von 8 gehéren. 
Jetzt waihlen wir komplexe Zahlena”; « = 2,3,....n; »=1,2,3,... mit 

lim ay’ =a,; m= 2,3,.... 


und 
jay’? +- Jas’ P+...+]aPP<a 


fiir jedes v. Sodann betrachten wir die Folge 2-dimensionaler algebraischer 
Gebilde §,: 
Pu (2) = a‘, ; poe $3... 4, 

Diese algebraischen Gebilde haben ebenfalls dieselben unendlich fernen 
Punkte wie §. Fiir hinreichend groBe » bilden dann die inneren Punkte 
von $ auf den %, 2-dimensionale Gebiete. Von diesen Gebieten kénnen 
wir nun je ein Teilgebiet ©, mit dem Rand R, so herausgreifen, dab 
die G, gegen G und die R, gegen R gleichmaBig konvergieren. 

Nun ist f(z) in allen Punkten von R regulir; denn diese Punkte 
sind Randpunkte von 8. Ferner ist f(z) in allen Punkten von 6, + R, 
fiir jedes » regular; denn diese Punkte sind Randpunkte von 8 oder 
solche inneren Punkte, in die hinein f(z) sich analytisch fortsetzen laBt. 
Damit sind wir in den Voraussetzungen des verallgemeinerten Kontinuitits- 
satzes fiir k = 1 und erhalten das Resuitat, daB f(z) sich auch in alle 
inneren Punkte von ©, also auch in P hinein analytisch fortsetzen laBt. 
Es gibt also im Endlichen keine inneren Punkte von 8, in die hinein f(z) 
sich nicht analytisch fortsetzen laBt. 

Da8 sich f(z) auch in die im Unendlichen liegenden Punkte von % 
analytisch fortsetzen laBt, folgt daraus, daB diese Punkte vor den im 
Endlichen liegenden Punkten nicht ausgezeichnet sind, da sie sich durch 
eine projektive Transformation, die ja § stets wieder in ein 2-dimen- 
sionales algebraisches Gebilde iiberfiihrt, ins Endliche transformieren lassen. 
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§ 4. 
Betrachtungen fiir meromorphe Funktionen. 

Bei den Untersuchungen fiir meromorphe Funktionen steht uns nicht 
der verallgemeinerte Kontinuitaétssatz, sondern nur der Kontinuititssatz 
in der Kneserschen Fassung zur Verfiigung. Wir wollen ibn hier in der 
Form aussprechen, die fiir unsere Uberlegungen am zweckmaBigsten ist. 

Satz 7. G sei ein abgeschlossenes beschrinktes Gebiet in der z,-Ebene, 
und R sei ein Rand. Ferner sei G,, » = 1, 2, 3, ... eine Folge abgeschlossener 
beschrénkter Gebiete in der z,-Ebene, die gleichmapig gegen © konvergieren. 
Die Funktion { (z,, 2, .+-,; 2x) = { (z) set meromorph uud eindeutig in alien 
Punkten 

3,=6,; 6=2,3,...,%; 2, ouf RB, 
sowie in allen Punkten 
z=; t= 2,3,...,; 2, in G, und auf R, 
mat 
lim &? =a,; ¢ = 2,3,..., 9. 
Dann ist { (z) auch noch meromorph und eindeutig in allen Punkten 
a= 6,; 1 = 2,3,...,8; 3, m G. 

Dieser Satz bedarf eines Beweises, da er bei Kneser nur fiir den 
Fall bewiesen ist, daB die Gebiete G, mit G identisch sind. Der Beweis 
laBt sich jedoch leicht auf die Knesersche Form zuriickfiihren. 

Da die Funktion -f(z) in allen Punkten 

%, = G,; ¢= 2,3,...,9; 2, auf R 
meromorph und eindeutig ist, so ist sie in einem vollen 2 -dimensionalen 
Bereich U(R), der R ganz im Innern enthalt, meromorph und eindeutig. 
Wir betrachten nun auf den Ebenen €,: 


z,= &; §=2,3,....0" 


die Punkte, fiir die z, in G und auf R liegt. Da wir auf diesen Ebenen 
auch noch die Gebiete ©, haben, so wird es dort im allgemeinen noch 
Punkte geben, die zwar zu G + R gehéren, aber nicht zu ©,+ R,. Da 
nun die G, gegen G, die R, gegen R und gleichzeitig die Ebenen €, 
gegen die Ebene €: 


24> a; 4= 2,3,...,% 


konvergieren, so liegen fiir hinreichend groBe v simtliche Punkte der 
Ebenen €,, fiir die z, zu G+ R, aber nicht zu 6, + R, gehért, inner- 
halb U(R). Fiir diese Punkte ist dann f(z) noch meromorph und ein- 
deutig. Fiir die iibrigen Punkte auf diesen Ebenen €&,, fiir die z, zu 
G +- R gehért, ist dann f(z) deshalb meromorph und eindeutig, weil fir 
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diese Punkte z, zu ©,-+- R, gehért. Also ist fiir hinreichend groBe », 
fiir alle Punkte der Ebenen €,, fiir die z, zu G© + R gehért, f(z) mero- 
morph und eindeutig. Damit sind wir aber in den Voraussetzungen des 
Kontinuitaétssatzes in der Kneserschen Fassung und erhalten das Resultat: 
f(z) ist auch noch meromorph und eindeutig fiir alle Punkte 
%=@,; §=2,3,...,%; 2, in 6. 

Satz 8. §& sei ein 2-dimensionales algebraisches Gebilde, welches den 

Gleichungen geniigen mége: 


B, == fy (8, , e425 Seias + +r 2a)3 ¢ = 2,3,..., &, 
2, = a;3 t= k+1,k4+2,...,n. 
Dabei sei k eine ganze Zahl mt 2< k < nm und die f; (z,, Z% -1, ---5 Zn), 


i = 2, 3,..., k, Polynome in den Variablen z,, %+1,-.-, 2 (ftir die f, sind 
auch Konstanten zugelassen). 8 sei ein schlichter Bereich mit zusammen- 
hiingendem Rand, der auf & keine inneren Punkte aufweist. Dann gilt: 
Jede auf dem Rand von 8 meromorphe und eindeutige Funktion f (z,,2,, ..., Zn) 
lapt sich ins ganze Innere von B hinein meromorph und eindeutig fortsetzen. 

Wir kénnen einen Teil des Beweises uns ersparen, wenn wir auf die 
Beweise zu Satz 2 und Satz 3 Bezug nehmen. 

Zunichst kénnen wir annehmen, daB auf § nicht nur keine inneren 
Punkte, sondern auch keine Randpunkte von 8 liegen, da andernfalls 
dieses durch Wahl eines geeigneten Teilbereiches 6* von % zu erreichen ist. 

Nun verfolgen wir dieselben Gedankengiinge wie im Beweis zu Satz 2. 
An Stelle des dort auftretenden analytischen Gebildes mit der Gleichung 
F(z) = 0 tritt hier das algebraische Gebilde mit den Gleichungen 

By — fg (Zys Ser1,-- +> Zn) =O; & = 2, 3,..., 8, 

2 — a; =0; +=k+1,44+2,.. ,n. 
Ferner verstehen wir unter den Bereichen X(r) jetzt die Punktmengen, 
die der Beziehung 


2 “nial f,/? + |Z, — fs? + gee + |Z — f.|? 
+ [2041 — Geta? +... +] — a? <P 
geniigen, und die die Rander H(r) mit den Gleichungen 
|2y — fel? + |23 — Fgh +--+ + [te — fe? 
+ |te¢1 — Qesif?+..-4-|z—ae? =P 
haben. SchlieBlich setzen wir noch an Stelle des Regularitaétsbereiches R 
den projektiv abgeschlossenen Raum, aus dem wir die Punkte von § 
herausgenommen haben. Mit diesen Abiinderungen verliuft nun der Be- 


weis wortlich so wie der Beweis zu Satz 2, nur haben wir statt der 
regularen Funktionen /(z) und ®(z) jetzt die meromorphen Funktionen 
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f (2,5 Za5 ++ +5 Zn) = f(z) und D(z,,z,,...,2,) = O(z) zu betrachten und 
an den entsprechenden Stellen das Wort ,,regulir“ durch das Wort 
»meromorph“ zu ersetzen. Eine Abanderung des Beweises tritt erst dort 
ein, wo die eindeutige und meromorphe Fortsetzung der Funktion ® (z) 
in die Punkte von §(R) gezeigt wird. Ist P = (a,,a,,...,%,) itgend- 
ein Punkt von (RR), und sei 


Oy — fe (ey, Saas, ---> Me) =O; & = 2,3,...., 

a, — a; == 5; ae sie 
dann betrachten wir jetzt das 2-dimensionale algebraische Gebilde §: 
Sy — fa (2,, Se41,---9 Ba) =O; § = 2, 3,..., 8, 

2,— a; =6b; t=k+1,k4+2,...,0 


sowie die 2-dimensionalen algebraischen Gebilde §,: 


2 — fe (25 Sears +> Zn) = &3 $= 2,3,..., &, 


Zz, — a me; ¢$=k+1,k+2;....8 
mit 
lim ¢f = 6;; «* = 2,3,...,.n 
_—) 
und 
| ef |? +4 a , | ef?) < |b, |? + |b, |? +...4+]6,/ 


fiir jedes ». Auf § und den §, treten nun 2-dimensionale Gebiete 6 
und ©, auf, die deshalb berandet sind, weil § und §, denselben un- 
endlich fernen Punkt wie § auBerhalb 8 haben. Wir haben also jetzt 
folgende Situation: auf dem algebraischen Gebilde § liegt das Gebiet 6 
mit dem Rand R ganz im Endlichen und auf den Gebilden §, liegen die 
Gebiete 6, mit den Randern R, ganz im Endlichen, wobei die 6, gegen © 
gleichmaBig konvergieren. @(z) ist in allen Punkten von R sowie in 
allen Punkten von ,-+ R, fiir hinreichend groBe » meromorph und ein- 
deutig. Wir haben zu zeigen, daB ®(z) auch noch in die Punkte von 6 
meromorph und eindeutig fortgesetzt werden kann. 
Dazu fiihren wir folgende Transformation 7 aus: 


Z,= 2, 
Z; = 2, — fi(2,, 24a ++ Zn); ‘= 2, By ooe k, 
Z, = %4—4,;3 +=k+1,k+2,.... 


Diese Transformation bildet den offenen Raum der z,, z,, ..., z, umkehr- 


bar eindeutig und analytisch auf den offenen (Z,, Z,, ..., Z,)-Raum ab. 
Die Umkehrtransformation 7—' lautet: 


2,=Z,, 
zy =Z,+,(Z,, Zesit Ge4ay +++» Zn + Gq); t = 2, 3, . 05, 
z= Z,+4;,; += k+1,k+2,. + 1 
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Durch 7 gehen § in die 2-dimensionale analytische Ebene €: 
Z=b; += 2, 3,...,, 

und die §, in die 2-dimensionalen analytischen Ebenen €,;: 


Z, =; §=2,3,...,0 
iiber. Dabei ist 
lim ef? = 6; i = 2, 3,...,m. 
v1—> @ 
D(z) =D (z,, 2, ..., 2) geht tiber in 
Y (Z) = P (Z,, Z,, .- +» Zn) 
" = D(Z,, Z, + fas -- 0 Zu t bes Ze41 + Megas +++» Bn + Gn) 
mi 
he =f (Zys Zari t+ Geta -+s Zn tan); t= 2, 3,...,8%. 
Ferner gehen © auf § in G* auf €, sowie R auf § in R* auf €, und 
die G, und R, auf den §, in GF und RF auf den &, iiber, wobei R* 
der Rand von G* und die Rf bzw. die Riander der Gf sind. Da die 
6, gegen © und die R, gegen R gleichmafig konvergieren, so konver- 
gieren auch die GF gegen ©* und die R* gegen R* gleichmaBig. Weil 
nun ®(z) in allen Punkten von R sowie von ©, und R, fiir hinreichend 
groBe y meromorph und eindeutig ist, so ist auch Y(Z) in allen Punkten 
von R* sowie ©* und RF meromorph und eindeutig fiir hinreichend 
groBe v. Damit sind wir in den Voraussetzungen von Satz 7 und er- 
halten das Resultat, daB Y(Z) auch noch in alle Punkte von ©* mero- 
morph und eindeutig fortgesetzt werden kann. 

Transformieren wir (Z) in den (z,, 2,,..., Z,)-Raum zuriick, so er- 
gibt sich dort, daB @(z) in alle Punkte von © meromorph und ein- 
deutig fortgesetzt werden kann. 

Wir erhalten damit das Ergebnis, da8 sich ®(z) in alle inneren 
Punkte der Gebiete §%(R) meromorph und eindeutig fortsetzen laBt. Wie 
im Beweisgang zu Satz 3 kénnen wir daraus weiter schlieBen, da8 sich 
f(z) in alle im Endlichen liegenden inneren Punkte von 8 hinein ein- 
deutig und meromorph fortsetzen laBt. 


Wir haben noch die eindeutige und meromorphe Fortsetzung von 
f(z) in die im Unendlichen liegenden Punkte von $ zu zeigen. DaB 
die Fortsetzung in die unendlich fernen Punkte von 8, falls sie méglich 
ist, eindeutig ist, folgt aus der Ubereinstimmung der Funktionselemente 
der unendlich fernen Punkte mit der in den endlichen Punkten von 8 
vorliegenden Funktion. DaS8 im Unendlichen in 8 keine wesentlichen 
Singularitaten liegen, kann man leicht aus dem Kontinuitiitssatz folgern; 
denn lagen solche Singularititen dort, so miiBten diese die unendlich 
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ferne Ebene ausfiillen, soweit diese in 8 verlaiuft'’). Das ist jedoch in 


der Umgebung der unendlich fernen Randpunkte von % nicht der Fall. 
Somit ist Satz 8 bewiesen. 


Anwendung: Ein Satz von Severi. 


Severi hat den Satz bewiesen: 

Ist die Funktion F (z,, z,, ..., 2) im allen Punkten eines geschlossenen 
2-dimensionalen algebraischen Gebildes © regular, so ist F eine Konstante. 

Dieser Satz l4Bt sich auf Grund von Satz 3 folgendermaBen be- 
weisen: 

Wir wenden Satz 3 auf den projektiven Raum, aus dem wir die 
Punkte des algebraischen Gebildes G entfernt haben, an. Die Rand- 
punkte des so erhaltenen Bereiches 8 sind die Punkte von &. Ist dann 
F (z,, 2» ---» 2n) in allen Punkten von © regular und eindeutig, so ist 
nach Satz 3 die Funktion F (z,, z,...., z,) auch in alle inneren Punkte 
von $ hinein regular und eindeutig fortsetzbar, also im projektiv ab- 
geschlossenen Raum regulir und eindeutig. Eine solche Funktion ist 
aber eine Konstante. 


17) Vgl. B.-Th., Bericht, IV., § 1. 


(Eingegangen am 1. 11. 1936.) 














Uber die Anzahl der in einem Geschlecht enthaltenen 
Klassen von positiv-definiten quadratischen Formen. 


Von 
Wilhelm Magnus in Frankfurt am Main. 





Der Hauptsatz des ersten Teiles der Arbeit von C. L. Siegel: ,,Uber 
die analytische Theorie der quadratischen Formen‘‘') liefert unmittelbar 
einen sehr einfachen Ausdruck fiir die Anzahl der Darstellungen einer 
' positiv-definiten quadratischen Form T mit ganzzahligen Koeffizienten 
durch eine ebensolche Form G, falls die Anzahl der im Geschlecht voa S 
enthaltenen Klassen gleich eins ist. Im folgenden wird der Nachweis ge- 
liefert, daB es nur endlich viele nicht fiquivalente Formen S in mehr als 
zwei Variablen gibt, in deren Geschlecht nur eine beschrinkte Anzahl 
von Klassen enthalten ist. Der Beweis wird mit Hilfe der von Siegel 
angegebenen Formel fiir das MaB des Geschlechtes von S gefiihrt, ist 
aber im iibrigen durchaus elementarer Natur. Ein groBer Teil der im 
folgenden benutzten Formeln lieBe sich der Arbeit von Minkowski: , Be- 
stimmung der Anzahl verschiedener Formen, welche ein gegebenes Genus 
enthilt*) entnehmen; da die dort gegebenen Ableitungen sich jedoch an 
mehreren Punkten auf friihere Arbeiten von Minkowski stiitzen, und da 
die hier benétigten Formeln sich mit geringerer Miihe ableiten lassen als 
die weitergehenden Siitze von Minkowski, ist im folgenden nur ein ein- 
facher Hilfssatz von Minkowski und Hilfssatz 18 der Arbeit von Siegel’) 
iibernommen worden. 


Es sei S eine symmetrische Matrix von m Zeilen und Spalten; die 
Elemente s,, = s,,; (¢, k = 1, ..., m) von & seien ganze Zahlen, und die 
Determinante S = |S| von S sei von Null verschieden. Die Matrizen 
S und T heiBen Aquivalent, wenn es eine Matrix U von m Zeilen und 
Spalten mit ganzzahligen Koeffizienten und der Determinante |U| = + 1 
gibt, so daB 
(1) woeou=T 
wird, wobei U’ die aus U durch Vertauschung von Zeilen und Spalten 
entstehende Matrix bedeutet. Ist q eine ganze Zahl >1, und gibt es 





1) Annals of Mathematics 36 (1935), 527— 606. 
2) Acta Mathematica 7 (1885), 201—258. Gesammelte Abhandlungen Bd. 1, 
Nr. IV. 
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eine Matrix U mit ganzzahligen Koeffizienten und |U| = + 1 (mod. 9), 
so dab 
(2) Ww’ Su =T (mod. q) 
wird, so heiBen S und T modulo gq fquivalent. Wir definieren ferner als 
Ordnung E,(S) der Einheitengruppe von S modulo g die Anzahl der 
modulo g verschiedenen Matrizen 8 mit ganzzahligen Elementen, fiir die 
(3) B'S B= S (mod. g) 
gilt. Ist S mit T modulo q dquivalent, so ist E,(S) = E,(T). Die 
Hilfssatze dieses Abschnitts dienen der Berechnung bzw. Abschitzung der 
Zahlen E,(S) fiir gewisse Moduln gq. 

Zur Abkiirzung werde die folgende Bezeichnung eingefiihrt: Unter 


1 = cP Ws 
Y,, pa 

verstehen wir eine Matrix, die sich aus vier Teilmatrizen W,, (i,k = 1, 2) 
zusammensetzt. Die U,; seien zwei quadratische Matrizen, d. h. U,;, habe 
gleich viele, etwa m,, Zeilen und Spalten; U,, hat dann m, Zeilen und 
m, Spalten, U,, hat m, Zeilen und m, Spalten, M selber hat m, + m, 
Zeilen und Spalten. Falls U,, und M,, Nullmatrizen sind, schreiben wir 
statt (4) auch einfach 
(5) WU = (U,,, Wy). 
Gelegentlich fiihren wir auch eine analoge Zerlegung einer Matrix in mehr 
als vier, allgemein in A? Matrizen U;, (i,k = 1, ..., h) und die (4) und 
(5) entsprechende Schreibweise ein; wenn sich dabei die Zeilen- und 
Spalten-Zahl der Teilmatrizen aus dem Zusammenhang mitergibt, wird 
sie nicht besonders erwihnt. Die Buchstaben €, €,, €* usf. bedeuten stets 
Einheitsmatrizen. 

Hilfssatz 1. Es sei p eine Primzahl, p% die héchste Potenz von p, 
die in allen Koeffizienten von S aufgeht, p' eine so hohe Potenz von p, 
da dieselbe nicht mehr in 4S* aufgeht. Dann gilt 
(6) Es (S) = pin? —) a E 1 —« (p- S). 


Dabei ist dann p~“» S eine Matrix mit ganzzahligen Koeffizienten, deren 
Elemente nicht simtlich durch p teilbar sind. Eine solche heiBe ,,primitiv 
modulo p“. Ein einfacher Beweis fiir Hilfssatz 1 findet sich bei Min- 
kowski, |. c. (2), § 4. 

Hilfssatz 2. Ist die Primzahlpotenz p' kein Teiler von 4 S*, so ist S 
mod. p mit einer Matrix 
(7) (pt S,, pS, ..., pr S,) 
dquivalent, wobei die Matrizen S,(o = 0,1, ...,7) nicht durch p teilbare 
Determinanten besitzen und 0 < a, <a,... <a, ist. 


(4) 
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Zum Beweise geniigt es offenbar zu zeigen, da8 ein modulo p primi- 
tives S stets mod. p' einer Matrix 
(8) (S,, S*) 
aiquivalent ist, wobei |S,|0 (mod. p’) und jeder Koeffizient von S* 
durch p teilbar ist; durch Anwendung vollstandiger Induktion erhilt man 
dann nach r <= m Schritten Hilfssatz 2. Nun ist zunichst jedes primi- 
tive S modulo p einer Matrix 

S, 0 
(oo 
aiquivalent, wobei die Nullen Nullmatrizen bedeuten und die Anzahl x, 
der Zeilen und Spalten von S, einfach der Rang von © modulo p ist. 
Da die ganzen Zahlen mod. p einen Kérper bilden, verliuft der Beweis 
hierfiir genau wie der des entsprechenden Satzes im K6rper der rationalen 
Zahlen. Man darf also annehmen, da8 S mod. p' einer Matrix 
(Se pu ) 
pu por 
aquivalent ist. Bildet man nun 
(= °)(S pu ) ( =) = ( é.. ar yom, 
Bi Et) \pW pst*/ \O & VS, + pw, - : 
wobei €, und €* Einheitsmatrizen von x, bzw. m— ~, Zeilen und Spalten 
sind und 
St=VS,B4+ p(WBV+ VA + S**) 
gesetzt ist, so erhalt man, wenn man noch B= — pG7' setzt, dab 
in der Tat © mit (©,, S*) mod. p’ dquivalent ist, da B mod. p’ einer 
ganzzahligen Matrix kongruent ist wegen |G] + 0 (mod. p). 

Hilfssatz 3. Es sei p eine ungerade Primzahl, p' kein Teiler von S* 
und S=(S,, S*) (mod. p') mit |S,| 40 (mod. p). S* set kongruent 
der Nullmatrix mod. p, und die Anzahl der Zeilen und Spalten von G,- 
sei x,. Dann gilt 


(9) E,(3) SP (C3) +00] 9G) Bey E ,(S*). 


Es ist iibrigens nicht schwer zu zeigen, da8 in (9) das Gleichheitszeichen 
gilt, doch wird das hier nicht gebraucht. 
Beweis: Es sei 
Rv, B 
8-33) 

eine Matrix, die der Kongruenz 8’ 5B = G (mod p’) geniigt; B, habe 
dabei ebensoviele (namlich ~,) Zeilen und Spalten wie G,. Man erhalt 
(10,) B, SB, + B, S*B, =S, (mod. p'), 
(10,) BS, B,+ Bi S*B*=O (mod. p’), 
(10,) B, S, B, + B*"’S* Bt = S* (mod. p’). 
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Aus (10,) folgt BS, B,= S, (mod. p) und somit | B,|= + 1 (mod. p). 
Bei gegebenem %, und &, bestimmt sich daher B, aus (10,) eindeutig zu 


(10,) B, = — S' Br B, S* B* (mod. p'), 
und hieraus folgt, da8 zwei Matrizen 8 und %, die den Bedingungen 
(11) BWSYV=s, BSV=S (mod. p’) 


geniigen und in den ersten x, Spalten (mod. p’) iibereinstimmen, der 
Bedingung 

B-! B= (E,, Be) (mod. p’) 
mit B* S* B* = S* (mod. p’) geniigen miissen. Die Anzahl E s(S) der 
mod. p' inkongruenten Lésungen 8 von (11) ist somit héchstens gleich 
der Anzahl der hinsichtlich der ersten x, Spalten mod. p' inkongruenten 
Matrizen 8 mal der Anzahl Ey (S"). Nun gibt es mod. p' iiberhaupt nur 


zo(m—Zo)t 


P 
verschiedene Matrizen B, von x, Spalten und m— <~, Zeilen; die Kon- 
gruenz (10,) hat ferner bei gegebenem %, entweder keine oder genau E 1 (Sp) 
Lésungen %,, denn (10,) besagt, daB &, die Matrix S, in die Matrix 
S, — B, S* B, transformieren soll, und die Anzahl der Méglichkeiten, eine 
Matrix in eine zweite zu transformieren, ist hier offensichtlich entweder 
gleich Null oder gleich der Anzahl der Transformationen von G, in sich 
selbst, also gleich E (Sp). (Aus 
S, — B, S* B, = S, (mod. p) 
kann man iibrigens leicht schlieBen, daB (10,) bei gegebenem &, stets 
mindestens eine Lésung %, besitzt, und aus S*=0 (mod. p) folgt in 
ahnlicher Weise, daB die aus (10,) durch Einsetzen von %, aus (10,) ent- 
stehende Kongruenz bei willkiirlichem 8, und einem (10,) befriedigenden 
%, stets mindestens eine Lésung B* hat, woraus dann folgt, da in Hilfs- 
satz 4 das Gleichheitszeichen gilt.) Aus den bisherigen Uberlegungen er- 
gibt sich mithin 
(12) E ,(S) < pim—0E 4 (S,) Ey (S*), 
und da nach Siegel 1]. c."), Hilfssatz 18, 
E4(S,) =p (2) z (6) 
ist, ist Hilfssatz 3 hiermit bewiesen. Aus demselben Siegelschen Hilfssatz 


ergibt sich auch noch ohne weiteres die folgende 
Ergainzung zu Hilfssatz 3. Fiir die in Hiljssatz 3 defimerte 


Zahl a,, = p GE (S,) gilt unabhdngig von S, stets 
" 1 ‘ 4 
a,, <2 fir x, + 2, a,, S 2(1 + —) fir x, = 2. 














seer — FS 
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Hilfssatz 4. Ist 2 kein Teiler von 4S*, und ist S modulo 2' mit 
einer Matrix (S,, S*) dquivalent, wobei | S,| = 1 (mod. 2) und die Matrix S* 
kongruent der Nullmatriz (mod. 2) ist, so ist, wenn S, ~, Zeilen und Spalten 
besitzt, 


(13) B,(S) <2 |e (a), 
Beim Beweise kann man zunichst genau wie beim Beweise von Hilfs- 
satz 3 vorgehen und erhilt 


2%o+t [(@)+ 4y(m—7) 


i) 


E,.(S) < 9 \(%) + zoim—x) | 9 ( p \e (S,) BE, (34), 


da nach Siegel, l.c.*), Hilfssatz 18, Z..(S,) = “a C2). B(S,) gilt, und 
es handelt sich jetzt nur noch um den Nachweis, daB 


9 a (*) E. (S,) < 9 %y 


_ jst. Wir kénnen dabei noch mit Hilfe der beim Beweise von Hilfssatz 2 


benutzten SchluBweise zeigen, dab S, mod. 2 einer Matrix ¥, kongruent 
ist, die entweder die Einheitsmatrix €, oder die Matrix 3, = (z,,) ist, 
in der alle z,,— 0 sind bis auf die 2z,,~;,2; = 72;,2:,—1, die = 1 sind: 
der zweite Fall kann nur fiir gerades x, eintreten. Wir kénnen daher 
S, = %, (mod. 2) annehmen. Betrachten wir nun in der Gruppe ©, aller 
mod. 8 verschiedenen Matrizen B, die der Kongruenz 
’S, B= S, (mod. 8) 
geniigen, die Untergruppe §, der Matrizen 8, die auBerdem noch der Kon- 
gruenz 
B= E€, (mod. 2) 

geniigen, so ergibt sich, daB der Index von §, in ©, héchstens gleich 
E,(§,) ist, und wenn H,(S,) die Ordnung von §, bedeutet, so erhalten 
wir mithin 

E, (So) S EB, (Bo) As(S)- 
Zur Bestimmung von H,(S,) nehme man G, in der Form 

S, = %, +2, (mod. 8) 


‘an, wobei ®, mod. 4 eindeutig bestimmt ist. Ferner sei, mit mod. 4 ein- 


deutig bestimmtem &,, 

B, =€,+2W, (mod. 8). 
Soll dann B, S, B, = S, (mod. 8) gelten, so muB 
(14) 2 (Ws F + FW.) + 4 (Wi F W, + Wi R, + R, W,) =O (mod. 8) 
sein, wobei die Null auf der rechten Seite die Nullmatrix bedeutet. Man 
kann nun die Matrix §,%8, in der Form schreiben: 


(15) F W, = T+ FP, +2(T,+P,) (mod. 4), 
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wobei Z,, IT, symmetrische Matrizen mit Elementen 0 oder 1 sind, und 
$, und $B, Matrizen sind, die in und unter der Hauptdiagonale nur 
Nullen als Elemente haben, wahrend iiber der Hauptdiagonale nur Nullen 
oder Einsen stehen. T,, T,, B,, PB, sind dann durch (15) eindeutig be- 
stimmt. (14) liefert zunichst, daB , die Nullmatrix sein mu; fiir T,, 
$, ergibt sich dann wegen §} = &,: 
(16) To+ PB, + Bi + ZT, FT + FT, FR + R F T =O (mod. 2), 
wihrend 1, willkiirlich gewahlt werden kann. , ist bei gegebenem T, 
offenbar durch §, und &,, d.h. durch S, eindeutig bestimmt; aber T, 
selber ist nicht willkiirlich wahibar, vielmehr folgt aus (16), daB die 
Diagonalelemente von 

T+ T, Fo 


simtlich =0 (mod. 2) sein miissen. Ist %, = €,, so folgt daraus, dab 
in jeder Spalte von I, die Summe der nicht in der Hauptdiagonale 
stehenden Elemente gerade sein mu8, wihrend fiir %, = 3, die Elemente 
in der Hauptdiagonale von T, gerade, d.h. Null sein miissen. Im ersten 
%o 40 
Falle haben wir héchstens o()+*, im zweiten héchstens (7) Méglich- 
*(*oF1 

keiten fiir T,; zusammen mit den af : ) Moglichkeiten fiir die Wahl von 
TZ, ergibt sich also 


7 aotit?2 *e 
(17) A, (G+ 2%) 52 (2), 
H,(3,+2%) < 2° **(2), 
Es bleibt nun noch die Bestimmung der Zahlen F,(€,) und E,(3,) 


zu erledigen. Sei allgemein G, die Gruppe der mod. 2 inkongruenten 
Matrizen B,von z Reihen und Spalten, fiir die 


B, €, B, =E, (mod. 2) 
gilt, wobei €, die Einheitsmatrix von x Zeilen und Spalten bedeutet, so 
ist der Index von 6,_, in 6, héchstens gleich der Anzahl der mod. 2 
inkongruenten Lésungssysteme von 


ti + ai +... +23 =1 (mod. 2). 
Diese berechnet sich sofort zu 

(T)+(3)+(5)+---= 2 
da ja eine ungerade Anzahl u der x, (9 = 1, ..., x) =1 mod. 2 sein mu, 
und man genau ( of Méglichkeiten hat, wu von den x, kongruent 1 (mod. 2) 
zu wiahlen. Hieraus ergibt sich sofort 


E(€)s of). 
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Analog findet man: Da die Anzahl der mod. 2 inkongruenten Lésungs- 
systeme von 
L,Y, + Fy Yo t+ --- + 2% y,=1 (mod. 2) 

gleich (2*— 1) 2*-* ist — es diirfen nimlich nicht alle x, =0 (mod. 2) 
sein, was 2*— 1 Méglichkeiten fiir die z, gibt, nach deren Festlegung 
eine mod. 2 nicht identisch erfiillte lineare Beziehung zwischen den y, 
iibrigbleibt, die 2*-' Lésungen besitzt —, so gilt 

E, (3) < (2% — 1) (2-2 - 1)... (2—1)-:2%4< gts"), 
Hier gilt iibrigens in der ersten Ungleichung bekanntlich das Gleichheits- 
zeichen (s. etwa bei L. E. Dickson, Linear groups, Leipzig 1901, Theorem 115, 
p. 94). Damit erhalten wir also insgesamt 


%a 
+1$5 = . 
a (3) fiir S,=€, (mod. 2), 


E.(S,) 52 
Bz) <2") fiir ©, = 3, (mod. 2), 
und wegen x%,+1 < 2x, in jedem Falle Hilfssatz 4. 


Hilfssatz 5. Es sei S primitiv, d.h. es sei der grépte gemeinsame 
Teiler aller Elemente s;, von = gleich Eins. Die Anzahl m der Zeilen und 


Spalten von = sei > 3. Es sei p eine Primzahl, und a, (SF) = yp (a) EB. (S), 
wobei p' eine 30 hohe Potenz von p sei, dap p' nicht in 4S* aufgeht, wobei 
S die Determinante von S ist; es set ferner S,, die héchste Potenz von p, 
die in S aufgeht, und man setze 
- tt -1(") = -) oe 
B,(3)=4S * p \*/B,(G)=S * a, (8). 

Dann gelten die Ungleichungen 

B,(3) <5," fiir p> 2. 

B,(S) < 2°"—"* Sy". 

Zum. Beweise nebme man zuniachst p > 2 an. Nach Hilfssatz 2 ist 


= 


dann S mod. p' aquivalent mit einer Matrix 


- 


(pS, pS, ... p'’ S) = (S,, p S*): 
die Matrizen S, (9 = 0, 1,..., 7) haben dann zu p teilerfremde Diskrimi- 
nanten, die Anzahl der Zeilen und Spalten von S, sei ~,. Die Zahl a, 
ist gleich Null, da S primitiv ist. Wendet man nun Hilfssatz 3 an, so 
ergibt sich eine Abschitzung fiir E (3); in der noch Ey (S*) als Faktor 
vorkommt. Nach Hilfssatz 1 ist dann 
E, (S*) = plis-oP— iy E je, (S*), 
wobei ‘ 


* 


= am ay 
= (S,,p 


Gal 


—_ a,-« ~ 
- r 1 
Sor eo P S,) 
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wieder mod. p primitiv ist, so da8 man wiederum Hilfssatz 3 anwenden 
kann usf. Da die GréBe S, sich zu 


My y+ Me Wg +... + M, w, 


S, =p 
ergibt, wobei fiir o = 1, 2,...,r 
O, Shy —Ay_y, My, = M — Xy — Ky —. +. — Hy_y 
gesetzt ist, so erhilt man durch eine einfache Rechnung 
Ee —4 z o,, Mm, (m — M,,) 
By S $4u%,>-- Pp "Pp C= . 
wobei die a, analog zu dem a,, in der Erginzung zu Hilfssatz 3 definiert 
sind. Hier ist nun a, >r und 


a= b dy, Gy, +. Gz, = 2° (1 +a)", 


wie in der Erginzung zu Hilfssatz 3 angegeben wurde, und wegen p > 3 
erhilt man, daB ap “* jedenfalls fiir r > 2 kleiner als eins sein muB. 
Da ferner 


r r 
zs w,m,(m—m,) = LY w,m, 


¢=1 ¢=1 
ist, ergibt sich die Behauptung von Hilfssatz 5 im Falle r > 2 sofort. 
Fir r = 1 und r= 2 hat man zu beriicksichtigen, daB nur fiir x, = 2 
die Zahl a, > 2 sein kann; hier fiihrt eine Diskussion der verschiedenen 
méglichen Einzelfille ebenfalls zum Beweis von Hilfssatz 5. — Der Fall, 
daB p =2 ist, erledigt sich durch Anwendung von Hilfssatz 4 statt 
Hilfssatz 3 genau so wie der Fall p > 2. 


Die Matrix = = (s,,) sei nun die Matrix einer positiv definiten 
quadratischen Form 


J 8 e% Ly. 

i,k=1 
Es werde E(S) definiert als die Anzahl der verschiedenen Matrizen B 
mit ganzzahligen Elementen und 

BW SBV=G. 
Es seien S, S”, S@, ... Repriisentanten der verschiedenen in dem Ge- 
schlecht von S enthaltenen Klassen aquivalenter Matrizen. Dann ist das 
Ma8B M(GS) des Geschlechtes von S definiert als 


~ 1 1 ] 
(18) M(S) — E(S) a E(S") oe E(S™) aa eee 


Nach Siegel, |. c. (1), S. 568, gilt 
l 2 \ m 
(19) tian ee: 


m(m + 1) 


a * 71 6,(S) 
p 
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wobei das Produkt im Nenner iiber alle Primzahlen p zu erstrecken ist. 


Wenn nun in dem Geschlecht von S nur eine Klasse enthalten ist, so 
gilt, da E(S) > 2 ist, 
(20) M(S) S }, 


wihrend andererseits Hilfssatz 5 fiir ein primitives S die Aussage liefert: 


r(4)r(2)...r(@ 
si wees (z)r(a)---7 (3) 


m (m+ 1) 


gimu—-2, 4 





da nimlich das iiber alle Primzahlen erstreckte Produkt der S, gerade 
gleich S ist. Da nun fir reelles z 

In I'(z) > (a2 — 4) Inz—2+ }4ln22 
ist, (siehe etwa Whittaker-Watson, Modern Analysis, 3™ ed. Cambridge 
1920, p. 251), und da In (zx) fiir s > 2 monoton zunimmt, wird, wenn 


man m (4 _ mim +1) 

(22) Nig = 4-2-2" r(5) 2 ‘ 
L's 

setzt, fiir m > 4: 


m 


2 
inh = In2%—2min2+42f[(x—})Inc—2+}ln22}d2—-™™t% ing 
2 


= (Inm —}—In22) — > (Inm — 1— }inn+2In2]+nZ, 


und hieraus folgt 
hn >4 fiir m > 35; 
fiir m > 35 sind also die Ungleichungen (20) und (21) nicht vertriglich, 
und es gilt daher der Satz: 
Es gibt nur endlich viele nicht dquivalente positiv definite quadratische 
Formen 


8; % Lj Vy 
1 


iMs 


mit ganzzahligen Koeffizienten s,; und m > 3 Variablen, deren Geschlecht 
nur eine Klasse dquivalenter Formen enthilt. Ist d der gréfte gemeinsame 
Teiler der ganzen Zahlen s,,, so gilt im Falle d = 1, daB fiir m > 35 
keine solche Form ewxistiert, wihrend fiir m < 35 nur solche Formen die 
Eigenschaft haben kinnen, daB in ihrem Geschlecht nur eine Klasse dqui- 
valenter Formen enthalten ist, fiir welche die Diskriminante | s,,\ héchstens 
gleich }h3, ist, wobei h,, durch (12) definiert ist; es gibt nur endlich viele 
nicht dquivalente solche Formen. Fiir d>1, d.h. wenn die Form nicht 
primitiv ist, ist in dem Geschlecht derselben stets mehr als eine Klasse nicht 
dquivalenter Formen enthalten. 
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Zu beweisen ist hiervon nur noch die Behauptung iiber die nicht- 
primitiven Formen. Nun gilt: Ist = eine primitive Form, so ist 


(23) M (d =) = dM (3S); 


der Beweis ergibt sich sofort durch Anwendung von Hilfssatz 1. Anderer- 
seits ergibt sich leicht 


(24) E (dS) = E(S), 


und aus der Definition des MaBes eines Geschlechtes folgt hieraus die 
Behauptung. 

Gleichung (23) und die Ungleichung (22) lassen erkennen, daB es 
allgemein nur endlich viele nicht aquivalente positiv-definite Formen geben 
kann, in deren Geschlecht nur eine beschrinkte Anzahl von Klassen ent- 
halten ist. 

Ein besonderes Interesse verdienen die Formen 

E si, 
i=1 
deren Matrix die Einheitsmatrix €,, von m Zeilen und Spalten ist, da, 
wie Siegel, 1. c.') gezeigt hat, die Anzahl der Zerlegungen einer Zahl 
in m Quadrate sich durch eine sehr einfache Formel ausdriicken laBt, 
wenn das Geschlecht von €,, nur eine Klasse enthalt. Nun liefert die 
beim Beweise der Hilfssitze 3 und 4 angewandte Methode zusammen mit 
(19) und |. c.') Hilfssatz 13 leicht die fiir m > 4 giiltige Ungleichung 
r > r a= —im—2)2 
MG) > (@) Fy (Gu) [am 
— 4 p>? P 





7 


Es ist E(G,,) = 2" m! und M(G,,_.) > ——+—__-;; soll also in dem 
=" (m — 2)! 2"~? 


Geschlecht von €,, nur eine Klasse enthalten sein, so folgt daraus 


(ts) _ 7(G)eCH2) 
4m (m— 1) au—! 
4:25 


Diese Ungleichung ist aber fiir m > 12 nicht mehr erfiillt, und daraus folgt: 
Das Geschlecht von €,, enthalt jiir m > 11 mehr als eine Klasse. 





Zusatz bei der Korrektur. Marz 1937. Eimer freundlichen 
Mitteilung von Herrn Hasse entnehme ich die folgenden Formeln: Setzt 


man m* = (7. und ist B, bzw. #, der absolute Betrag der r-ten 
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Bernoullischen bzw. Eulerschen Zahl, so wird, je nach dem Rest von m 
mod. 4: 





2 r] B,, —_— J—2")- 
M (€,,) = ney Hl g~ (1 — 2°); (m ungerade), 


‘ 1 ry BB. 
M (G,,) = ey m Ban 2" -1) []s0 —2-—*'); (m=0 mod. 4), 


r=—i|1 


(25 


— 


B,, 
5—(1—2-*'); (mm mod. 4). 








M (€,,) = ney BH ey || 


'=1 


Dabei berechnet sich 6, (€,,) zu 


(26) By (En) = > II bus 


“a= 


wobei 6, die dyadische Dichte der Darstellungen der Zahl 1 durch die 
Form 5 xz} bedeutet. Es ist fiir 


i=1 


n=l, 2. 3, 4, 3, 

6, = 14+2-8°4+28—-", 142-*", 142-8", 1, 1—2-""—2-", 
6, 7, 8 (mod. 8). 
> eae od eo 





Hieraus folgt M (€,,) = = fir 2< ms 8 und 
= m! 


1 =. 
2°9! 137 ’ 


M (€,,) = 


1 32.52 

M (Ew) = 300TH” 

| 3-5-31 
24.11! 137 

In dem Geschlecht von €,, ist also dann und nur dann nicht mehr 

als eine Klasse enthalten, wenn m < 8 ist. — Die Formeln (25) und 
(26) gestatten zugleich, die Ungleichung (21) durch eine genaue Unter- 
suchung des asymptotischen Verhaltens von M (€,,,) zu ergiinzen. Z. B. ergibt 
sich leicht 


M (€,) = 








In M (€,,) = “ (Inm— ; a In 22) + O(m In m). 


(Eingegangen am 12. 1. 1937.) 











Primdivisoren mit vorgegebener Primitivwurzel. 
Von 
Herbert Bilharz in Gottingen '). 


1. E. Artin*) hatte die Frage aufgeworfen, ob fiir eine vorgegebene, 
rationale Zahi a + 0 die Menge M, derjenigen zu a primen Primzahlen p, 
fiir welche a Primitivwurzel mod. p ist, eine Dichte w (M,) besitzt und 
gegebenenfalls, welchen Wert diese Dichte hat*). Fiir die Behandlung 
dieser Frage hatte er einen Ansatz entwickelt, der zu einer plausiblen 
Vermutung fiir den Wert der fraglichen Dichte fiibrt. 

Wir geben zunichst diesen Ansatz wieder, und zwar gleich fiir die 
ohne weiteres mégliche Verallgemeinerung der Problemstellung auf einen 
beliebigen algebraischen Zahlkérper k. 


1.1. Wir betrachten also fiir eine beliebig vorgegebene Zahl a + 0 aus 
dem Kérper k die Menge M, derjenigen zu a primen Primideale p aus k 
fiir welche a Primitivwurzel mod. p ist. 

Die Aussage: a ist Primitivwurzel mod. p wird im folgenden durch 
a PW (p) abgekiirzt. 

Ist zunichst a eine Einheitswurzel genau m-ter Ordnung aus dem 
Kérper k, so sieht man unmittelbar, daB aPW(p) nur fiir endlich viele 
Primideale p erfiillt ist. Dann ist naimlich 


Np —l—wm, 


also Np = m+ 1; zu einer gegebenen Norm existieren aber bloB endlich 
viele Ideale. 


1) Die vorliegende Arbeit wurde von der Math.-naturwissenschaftl. Fakultat der 
Géttinger Universitat im Sommersemester 1936 als Dissertation angenommen. Re- 
ferent war Herr Prof. H. Hasse. Ihm bin ich fiir die Anregung und viele wertvolle 
Ratschlage wihrend der Abfassung zu groBem Dank verpflichtet. 

*) In einer miindlichen Mitteilung an H. Hasse am 13. September 1927. 

5) Im folgenden mége der Leser unter Dichte stets Dirichletdichte verstehen. 
Dieser Dichtebegriff ist nimlich fir unsere Untersuchung néherliegend als der Be- 
griff der natirlichen Dichte (Grenzwert der relativen Haufigkeit von Anzahlen), 
da er ein Minimum an Analysis bendtigt. Ob im Falle der Existenz einer Dirichlet- 
dichte auch eine natiirliche Dichte existiert und denselben Wert hat, ist in dieser 
Allgemeinheit unbestimmt. Im Abschnitt 4 werden wir am Beispiel des rationalen 
Funktionenkérpers tiber endlichem Konstantenkérper sehen, daB dies nicht mehr 
der Fall zu sein braucht. 
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Um unwesentliche Komplikationen in der weiteren Untersuchung zu 
vermeiden, wollen wir von jetzt ab annebmen, daB a keine Einheitswurzel 
in k ist. 

Zum Ausgangspunkt unserer Untersuchung nehmen wir das Kriterium: 
Damit ein zu a primes Primideal p zur Menge M, gehért, ist notwendig 
und hinreichend, da8 fiir keine rationale Primzahl q gleichzeitig 

Np—1 
qifp—1 und @ ¢ zl mod.p 





oder also 
Np =1l mod.g_ und a=l mod, p 
gilt. Denn ist aPW(p), so ist 
Bp ie 
(1) a % zl mod.p 
fir kein g|Mp — 1 lésbar. Ist andererseits a nicht PW(p), so existiert 
ein echter Teiler h von Np — 1 mit 
a*=1 mod. p, 

also auch ein g| Mp — 1 mit (1). 

Nach allgemeinen Zerlegungsgesetzen*) charakterisiert die Relation 


4 
Np = 1 mod. g die im Oberkérper /, = k(V1) voll zerlegten Primideale p 
aus k und die weitere Relation a=1 mod. p die weiter im Kérper 


4 4 49 
K,= k, (Va) =k(V1, Ya) voll zerlegten Primideale. Somit ergibt sich 
Satz 1.1: Damit ein zu a primes Primideal p aus dem Kérper k 
zur Menge M, gehdrt, ist notwendig und hinreichend, daf p fiir keine 
rationale Primzahl q im tiber k galoisschen Kérper 


q q 
K,=k(Y1, Va) 
voll zerlegt ist. 


1.2. Sei n(K,) = [K,:k] der Grad des galoisschen Kérpers K, 
liber k. Dann haben die in K, voll zerlegten Primideale die Dichte®) 
1n(K,), also die in K, nicht voll zerlegten (tragen oder verzweigten) 


Primideale die Dichte 
l 
lay: 


Da ferner je endlich viele Kérper K,,(vy = 1,2,...,m) voneinander unab- 
hingig tiber dem Grundkérper & sind (d.h. den Kérper k zum Durch- 
*) S. z. B. E. Hecke: Vorlesungen .iiber die Theorie der algebr. Zahlen (1923), 


8.110 ff. D. Hilbert: Gesammelte Werke 1 (1932), S. 249 ff. 
°) Vgl. Abschnitt 3.1. dieser Arbeit. 
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schnitt haben), haben die in keinem K, voll zerlegten Primideale p 


die Dichte 
7 1 
II (2 ar mE) 
Nach dem Analogon in 3.2. lieBe sich nun aus der Vertauschbarkeit 
des Grenziiberganges n + © mit dem in der Definition der (Dirichletschen) 
Dichte steckenden Grenziibergang s + 1 + 0 erschlieBen, daB die in keinem 


Kérper K, voll zerlegten p — also auch die zu @ primen unter ihnen, 
die nach Satz 1.1 gerade die Menge M, ausmachen — die Dichte 
1 
(2) wm) = |] (1 — x5) 
4 


hitten, wobei jetzt das Produkt in (2) iiber alle Primzahlen g erstreckt wird. 
Hierbei ist 
n(K,) = [(K,:k] = (K,:k,]-[k,: &). 
Der Grad [k,:k] = f(q) ist ein gewisser Teiler von (q), namlich der 
kleinste positive Exponent mit 
Np! =1 mod. g 
fiir alle pq; der Grad 
. f q fiir a + 1 in k, 
[K,:k,] = 
| 1 fiir a - 1 in &,. 
Im letzten Fall ist zu beachten, daB aus a = 1 in k, durch Norm- 
bildung folgt 
af) — | in k, 
also auch a = 1 in k. 


ZusammengefaBt ist hiernach 


(K) { 9-f(9) fira + link 
n dd = 4q 
| f(q) fiir a - 1 in k, 
und somit 
1 
(3) wm.) — |] 1-5 qf (q) )- 1 — Ta) 
q 4 


Da fiir fast alle q gilt f(g) = q—1, und 


D as 
. ¢-@—3) 
konvergiert, ist das erste unendliche Teilprodukt in (3) absolut konvergent; 


da iiberdies simtliche Faktoren von 0 verschieden sind, ist es selbst 
von 0 verschieden. 
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Nach Voraussetzung ist a keine Einheitswurzel in k; daher gibt es 
héchstens endlich viele g mit a = 1, also ist das zweite Teilprodukt in (3) 
jedenfalls endlich. 

Ist es gleich 0, d.h. gibt es ein g mit a = 1 und f(g) = 1, dann 
gibt es zu a tatsichlich keine PW (p). In diesem Fall ist nimlich A, = k 
und in k zerfallt p natiirlich; nach Satz 1.1 ist aber dann a nicht PW (p). 

Wenn sich also die oben erwihnte Vertauschbarkeit der Grenziiber- 
ginge n> o und s+1+0 rechtfertigen liebe, so ergibe sich: 

Im allgemeinen ist ein a + 0 aus & fiir unendlich viele p Primitiv- 
wurzel mod. p. Auszunehmen sind nur die beiden Fille: 

I. a ist eine Einheitswurzel, 

II. a= 1 mit einem gq, fiir das & die g-ten Einheitswurzeln enthilt. 

Ist speziell a + 1 fiir alle Primzahlen q, d.h. besitzt a iiberhaupt 


4 
keine echte Darstellung als Potenz, so ist der Wert der Dichte einfach 
1 
(4) wo (M,) = He ~ oma! 


also von a unabhingig. 

1.3. Fir den rationalen Zahlkérper ist durchweg f(q) = q—1. Der 
oben erwihnte Ausnahmefall wiirde dann nur fiir a = 1 eintreten, und 
wir erhielten das Ergebnis: 

Zu jeder von 0 und +1 verschiedenen nicht quadratischen rationalen 
Zahl a gibt es unendlich viele Primzahlen p mit a als Primitivwurzel. 

Bis heute ist es nicht gelungen, diese Artinsche Uberlegung durch 
einen Beweis der Vertauschbarkeit der beiden Grenziibergainge zu recht- 
fertigen. In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, da® sich der 
Artinsche Ansatz auf die entsprechende Fragestellung in einem algebraischen 
Funktionenkérper k einer Unbestimmten mit endlichem Konstantenkérper 
iibertragen JiBt, und daB sich in diesem Falle die Vertauschbarkeit der 
beiden Limites rechtfertigen laBt, wenn mau die Richtigkeit der Riemann- 
schen Vermutung fiir die Zetafunktionen der entsprechenden Kérper K, 
iiber k annimmt. 

2. In diesem Abschnitt iibertragen wir die Artinsche Uberlegung auf 
einen algebraischen Funktionenkérper k mit endlichem Konstantenkérper 2 
von p Elementen“). p ist dabei nicht notwendig Primzahl. 

2.1. Wir betrachten fiir ein gegebenes Element a= 0 aus k die Menge M., 
derjenigen zu a primen Primdivisoren p von k, fiir die a Primitivwurzel 
mod. p ist. 


6) Vgl. hierzu die Arbeiten: F. K. Schmidt in Math. Zeitschr. 33 (1930), 
S.1—32. H. Hasse in Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. Berlin, Math.-naturw. Klasse 
(1934), S. 250—263. 
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Wir tibernehmen auch hier die Abkiirzung a PW (p). 

Behandeln wir wiederum zuerst den Fall, daB a eine Einheitswurzel 
aus dem Grundkérper k ist, d.h. schon im Konstantenkérper 2 liegt. 

Dann ist — wie im Zablkérper — a héchstens fiir endlich viele 
Primdivisoren PW (p); und zwar sind das genau diejenigen Primdivisoren p 
vom ersten Grad (d. h. Np = p), fiir welche a die héchstmégliche Ord- 
nung p—1 hat. Im folgenden nehmen wir wieder an, da a keine Ein- 
heitswurzel ist. Analog wie in 1.1 erhalten wir 

Satz 2.1: Damit ein zu a primer Primdivisor p aus dem Koérper k 
zur Menge M, gehdrt, ist notwendig und hinreichend, daf p fiir keine Prim- 
zahl qt p im iiber k galoisschen Kérper 


4 4 
K,=k (V1, Va) 
voll zerlegt ist. 

Weil die Normen der Primdivisoren aus k durchweg Potenzen der 
festen Zahl p sind, ist klar, daB wir hier die Basisprimzahl von p (die 
Charakteristik von k) fiir die Primzahlen g auBer Betracht zu lassen haben. 
Im folgenden wird fiir die Primzahlen q stets die Einschrankung q+ p 
gemacht, auch wo dies nicht ausdriicklich hervorgehoben ist. 

2.2. Auch hier gilt wie in 1.2., daB die im Kérper K, voll zerlegten 
Primdivisoren p den reziproken Grad von K, iiber k zur Dichte haben. 

Die in K, nicht voll zerlegten p haben also die Dichte 

1 
l n(K,)’ 
wobei nm (K,) wieder den Grad von K, iiber k bezeichnet. 

Da die algebraischen Funktionenkérper K, (v = 1, 2,...) nicht zu 
je endlich vielen voneinander unabhingig sind, vielmehr einen k echt um- 
fassenden Kérper zum Durchschnitt haben kénnen, tritt fiir das weitere 
eine Abweichung gegeniiber dem Abschnitt 1 ein. 

Jetzt ist namlich 


q 
k, =k(Vl) = kQ, 
Erweiterung des Kérpers k auf den endlichen Kérper 


2, = Q\Vi) 
als neuen Konstantenkérper. Somit ist der Grad 
[ky:] = [Q,:2) = (9) 
einfach die Ordnung von p mod. q, also der kleinste positive Exponent mit 
p!® = 1 mod.q 
fiir die feste Zahl p statt oben aller Np. 
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Fiir endlich viele verschiedene Primzahlen q, q’,... mit dem Produkt 


m=qq'... 
ist daher das Kompositum 


k, wk ky... = kQ,Q, ... = kQ,, 

die Erweiterung von k auf den endlichen Kérper 
Q,, = 2,Q,y... 

als neuen Konstantenkérper. Daher ist der Grad 

[Kn : k) = [Q,, : 2] = {/ (9), f(q’), ‘+ -} 
nach der Theorie der endlichen Kérper”) das kleinste gemeinsame Multiplum 
von /(q), /(q'),.-., und wie man sofort sieht, ist diese Zahl gleich der 
Ordnung von p mod. m; also 

[An k] = f(m) = Af (9), £(9'), ---) 
(wihrend in 1.2 der Grad f{(m) das Produkt /(qg)-/(g’)-... und nicht 
mehr die Ordnung {/(q), f(g’), .--} der Menge aller Np mod. m ist). 
Das uns interessierende Kompositum 


a 
K,, = K,K,... =k, (Va, Va, ...) 
hat dann den Grad 
n(K,,) = (Km: kh) = (Kini ky): [lem] = ma-f (m) 
wobei m, dasjenige Teilprodukt der g bezeichnet, das durch Weglassen 
der Primzahlen g mit a =1 aus m entsteht. 

Unter Beriicksichtigung dieser formalen Abweichung gegeniiber dem 
algebraischen Zahlkérper liefert die Artinsche Uberlegung. wie wir noch 
zeigen werden, hier 
(5) w(M,) = = = Tee 
(m, p)=1 
als zu erwartenden Wert fiir die Dichte von M.,. 

Wir werden im folgenden — unter Anwendung der Riemannschen 
Vermutung (u. A.d.R.V.) fiir die Zetafunktionen der Kérper K, — be- 
weisen, dah die Menge WM, in der Tat die Dichte (5) besitzt. 

Beschrankt man sich auf solche Elemente a, welche fiir keine Prim- 
zahl g +p eine g-te Potenz sind, so ist der Wert der Dichte einfach 
6 t uu (m) 

(6) w(M,) = Ether 


. (m, p) 
also von a unabhangig. 


Romanoff{*) hat die absolute Konvergenz der Reihe (6) bewiesen; 
einen einfacheren Beweis, der gleich ein allgemeineres Resultat liefert, 


7) RB. Steinitz in Crelle 187 (1910), S. 277 ff. 
8) Math. Annalen 109 (1934). S. 673 ff. 


Mathematische Annalen. 114 31 
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gaben Erdés-Turin*). Aus dem Romanoffschen Satz ergibt sich die 
absolute Konvergenz der Reihe fiir w (M,) in ihrem allgemeinsten Falle (5). 
Weil niamlich nach Voraussetzung « keine Einheitswurzel sein soll, exi- 
stieren héchstens endlich viele Primzahlen g mit a = 1, und daher ist 


die Koeffizientenfolge =, durch deren Anbringung die Romanoffsche Reihe 
in die allgemeine Reihe fiir w(M,) tibergeht, fiir alle m mit «(m) + 0 


beschrankt. 
Ferner haben Davenport-Heilbronn '’) bewiesen, dab 


(7) w (M.) = ae - % az = [(.- Ta) 


tm. p=1) 





ist. 
Zerlegen wir nun das Produkt rechts in (7), wie oben, in zwei Teil- 
produkte, so haben wir 


(8) omy = |] (1 -TI@ a)  Ha- a 


Das erste unendliche Teilprodukt ist an dem Romanoffschen Satze 
absolut konvergent; da kein Faktor 0 ist, ist es also von 0 verschieden. 

Das zweite Teilprodukt in (8) ist jedenfalls endlich. 

Ist es gleich 0, d.h. gibt es ein g mit @ = 1 und f(g) = 1, dann 
fallt der Kérper K, mit dem Korper k zusammen, und in k zerfallen die 
Primdivisoren p, so da8 nach Satz 2. 1 fiir kein p unser a PW (p) sein kann. 

Wir erhalten daher als Ergebnis den 

Satz: Sei k ein algebraischer Funktionenkérper einer Unbestimmten 
iiber endlichem Konstantenkérper, dann ist u.A.d.R.V. jedes Element 
a + 0 aus k zu unendlich vielen Primdivisoren p Primitivwurzel; abgesehen 
von den beiden Fiillen: 

I. a ist eine Einheitswurzel, 

II. a= 1 mit einem q, fiir das k die q-ten Einheitswurzeln enthilt 
(d.h.q|p—1 tst). 

3. Wir gehen nun zum Existenzbeweis und der Wertbestimmung 
von w(M,) iiber. . 

%) Mitt. d. Forsch. Inst. f. Math. u. Mech. Tomsk 1 (1935), S. 101—103. Dort 
wird allgemeiner die Konvergenz der Reihe 

2 l 





(mpm ™ >| (my 


fir jedes «>0 bewiesen. Diese Verallgemeinerung ist jedoch fiir unsere Unter- 
suchung nebensachilich. 
10) Wird von den Verfassern demnichst veréffentlicht werden. 
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3.1. Sei M eine Menge von Primdivisoren aus k. Wir sagen dann, 

M besitzt eine Dirichletdichte w(M), wenn fiir die Hiaufigkeitsfunktion 

2 (mRpmy-? 
m=—1 
al Pin M 

2S (mNp™*)—' 
m1 
Pink 


(9) w (s, M) 





der Grenzwert 
(10) w(M) = lim w(s, M) 
>to 
existiert. 
Aus (9) folgt unmittelbar 


0 < w(s,M) <1. 


Der Nenner in (9) ist dabei der Logarithmus der Zetafunktion des Grund- 
kérpers k; diese ist naimlich fiir Rs >1 definiert durch 


1 
: k = rE 
(e, 4) Il (a=) 
und dort gleichmaBig konvergent, woraus durch Ubergang zum Logarith- 
mus (reeller Zweig) und Dirichletentwicklung in der Tat 


* y l 
log ¢(s, 4) = — Slog (1— Mp") =D” 
p ty 


folgt. 

Ist speziell I = (K) die Menge der in einem galoisschen Erweite- 
rungskérper K vom Grade n(K) iiber & voll zerlegten Primdivisoren 
aus k, so ist 





l log = (s, R) 
w (8, (K)) Sam Torte B) 


Wegen (9) ist hierzu bloB8 nachzuweisen, daB 


als Bestandteil in der Summe 


1 » 4 1 Ye me\— 
aR) 1085 (s, K) = TH) (mR ys 
Bin A 


enthalten ist, wobei $ alle Primdivisoren aus K durchliuft. Nun besagt 
die Zugehérigkeit von p zu (K), daB sich p im Kérper K in das Produkt 
von n(K) voneinander verschiedenen Primdivisoren % vom Relativgrad 1 
beziiglich k zerlegt, deren Norm also gleich Np ist: 


P= P,--- Bruxy; RKP, = Mp. 

















484 H. Bilharz. 


Also ist 
l a 
Py (mRp™*)—! = aK) ) (mNPms)—? 
piste) Sak; 
BS unverzweigt 
vom Rel, Grad 1 


1 . 
<_ TK) 8 C (s, K). 
Da die entsprechende Summe iiber alle iibrigen Primdivisoren $ von K 
fiir s -1-+ 0 einen endlichen Grenzwert hat. ergibt sich hieraus weiter, 
wie bekannt, die Existenz der Dichte der Menge (K) mit dem Wert 
1 
w((K)) = oR" 
3.2. Wir iibernehmen jetzt wieder alle Bezeichnungen aus dem Ab- 
schnitt 2. Nach Satz 2.1 handelt es sich um die Menge M, aller der- 
jenigen zu @ primen Primdivisoren p von k, die fiir keine Primzahl q+ p 
zur Menge (K,) gehéren, die also fiir jede Primzahl g¢p zur Kom- 
plementaérmenge 


gehéren. Da es fiir die Existenz und den Wert der Dichte auf endlich 
viele p nicht ankommt, kann von der Beschrinkung auf zu a prime p 
abgesehen werden. An Stelle der Menge M, haben wir also einfach den 
Durchschnitt 

M* = Mi = A [(k) — (K,)) 


auf das Vorhandensein einer Dichte und deren Wert zu untersuchen. 
Sei q, die irgendwie geordnete Folge aller Primzahlen q+, und sei 


mn, = IT 4, 
r=1 
(11) M,, - 4, [(k) "r (K,,)). 
Dann ist 
M* = lim M,. 


Beachten wir, da fiir irgendwelche galoisschen Kérper K, K’, ... 
iiber k 


(K K’...) = A [(K), (K’),...] 
ist, so sieht man aus (11) rein kombinatorisch die folgenden Tatsachen 


ein, in denen die algebraischen Mengensummen einschlieBlich der Vielfach- 
heit der Elemente verstanden sind: 
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mM, = (k) ons z (K,,) + m 2 A [(K,,), (K,,)) 


<"> 


— tee + (— IP AMKy) os (Ka) 


(12. 1) = (k) - Z (K,,) + ps (K,, K,,,) 
y*sSn ¥~< Sn 
— +...+(— 1) (K,,...K,,) 
= ps fu (m) (Kn); 
m| my» 
(13. 1) MN, SMe MN, Sj M*; 
(14. 1) 0s M, — M* S 2 (K,,). 


Diese Tatsachen iibertragen sich auch auf die Hiaufigkeitsfunktion 
w(s, W,) und es gelten die entsprechenden Formeln: 








(12. 2) w(s, M,) = ~ ju (m) - w(s, (K,,)); 
(13. 2) w (s,M,) > w(s, MN, +1), 
w(s,M,) > w(s, M*); 

(14. 2) 0 = w (s, M,,) — w (s, M*) s 2 w(s, (K,,)). 
Aus (12.2) folgt die Existenz und der Wert der Dichten 
(12. 3) w(M,) = lim w(s,M,) = LY w(m)w((K,,)) 

s7>i+o0 m|my 

ye (m) y _ye(m) 
ong n(K,) = 2 m,,-{(m)° 


Aus (13.2) folgt die Existenz und eine Abschitzung des Grenzwertes 
lim w(s,M,) > w(s, M"*). 


n-—-> co 


U.A.d.R.V. fiir die €(s,K,) werden wir in 3.3 beweisen, daB 
die Rethe 


1 logl(s, K,) 
(15) ps 


n(K,) log ¢ (8, k) 
4 
fiir s > 1 konvergiert, sogar gleichmépig in s in jedem Bereich 
l<s< 8s, mit festem s, > 1. 
Diese Reihe ist aber nach 3.1 eine Majorante der Reihe 
(16) Zz w(s, (K,)). 
q 


Daher folgt aus (14.2) zuniichst scharfer 
(14. 3) lim w(s, M,) = w(s, M*), 
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wobei zunichst nur die gewéhnliche Konvergenz der Reihe (16) aus- 
genutzt ist"). Zufolge der GleichmaBigkeit der Konvergenz gilt auch 
(14.3) gleichmaBig in s, und diese Tatsache ergibt zusammen mit (12. 3) 
nach dem sogenannten Doppelgrenzwertsatz der Analysis die Vertausch- 
barkeit der beiden Grenziiberginge n + o und s + 1+ 0 und damit die 
Existenz und den Wert der zu untersuchenden Dichte: 
w(M*) = lim w(s,M*) = lim lim w(s, M,) 
s—>1+0 sr it+0 no 


=lim lim w/(s, M,) = lim w(s, M,) 


n—-~m elite n>o 
: «(m pe (m) 
si Ba 2 Tes ~ Ye. 

Fiir die Giiltigkeit dieser letztgenannten Reihendarstellung des zuvor er- 
haltenen Grenzwertes beachte man die in 2.2 aus dem Romanoffschen Satze 
gefolgerte absolute Konvergenz dieser Reihe. 

3.3. Nach 2.2 ist n(K,) = q-f(g), und A, hat dabei den Kon- 
stantenkérper Q, von p/“ Elementen, auBer wenn 
(17) a= a, in k, mit a, aus 2, 
ist. Daraus folgt durch Normbildung 

a=aink mit « aus 22. 
Da nach Voraussetzung a nicht bereits in Q liegt, trifft (17) aber fiir 
héchstens endlich viele Primzahlen q zu; diese kénnen fiir den folgenden 
Konvergenzbeweis von (15) auBer Betracht gelassen werden. Es bleibt also 
nur zu zeigen, daB die iiber die nunmehr verbleibenden q erstreckte Reihe 
> 1 log (s,K,) 
= 9-1 (q) log = (s, &) 

u. A.d. R.V. fir 1 << s< 8s, mit festem s, > 1 gleichmaBig in s kon- 
vergiert. 

Bezeichnet R, den Kérper der rationalen Funktionen iiber 2,, g(K,) 
das Geschlecht des Kérpers K,, w, die Nullstellen von ¢(s, K,) in p/*, 
dann ist '*) 





(18) C(s, K,) = C(s, R,)- L(s, K,) 
mit 

2g(Ky) eat 
(19) L(,K.)= [J (1m): 


i=1 


'!) Herrn Witt verdanke ich die Bemerkung, daB (14.3) auch direkt aus 
(13.2) und der Beziehung 
mMm* — lim M, 
a-> 2 


gefolgert werden kann. 
12) S. Hasse in “). 
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Die Riemannsche Vermutung fiir ¢(s,,) besagt 
oO, = pr, 
wir werden jedoch mit der schwicheren Annahme 
(20) oO, = pn (l-- %) 
mit einem von q unabhingigen ? > 0 (und eo ipso < 1/2) auskommen. 
Gema& (18) zerfillt der Beweis fiir die gleichmiBige Konvergenz 
von (15) in zwei Teile. Danach ist zu zeigen: 





15.1 Py 1 ‘logs (s, B) 

(15. 1) = 9-7 (q) log ~(s, k) 
2 ~ l log L (s, K,) 

(15. 2) > q-f(q) log f(s, k) 


4 
sind fiir 1 << s < s, gleichmiBig konvergent. 
Beweis fiir (15.1): Ist R der Kérper der rationalen Funktionen einer 
Unbestimmten iiber Q, dann ist 


(21) 1 loge (s, R,) a log = (8 Ry) log 5 (s,R) 
q° f(g) log = (s, k) q:f(q) logs (s, R) log S (8, k) 


Da 5 (q-/(q))~* nach dem Romanoffschen Satze konvergiert, ist es hin- 
q 





reichend, die Beschriinktheit der beiden Logarithmenquotienten rechts 
in (21) fir 1 << s <= s, und alle Primzahlen q zu beweisen. 

Weil jede Zetafunktion > 1 fiir alle s > 1 ist, sind einerseits diese 
Quotienten sicherlich > 0 fiir alle s > | und alle g. Andererseits ist die 
Zetafunktion von R explizit gegeben durch "*) 


ae tor 
¢(s,R) = (1— 2)". (1 -—)"'; 
(s, R) = ( as) 
{(s,R,) entsteht aus dieser Formel durch Ersetzen von p durch p/“’, 
Da durchweg /(q) > 1 ist, folgt stets 
C (s, R,) = c (s, R), 
log ¢(s, R,) < log ¢(s, R), 


und somit wegen der Positivitit 


also 


log f (8, R,,) 
B A.B ff 
0< log 5 (s, R) Ss! 


fiir alle s > 1 und alle gq. 
Fiir den von qg unabhingigen letzten Quotienten in (21) gilt 


log < (8, R) " 1 
Tog = (=. F) »4 fir s > 1+0, 


18) S. Hasse in °), 
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also existiert zu s, > 1 ein positives c = c(s,) so, daB fiir alle s mit 


l< ss 4, 


log 2 (s, R) 
log f(s,k) = 
ist. Damit ist unsere Behauptung fiir (15.1) bewiesen. 
Beweis fiir (15. 2): 
Hilfssatz 1: Es ist 
22 29(K,) <qr 
mit von 4 unabhingigem r > 0. 
Beweis: Das Geschlecht g(K,) des Kérpers K, ist gegeben durch "*) 
29(K,) = 2q9(k,) + 2». 
Dabei ist » das Relativgeschlecht von K,/k, und gegeben durch 
20 = (q—1)-(r, — 1), 
wo r, der Grad beziiglich k, des Produktes derjenigen Primdivisoren 
aus k, ist, die in a mit durch g unteilbarem Exponenten aufgehen. Da k, 
aus k durch bloBe Konstantenerweiterung hervorgeht, kann r, auch als 
die entsprechende Gradsumme in k definiert werden. Daher ist r, héchstens 
gleich der von g unabhangigen Gradsumme ’ iiberhaupt aller Primdivisoren 
von a in k. Ferner ist das Geschlecht gegeniiber Konstantenerweiterung 
invariant, also g(k,) = g(k). Daraus folgt die Behauptung. 
Hilfssatz 2: Sei 9 >0. Dann ist 


6 Yi 1 
oi 277 TE) 


4TPp 


l+e 


konvergent. 
Beweis: Nach Definition von /(q) ist ¢| p/( —1 und daher p/ > q. 
I. Sei p’* Sq. Dann ist die entsprechende Teilsumme 
1 oe >, i 
2 Porta = 2 q°1(q) 


“tp pt 
sw 


nach dem Romanoffschen Satze konvergent. 

II. Sei g> p/? (> q’). Dann mégen zu einem gegebenen Werte 
f(q) = / genau n = n(f) verschiedene Primzablen ¢,,, q,,,..., 4, gehdren. 
Dann ist auch q,,...q,,|p/—1 und daher p/ >q,,...9,,. Da hierbei 
jedes q,, > p/® sein soll, folgt p/ > p/’", also durchweg 


n(f)< >. 
Daher wird die Teilsumme 


a WTa 
Rp Port) 
g>pios 


4) Hasse in Crelle 172 (1934), S. 43. 
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majorisiert durch die konvergente Reihe 


1 l 1 f 1 
tay (= abel 5) 
Aus I. und II. folgt die Behauptung. 
Fiir alle s > 1 folgt aus (19), der Annahme (20) und dem Hilfssatz 1 
—— 20(K,) qr 


29(Ky) |= ( = 1+ oe) <(1 + prt a 
L(s,K,) = // (1- aia) pe 29(Ky) 1 ed 
l= 0-25" > (1h 


i=1 

















Also 
l 
(24) qr log (1 — yw as) < log L(s, K,) < qrlog (1 0): 
Wegen 
0 < bog (1+—,) < 
og\*s =) ~ pie 
und 
; 1 l ] 
0 < — log (1 pi: 3) < ~ gf @9 ~ pins + 
1 = ve 
So (1 tort ast ) 
Oe 
= p” ams po? 
folgt aus (24) weiter 
Z ae % 
log L (8, K,)| <1 oP ths 


fiir alle s > 1. 
SchlieBlich existiert wegen 1 < ¢(s,k) > o fiir s +1 zu s, ein 
positives C = C(s,) so, dab fir 1<s < 8, 


1 
0< gtk =f 








wird. 
Zusammengenommen ergibt sich daraus fiir 1<s < s, 
l log L (8, Ka) p” l 
q:f(q) log ¢ (s, &) <r p’ —1 po" Fg) 


Nach Hilfssatz 2 ergibt sich hieraus die Behauptung fiir (15. 2). 

4. Wir geben zum Abschlu8 ein Beispiel, in welchem eine positive 
Dirichletdichte existiert, aber keine natiirliche Dichte. 

4.1. Sei k = R = Q(x) der Kérper der rationalen Funktionen einer 
Unbestimmten x iiber dem endlichen Kérper 2 von p Elementen. Unser 
gegebenes Element a setzen wir gleich z €§, sei die Menge der zu 2 
primen Primdivisoren p aus R, fiir welche z PW (p) ist. 
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Dann ist nach (6) die Dirichletdichte der M, gegeben durch 


: " % | “” (m) x 
u (M,) aaa > mf (m)’ 


(m, p)=1 
nach (7) ist diese Dichte positiv. 
Zum Beweis dieser Tatsache ist keine R.V. nétig, weil hier die 
Kérper 
4 q 
K, =k, (Vz) = 2,(¥z) 
simtlich rational sind und daher durchweg 
C(s, K,) = ¢(s, R,), 
L(s,K,) = 1 
ist, so daB zum Beweis der gleichmaéBigen Konvergenz der Reihe (15) 
nur die gleichmiBige Konvergenz in s fiir 1 < s <= s, der Reihe (15.1) 
zu zeigen ist. 


4.2. Wir sagen, unsere Menge M, besitzt eine natiirliche Dichte W(M,), 
wenn fiir die relative Hiufigkeit 





1 
Pin Wi, 
97 7 9 omnia Np Sp" aia 7, (”) 
(25) W (n, M,) = ie 
Pink 
RpsSp" 
der Grenzwert 
(26) W(M,) = lim W (n, M,) 


existiert. 

Lassen wir noch im Nenner von (25) den sowieso zu x nicht primen 
Nennerprimdivisor von z beiseite, dann ist a(n) einfach die Anzahl aller 
Primpolynome P,(z) vom Grade » < » iiber 2. Diese ist bekanntlich 


ot (») Ae a (d) 


r=1 d\r 
Um den Zihler z,(n) zu bestimmen, beachten wir, daB der Rest- 
klassenkérper Q(x) mod. P, (x) zyklisch vom Grade » iiber 2, also einem 
endlichen Kérper 2, von p’" Elementen isomorph ist, dessen multiplikative 
Gruppe zyklisch von der Ordnung p’ — 1 ist. Ist nun zPW(P,(z)), so 
entspricht x einer der ¢(p'—1) Erzeugenden dieser Gruppe, und um- 


gekehrt. &,, &/,..., ” seien alle Erzeugenden der zyklischen Gruppe, 
in Systeme konjugierter aufgeteilt. Diese sind dann Nullstellen von 
rir =) Primpolynomen P*” (2) y-ten Grades (i = 1,2, +. LE), 
Jedes P,(z). fiir welches zPW(P,(z)) ist, ist dann eines der Poly- 


nome P(x), und umgekehrt ist jedes P\ (x) ein gesuchtes P, (z). 
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Somit ergibt sich fiir die Anzahl der Primpolynome r-ten Grades, 


fiir welche 2 Primitivwurzel ist, der Wert + 9 (p' — 1), also 


“1 
a, (m) = 5 (p* — 1). 
‘=1 
Nach (26) ergibe sich also fiir die natiirliche Dichte der Limes 
7 
> ~9e'-) 


(27) W (M,) = lim —— 


n 


aa DUT a 


r=1 dit 
4.3. Man sieht fast unmittelbar, daB dieser Limes nicht existiert '’). 
I. Bezeichnet 1t(v) die Anzahl der positiven Teiler von +, dann gilt 
fiir den Nenner in (27) 


x(n) = }ivi0 (_S° Lepr) 


n 





Zi 1 X +e nun, 1 \ sa" 
= 27 +00" =F (1-5) +¢(§). 
II. Fiir den Zahler geben wir zwei unendliche Teilfolgen, welche, durch 
den Nenner dividiert, verschiedenen Grenzwerten zustreben: 
II. a) Sei Q > 0 und werde 


n= IT (9) 
qe 


atp 
gesetzt, dann ist fiir 7 <= Q, qT p 
q|p" — 1, 
also 
1 \ 
e(o—1) S("—)- [J (1). 
q 


Q 
atp 
Wichst Q iiber alle Grenzen, dann gilt 


> =9'- 1) = o(Z). 


r=l1 


II.b) Durchlauft n die Folge der Primzahlen, dann ist 
n ‘a = _ By ( — 1) 
¢(e"—1)=(p"—1) JJ (1->) ff ('-7-)- 


f(q)=1 (4) = Primzahil 


15) Diesen kurzen Beweis verdanke ich einer schriftlichen Mitteilung von Herrn 
Davenport vom September 1936. 
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Das erste Produkt ist sicherlich endlich und ungleich 0. Das zweite 
unendliche Produkt konvergiert aber nach dem Romanoffschen Satz; dar- 
aus folgt dann blo& 


x1 n n, 
> = ¢(p" — 1) =0(F), aber + o(=). 
val 
5. Um die Artinsche Uberlegung fiir den in 1. angefiihrten Fall eines 
algebraischen Zahlkérpers k zu beweisen, reicht es nach dem Schema in 
Abschnitt 3. hin, die gleichmaBige Konvergenz in s fiir 1<s< 8, 
der Reihe 


= 7 1 log f(a, Ky) 
(15) Zz n(K,) log 5(s, k) 





zu zeigen, wo jetzt fiir fast alle q gilt 

n(K,) = 4-(q—). 
Als naturgemafer Ansatz fiir diesen Beweis ergibt sich aus der Analogie 
mit dem in 3.3 behandelten Fall eines algebraischen Funktionenk6rpers 
die Heranziehung der WeierstraBschen Produktzerlegung fiir die ¢ (s, K,). 
Bisher ist es jedoch nicht gelungen, auf diesem Wege zum Ziel zu kommen. 


Géttingen, am 15. Januar 1937. 


(Eingegangen am 23. 1. 1937.) 














Elementarteilertheorie unendlicher Matrizen. 
Von 
Helmut Ulm in Minster (Westf.) *). 





In dieser Arbeit wird eine Elementarteilertheorie unendlicher zeilen- 
finiter Matrizen aufgestellt, d. h. es werden die Bedingungen untersucht, 
unter denen zwei zeilenfinite Matrizen MU und B mit Koeffizienten aus 
einem Kérper K durch eine zeilenfinite Matrix. mit eindeutiger zeilen- 
finiter Reziproken ineinander transformierbar sind: A= P-' BP. Das 
Problem, Bedingungen fiir die so definierte Ahnlichkeit der Matrizen Y 
und $ zu finden, haingt aufs engste mit dem Problem zusammen, die 
Typen nichtisomorpher abzablbar-unendlicher abelscher Gruppen zu_be- 
stimmen. Nach Definition der Zuordnung einer abelschen Gruppe einer- 
seits und einer zeilenfiniten Matrix andererseits (Definition 1) erhilt man das 
Resultat, daB zwei Matrizen dann und nur dann Adhnlich sind, wenn die 
ihnen zugeordneten Gruppen isomorph sind (Satz 3). Eine wichtige In- 
variante ahnlicher Matrizen ist das Spektrum, d.h. die Menge derjenigen 
Werte A, fiir die die Matrizenschar {+ 4 € keine eindeutige Reziproke besitzt. 
Es wird gezeigt, daB das Spektrum einer zeilenfiniten Matrix entweder ab- 
zihlbar ist, oder daB alle A-Werte bis auf héchstens abzihlbar viele zum 
Spektrum gehéren. Diesen beiden verschiedenen Typen des Spektrums 
entsprechen abelsche Gruppen, die nur Elemente endlicher Ordnung ent- 
halten, bzw. solche, die mindestens ein Element unendlicher Ordnung ent- 
halten. 

In § 2 werden dann Normalformen fiir die Klassen ahnlicher Ma- 
trizen, die ein abzihlbares Spektrum besitzen, aufgestellt. Hierzu wird 
die bekannte Theorie der abzihlbar-unendlichen abelschen Gruppen, die 
nur Elemente endlicher Ordnung enthalten, herangezogen. Es ist nicht 
mehr wie im Falle endlicher Matrizen méglich, jeder Matrizenklasse eine 
eindeutig bestimmte Normalform zuzuordnen. Vielmehr gibt es zu jeder 
Klasse unendlich viele Normalformen, aus denen aber sofort eindeutig die 
Invarianten der betreffenden Klasse ablesbar sind und die also unter- 
einander ahnlich sind. 








*) Habilitationsschrift. angenommen von der Philosophisch-Naturwissenschaft- 
lichen Fakultét der Universitat Minster. 
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§ 1. 
Abelsche Gruppen und Elementarteilertheorie. 


Im folgenden sollen abelsche Gruppen mit dem Operatorenbereich K [A], 
d. h. dem Ring aller Polynome h(A) iiber dem Kérper der komplexen 
Zahlen (oder einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen Kérper), be- 
trachtet werden. In der Gruppe soll ein abzihlbares Erzeugendensystem 
(im folgenden abgekiirzt E.S.) existieren, d. h. ein System von Gruppen- 
elementen x = (z,) derart, daB sich jedes Element der Gruppe in der 
Form 

z= 34,2 
k 


darstellen laBt, wo die a, in K{[A] liegen und unter L wie immer in 
dieser Arbeit eine endliche Summe zu verstehen ist, d. h. nur endlich 
viele a, sind von Null verschieden. Da nur abelsche Gruppen mit dem 
angegebenen Operatorenbereich und héchstens abzéhlbarem E. S. in dieser 
Arbeit betrachtet werden, reden wir im folgenden einfach von ,,Gruppen“, 
ein Zusatz ,,abzihlbar“ soll sich immer auf das E.S., nicht auf die 
Miachtigkeit der Gruppe beziehen. Die Gruppen werden additiv ge- 
schrieben. 

Frobenius’) hat einer abelschen Gruppe © wie folgt eine Matrix 
zugeordnet: Gegeben sei ein E.S. x = (z,), dann bilden alle Dar- 
stellungen des Nullelementes der Gruppe durch dieses E.S. einen Linear- 
formenmodul ®. Aus diesem sei eine Basis ny = (y,) = Da,,27, = 0 

k 


ausgewahlt. Die Matrix & = (a;,) heibe ,,Frobeniusmatrix“ der Gruppe 6 
(abgekiirzt: F-Matrix von ©). Sie ist im allgemeinen eine unendliche 
zeilenfinite Matrix, d. h. eine unendliche Matrix, die in jeder Zeile héch- 
stens endlich viele von Null verschiedene Koeffizienten enthalt. © ist 
isomorph dem Restklassenmodul des Moduls aller (d. h. aller endlichen) 
Linearformen M nach R. Ube ich auf x und y unimodulare zeilenfinite 
Transformationen aus, d. h. Transformationen, deren Koeffizientenmatrizen 
auch eindeutige zeilenfinite Reziproken mit Koeffizienten in K [A] haben, 
so geht UY iiber in 
Ww = PAX, 


BP =a @-'3 = OO" =0-'Q=€ 


wo 


ist. 
MU und YW heiBen aquivalent: A=W’. Da durch jede zeilenfinite 
Matrix & mit Koeffizienten aus K{Z] — es werden nur solche vorkommen 


1) Frobenius-Stickelberger, Uber Gruppen mit vertauschbaren Elementen 
Journ. reine angew. Math. 86, S.217—262. Es werden dort nur endliche Gruppen 
betrachtet. 
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und wir sagen daher abgekiirzt: Matrix — eine Gruppe © bestimmt ist, 
nimlich, wenn wir U als F-Matrix einer Gruppe © auffassen, folgt sofort, 
daB zu aquivalenten Matrizen isomorphe Gruppen gehoren. Da aber ein 
beliebiges, von x verschiedenes E.S. x* nicht durch eine unimodulare 
Transformation aus x hervorzugehen braucht, liBt sich die Umkehrung 
nicht so einfach schlieBen*). Sie ist aber fiir endliche E. 8. mit gleicher 
Erzeugendenzahl richtig, fiir unendliche E.S. nur unter gewissen Voraus- 
setzungen *). 

Wir werden daher statt des bisher betrachteten beliebigen E. 8. ein 
spezielles, reduziertes E. 8. genannt, einfiihren. 

Definition 1. x= (z,) hei®e ein reduziertes Erzeugendensystem 
(=r. E.8.) der Gruppe 6, wenn die Gleichungen 


y,=(A+A)a + J ayer, =, 


— 
k<ci 


wo i,k die gleiche geordnete (im allgemeinen aber nicht wohlgeordnete) 
Indexmenge durchlaufen, eine Basis des Moduls ® bilden. Die A; und a;, 
sind Elemente aus K, deren fiir festes i nur endlich viele von Null ver- 
schieden sind. 

Es soll nun gezeigt werden, daf fiir jede Gruppe ein r. E. 8. existiert. 

Satz 1. Ist G eine abzihlbare abelsche Gruppe, so existiert in © 
ein vr. ES. 

Beweis: (Konstruktion des r.E.8.) 2, x, (l, m durchlaufen die 
natiirlichen Zahlen oder endliche Teilmengen davon) sei ein E.S8. von © 
derart, daB die 2; in bezug auf K[/] unabhiingig sind und ferner jedes z,; 
von ihnen abhangig ist. Ein solches E.S8. Ja8t sich sofort auswihlen. 
Ich fiige jetzt weitere Gruppenelemente z,; mit folgenden Relationen zu 
diesem E. 8. hinzu: 


HEM, MmM= AM t+Aqy =O, y= 43+ h4a.=—0,.... 
Da die z; unabhingig sind, bilden dann die Relationen 
nj =0 (j =1, 2, 3, ...) 
eine Basis fiir alle zwischen den z,; bestehenden Relationen. 
Ich kann ferner annehmen, daB die z,, bereits so ausgewihlt sind, 
daB 2, nicht in der von 


" ” ” , 
{21 j; Diy Lay +++) Lm—ij 





2) Einige in der Literatur vorkommende Beweise, die nicht die volle Elementar- 
teilertheorie voraussetzen, enthalten an entscheidender Stelle Liicken. K. Shoda, 
Proc. Imp. Acad. Jap. 6 (1930), S.217—219 und M. Tazawa, ebenda % (1933), 
8. 468—471. 

5) Man miBte bier den Aquivalenzbegriff erweitern, wie dies in der Arbeit 
des Verf., Math. Annalen 107, S. 774, oder wie dies in der Arbeit von W. Alexander, 
Annals of Math. 35 (1934), S. 130, geschehen ist. 
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erzeugten Gruppe liegt, hingegen (A+ 4,,)z,, in dieser Gruppe enthealten 
ist (A, in K); durch Hinzufiigung geeigneter Vielfachen der z,, zum E. 8. 
lat sich dies erreichen. Fiir jedes Element z,, besteht dann eine Relation 
der Form 

= (A+ Am) Din + "E Gar 3 + 2 bout 521 = 0, 

r= 

wo die Summe J endlich ist. Durch Hinsuftigung geeigneter Vielfachen 

tj 
der Relationen z;, ..., z,—, laBt sich erreichen, daB die c,,, Polynome 
nullten Grades in A sind, ebenso unter Benutzung der Relationen z,,, 
daB die 6,,,; in K liegen. 

Ordne ich jetzt die z,; und 2, derart, dab die z,; vor den z,, 
stehen, ferner daB %j VOR ay; steht, wenn | >I’, und fiir 1 = I’, daB oP 
vor 7); steht, wenn j > 7’ ist, ferner daB z,, vor z,, steht, wenn m < mi’ 
ist, so ist 2,;, z,, mit den analog geordneten Relationen z,;, z,, ein 
Definition 1 geniigendes r. E. 8. 

Um schlieBlich noch die gleiche Bezeichnungsweise wie in Definition 1 
zu haben, lasse ich den Index k von z, eine geordnete Menge vom 
gleichen Typus durchlaufen, wie die eben angegebene der z,;, 7, — deren 
Typus (w’)* -- w oder ein Teil davon ist — und definiere zwischen den z, 
die gleichen und in gleicher Weise angeordneten Relationen z, (i durch- 
liuft also auch die Menge (w*)* + w) wie die Relationen z, ,, z,, zwischen 
den 25, Zm- 

Nenne ich schlieBlich eine zeilenfinite Matrix & mit Koeffizienten 
aus K ,,regulir‘‘, wenn a,;, = 0 fiir i < k, so liBt sich Satz 1 auch wie 
folgt aussprechen 

Satz 1*. Zu jeder Gruppe G gibt es ein r. B.S. x = (xy) derart, 
dap eine zu diesem E.S. gehérende F-Matrix die Form U+-A€ hat, wo U 
eine requliire zeilenfinite Matrix mit Koefjfizienten aus K, und € die Ein- 
heitsmatrix ist. Die Matrixindizes i, k durchlaufen im allgemeinen Mengen 
vom Typus (w*)* +w. (Oder beide Indizes die gleiche Teilmenge davon.) 

Dann gilt der Satz: 

Satz 2. Sind © und G' abzihlbare abelsche Gruppen mit den z- 
gehdrigen F-Matrizen 

U+AE und W+AGE, 
so sind © und &' dann und nur dann isomorph, wenn U+~-AE und 
M+ 2€ dquivalent sind'). 
Beweis: a) Gilt 


Pixyw+AQ—AW+AE und BPP-'=]QNOQ '=E, 


‘) Fir ein r. E. S. sind die in Anm. 3) erwahnten Erweiterungen des Aqui- 
valenzbegriffes nicht erforderlich. 
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so vermittelt die in K{A] invertierbare Matrix Q eine isomorphe Ab- 
bildung von © auf @’. 

b) Ist G isomorph auf ©’ abgebildet, so werden den Elementen 
x = (z,) die Elemente x’ zugeordnet, wo die x’ ein r. E. 8. von 6’ 
bilden und wo YP’ eine zeilenfinite Matrix mit Koeffizienten aus K [4] 
ist, die aber im allgemeinen keine Reziproke zu haben braucht. Werden 
umgekehrt den Elementen x’ die Elemente Q’x zugeordnet, so braucht 
im allgemeinen nur zu gelten 

yo’ = €+ WA + AE). 
Ersetze ich aber ’ durch P =— YP’ + B(M'+ AE), so gilt Px’ — P’ x’. 
Bestimme ich nun — was immer méglich ist — in 
B= YPH+BwW+s~4G und QOH O'4+uUu(Aw~+s€) 
die Matrizen U und B so, daB Q und Y Matrizen mit Elementen aus K 
werden, so folgt wegen 
PQ=— E+ W (A+AG), 
daB WW’ = 0, also 
PHR=E 
ist. 

Analog folgt fiir diese Matrizen $ und Q, daB QP = € ist. 

Es gilt somit P*(W+A€)Q = W+ZE, wo P* eine in A[A] in- 
vertierbare Matrix ist. Da die Koeffizienten von Q in K liegen, folgt 
gQ* = Q-. 

Definition 2. Zwei zeilenfinite Matrizen MU und A’ mit Koeffizienten 
aus K heiBen ahnlich, wenn es eine zeilenfinite Matrix } mit Koeffizienten 
aus K und einer zeilenfiniten Reziproken }~' gibt, so daB 

PUAP = wW 
ist. Der Beweis von Satz 2 liefert dann auch sofort den Satz: 

Satz 3. Die zeilenfiniten Matrizen U und A’ mit Koeffizienten aus K 
sind dann und nur dann dhnlich, wenn die zu den F-Matrizen U 4-1 € 
und U + 2€ gehdrigen Gruppen G und G' isomorph sind, 

Satz 3 zeigt also, daB das Ahnlichkeitsproblem zeilenfiniter Matrizen 
iiquivalent ist dem Strukturproblem abziihlbarer abelscher Gruppen. Mit 
einer Lésung des Strukturproblems wiirde man auch sofort das Ahnlichkeits- 
problem gelést haben. Da eine umfangreiche Klasse abelscher Gruppen’) 
— namlich die Klasse der Gruppen, in denen zu jedem Element x ein 
Polynom h (A) existiert mit h(A)a2 = 0, wir sagen dann auch, das Element + 


*) Die Satze 7 und 9 sind in der unter Anm. *) zitierten Arbeit des Verfassers 
erstmalig bewiesen. Spiter dann rein gruppentheoretisch von L. Zippin in Ann. of 
Math. 36 (1935), S. 86. In beiden Fiillen handelt es sich zwar um gewdhnliche 
abelsche Gruppen; die erforderliche Verallgemeinerung ist aber trivial. Vg). ferner 
eine demnichst erscheinende Arbeit des Verfassers. 

Mathematische Annalen. 114. 32 
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hat endliche Ordnung — ihrer Struktur nach bekannt sind, wird im § 2 
dieser Arbeit fiir die zu diesen Gruppen gehérigen F-Matrizen U+2€ 
das Ahnlichkeitsproblem gelést werden, d. h. es werden Normalformen fiir 
die Klassen der Matrizen UM und 8 mit P-' AY = B (P variabel) auf- 
gestellt werden. 

Vorher wollen wir aber diese Matrizen noch in anderer Weise charak- 
terisieren. 

YW sei wieder eine zeilenfinite Matrix mit Koeffizienten aus K. Dann 
sei unter dem Spektrum der Matrix YW folgendes verstanden: 

Definition 3. Die Gesamtheit der Werte A, fiir die die Matrix 
U+A€ keine eindeutige Reziproke besitzt, heiBe das Spektrum der Matrix Y. 

Bekanntlich hat eine endliche Matrix nur endlich viele, namlich 
héchstens », wenn n die Zeilenzahl der quadratischen Matrix 4% ist, 
Spektralwerte 4. Bei abzaihlbaren Matrizen braucht jedoch die Anzahl 


der Spektralwerte keine abzihlbare Menge zu bilden, wie etwa von den . 


Hilbertschen beschrankten Matrizen her bekannt ist. Wir wollen jetzt 
folgenden fiir zeilenfinite Matrizen bemerkenswerten Satz beweisen: 

Satz 4. Eine abzihlbare zeilenfinite Matrix MU mit Koeffizienten 
aus K bezitzt als Spektrum: entweder héchstens abzihlbar viele Werte 4 aus K 
oder alle Elemente aus K mit héchstens abzihlbar vielen Ausnahmen. 

Beweis. Da dbnliche Matrizen das gleiche Spektrum haben, und 
es nach Satz 1 zu jeder Gruppe © ein r. E. 8. gibt, kann ich nach 
Satz 3 annehmen, daB die Matrix U so gebildet ist, wie im Beweis von 
Satz 1 angegeben. Y% hat also folgende Form: 


wo fiir i>0 
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und %, zeilenfinite Matrizen sind. Speziell kann es natiirlich auch so 

sein, daB nur endlich viele Matrizen U, oder gar keine in M vorkommen, 

also daB in letzterem Falle & = UW, ist. Ferner ist es méglich, daB die 

Matrix U, eine endliche quadratische Matrix ist oder auch véllig fehlt. 
Wir betrachten jetzt die folgenden zwei Fille. 


a) A= Y,, 
b) In & kommt wenigstens eine Matrix MU, mit i > 0 vor. 


a) U,+A€ hat offensichtlich nur fiir die Werte A keine Reziproke, 
fir die A+ A, fiir mindestens ein i verschwindet. Fiir alle anderen 
Werte A, fiir die also 4+ A; + 0 fiir jedes i, laBt sich die Reziproke be- 
stimmen. Dies geschieht etwa derart, da man sukzessive die erste, 
zweite, dritte,... Zeile einer Matrix M aus € = (UW, + 2€)A bestimmt. 
Da % ebenfalls zeilenfinit wird und jeder Koeffizient sich eindeutig be- 
stimmt, gilt auch (A, + AE) = &. 

b) Ich bebandle zunichst den Fall, daS8 U =: U, ist, und behaupte, 
daB dann M+ A€ fiir kein A eine eindeutige Reziproke hat. Zunichst 
fiir A = 0 enthilt die letzte Spalte von & nur Nullen, also kann & keine 
vordere Reziproke haben. Im Falle 4 + 0 lassen sich sukzessive ein- 
deutig die letzte, vorletzte, drittletzte,... Zeile einer Matrix W mit 
U (A + AE) = E bestimmen, wo 4 beliebig, aber ungleich Null ist. Da aber, 
wie sich aus der Ausrechnung unmittelbar ergibt, alle Koeffizienten der 
letzten Zeile von & von Null verschieden sind, ist U nicht zeilenfinit. Es 
existiert also zu M+ A€ keine vordere zeilenfinite Reziproke, d. h. auch 
jedes 2 + O gehért zum Spektrum. 

Besteht M& aus endlich oder unendlich vielen Matrizen UY; (i > 0) 
— also UA, und damit die B, sollen nicht vorkommen —, so kann & + AE 
nur dann eine Reziproke haben, wenn jedes U, + A€ eine solche hat; da 
das nicht zutrifft, kann & keine Reziproke haben, und unser Satz ist 
auch fiir diesen Fall bewiesen. 

Es bleibt also nur noch der Fall zu diskutieren, daB sowohl UY, mit 
t > 0 wie &, in A vorkommen. Da, wie unter a) gezeigt, fiir 4+ 4, + 0 
(i = 1, 2, 3,...) die Matrix M, + AE eine Reziproke hat, so miiBte, wenn 
U+A€ eine Reziproke fiir 4-+ A; + 0 hatte, auch 


. 4000 
. 0% 00 
. 00%, 0 
| . 8,8, B, € 
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und damit auch 
. %0 00 
A= | . OU, 0 0 
004, 0 
000 € 


eine Reziproke haben. Da die YU; aber keine haben, so hat auch Y* und 
damit M%+Z€ keine fiir 2+ 2; + 0. In diesem Fall besteht also das 
Spektrum aus allen Werten 2, héchstens bis auf die héchstens abzihlbar 
vielen Werte — 4,, — 4,, —4,, .... Damit ist Satz 4 bewiesen. 

Im Falle & — A, folgt aber fiir das zur k-ten Spalte von U+AE€E 
gehérige Element z, des E.S. von ©, daB ein Polynom héchstens /-ten 
Grades h (A) existiert, mit h(4) 2, = 0. Existiert ein solches Polynom, so 
sagten wir, z, hat endliche Ordnung. Da alle Elemente des E. 8S. end- 
liche Ordnung haben, hat iiberhaupt jedes Element aus © endliche 
Ordnung. 

Enthalt aber & auch nur eine Matrix der Form Y,, so folgt aus 
dem Beweise von Satz 1, daB die zu A+ AE gehdrige Gruppe G Ele- 
mente unendlicher Ordnung, d. h. Elemente x enthalt, zu denen es kein 
Polynom h(A) mit h(A)z = 0 gibt. Es gilt somit der Satz: 

Satz 5. Ist U eine zeilenfinite Matrix mit Koeffizienten aus K, so 
sind folgende Aussagen gleichwertig: U hat ein abzdihlbares Spektrum: Die 
zu U— AE gehdrige Gruppe G enthilt nur Elemente endlicher Ordnung. 
WM hat alle % bis auf héchstens abzihibar viele zum Spektrum: © enthilt 
mindestens ein Element unendlicher Ordnung. 


§ 2. 


Elementarteilertheorie zeilenfiniter Matrizen, 
die lediglich ein abzihlbares Spektrum besitzen. 

In diesem Paragraphen werden wir einerseits aus den Siatzen des 
vorigen Paragraphen, andererseits aus den bereits bekannten Siatzen iiber 
die Struktur abzihlbarer abelscher Gruppen, die nur Elemente endlicher 
Ordnung enthalten, die volle Elementarteilertheorie derjenigen zeilenfiniten 
Matrizen ableiten, die nur ein abzihlbares Spektrum besitzen. 

Nach Satz 5 enthilt die zu einer zeilenfiniten Matrix mit abzihlbarem 
Spektrum gehérizge Gruppe © nur Elemente endlicher Ordnung. Wir 
miissen daher im folgenden einiges iiber die Struktur dieser Gruppen an- 
fiihren. 





== 
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Satz 6. Hat in einer Gruppe  jedes Element endliche Ordnung, so 
ist © direkte Summe von priméiren Gruppen G,, d. h. Gruppen Gj, deren 
jedes Element als Ordnung eine Potenz von 4+ 2; hat. (4, + 4, fiir i + k.) 

Der Beweis ist bekannt und ergibt sich ohne weiteres aus der Tat- 
sache, daB die Elemente von ©, deren Ordnungen Potenzen von / +4 4, 
sind, eine eindeutig bestimmte Untergruppe von  bilden. Dieser Satz 
gilt im Gegensatz zu den weiteren Aussagen iiber primiire Gruppen fiir 
beliebige Machtigkeit der Gruppe 6. 

Wir kénnen uns nunmehr im folgenden auf primiire Gruppen be- 
schrinken und fiihren den von Priifer stammenden Begriff des Héhen- 
exponenten ein. 

Definition 4. Ein Element « einer primaren zu 4+ A, gehdérigen 
Gruppe © hat den Héhenexponenten », wenn die Gleichung + = (2+ 4,)" y 
durch ein Element y aus © lésbar ist, die Gleichung 2 = (4+-/,)"*'y 
; aber unlésbar ist. Ist die Gleichung + = (A+-A,)" y fiir jeden Exponenten » 
: lésbar, so hat x den Héhenexponenten o. 

; Da die Menge aller Elemente von unendlichem Héhenexponenten 
in G eine Untergruppe §* bilden, kann ich durch transfinite Induktion 
definieren : 

Definition 5. §% = G. Ist die Ordnungszahl « Nichtlimeszahl, 
so sei §. die Untergruppe aller Elemente von unendlichem Héhen- 
exponenten in $<‘. Ist « Limeszahl, so sei §~ der Durchschnitt aller 
§. mit B<a. 

Setzen wir nunmehr abzahlbare Machtigkeit fiir das E. 8. der primaren 
Gruppe © voraus, so folgt, daB es eine abzihlbare Ordnungszahl rt gibt 
mit §°. = §.*'. Da dann nach Definition 5 bereits jedes Element von 
§'. in § unendlichen Héhenexponenten hat, gilt §'. = 9°. *' = 9§'.*?=.... 
Die Zahl t ist also eine Invariante von ©. 

Der folgende Satz gibt uns nunmehr einen vollstindigen Uberblick 
iiber die Struktur der primiaren Gruppe 6. 

Satz 7. Zwei primére Gruppen G und G' sind dann und nur dann 
isomorph, wenn fiir jede Ordnungszahl « 

H</H3** isomorph §2/H2*", 
und 

9. isomorph $. 
ist ®), 

Die Invarianten der allgemeinsten primiaren abzihlbaren abelschen 
Gruppen sind also bereits durch die von §'. und $< /5**' bestimmt. Es 
gilt aber der Satz: 





aan 


®) Vgl. Anm. °). 
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Satz 8. Die Gruppen §°/H%*", die fiir jedes « nur Elemente von 
endlichem Héhenexponenten’) enthalten, sind direkte Summe von zyklischen 
Gruppen, deren erzeugende Elemente die Ordnung (A + 4,)", wo n = 1,2,3,..., 
haben. Die Invarianten einer solchen Gruppe sind die Anzahlen der Zyklen 
vom Typus (A + 4,)" fiir jedes n. Die Gruppe §°., die nur Elemente von 
unendlichem Héhenexponenten in §°. enthilt, ist direkte Summe von zyklischen 
Gruppen vom Typus*) (A + 4,)"; die Invariante ist die Anzahl der Zyklen 
vom Typus (A+ 4,)~. Aupferdem ist $% direkter Summand von 6. 

DaB eine Gruppe, die keine oder nur Elemente von unendlichem 
Héhenexponenten enthilt, in eine direkte Summe von Zyklen zerlegbar 
ist, bewies schon Priifer’). 

Wenn wir nunmehr Normalformen fiir alle nichtabnlichen zeilen- 
finiten Matrizen aufstellen wollen, brauchen wir auBer den obigen Satzen 7 
und 8 noch einen Existenzsatz, d. h. einen Satz, der eine Aussage dariiber 
macht, daB zu einem vorgegebenen System von Invarianten auch eine 
primare abelsche Gruppe gehért, deren Unter- bzw. Faktorgruppen 9°. 
und §:/5="' diese Invarianten aufweisen. 

Da nach Satz 8 © = $1. @§ ist, geniigt es wegen Anm. *), die 
Existenz von § zu beweisen. Nach Satz 8 und Definition 5 gilt fiir die 
Gruppe § bei entsprechender Bezeichnungsweise §., = 0. Es gilt nun 
der Satz: 


Satz 9. Ist N=N(a,n), wow OS a<t und 0< nn < ow ist, eine 
endliche Kardinalzahl oder gleich %,, so gibt es dann und nur dann eine 
primdre abzihlbare abelsche Gruppe § mit $. = 0, deren Faktorgruppen 
§*./9%."' N = N (a,n) Zyklen vom Typus (A+ 4,)" enthalten, wenn fiir 
kein « von einem gewissen n, ab alle N (a,n) mit n > n, gleich Null sind. 
Ausgenommen von dieser Bedingung sind héchstens im Falle, daB t nicht 
Limeszahl ist, die Zahlen N (x — 1, n). 

Beweis. Ich beweise zunichst, daB die Bedingung notwendig ist. 
Zunichst muB §%*" fiir « +1< Tt definitionsgema8 Elemente enthalten, 
die in §%** endlichen Héhenexponenten haben, und damit auch ein 
solches z vom Héhenexponenten Null. Da z= (A+ A,)"y in §% fiir 
beliebiges n lésbar sein mu8, und (A+ 4,)*—*y nicht in §%** liegen 
kann, folgt, daB es in §5/5%** Elemente beliebig hoher Ordnung gibt. 


7) Da das Nullelement immer den Héhenexponenten unendlich hat, wird es 
bei den Aussagen dieses Satzes nicht gezahlt. 

*) Die Struktur dieser Gruppe vom ‘s'ypus (A + 4))~ wird durch das folgende 
r. E. S. mit den Relationen (A+ 4,) 2, = 0, tq, — t+ (A+4)2z,, = 0, wobei 
m= 2,3,..., gekennzeichnet. Die zugehérige Matrix WU’ + 2 € geht durch sinnvolle 
Verallgemeinerung aus der Matrix & von S. 504 hervor. 


*) Priifer, Math. Zeitschr. 17 (1923), S. 35. 
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Also darf fiir kein « — ausgenommen héchstens « = t—1 — die Zahl 
N (a,n) gleich Null sein fiir alle » > n,. 
Ist nun z,, ein E.8., wobei OS a <t und 0<k< wm ist, so 
ordne ich die z,, 80 an, daB z,, vor 2,» steht, wenn 
a> a’ 
und fiir 
a=o wenn k< i’ 
ist. 

Dann denke ich mir ein quadratisches Schema S gegeben, dessen 
Zeilen und Spalten in gleicher Weise geordnet sind wie die z,,, so dab 
also jede Zeile bzw. Spalte durch Angabe eines Indexes («,k) fixiert ist. 
Jeder Spalte entspricht also ein «,,. In die Hauptdiagonale dieses 
Schemas schreibe ich zu jedem « die GréBe (A + A,)" genau N (a, n)-mal 
hinein. Weiterhin werden in das Schema noch Einsen eingetragen, und 
zwar nach folgenden Regeln: 

a) jede Zeile erhilt héchstens eine Eins, die unterhalb der Haupt- 
diagonalen steht; 

b) von den Elementen einer Spalte mit dem Spaltenindex («’, k’) und 
den Zeilenindizes («,k), wo « fest und k& variabel ist, sind unendlich viele 
gleich Eins zu setzen, wenn « > « ist. AuBerdem sollen die Einsen 
noch so verteilt sein, daB unter den mit den Einsen in gleicher Zeile 
stehenden Hauptdiagonalelementen beliebig hohe Potenzen von (A + 4,) 
vorkommen; 

c) sind « bzw. « erster Spalten- bzw. Zeilenindex irgendeiner so 
eingetragenen Eins und sind (A 4-A,)"" baw. (A + 4,)" die in dieser Spalte 
bzw. Zeile stehenden Hauptdiagonalelemente, so soll immer n’ < n gelten; 

d) alle iibrigen Elemente des Schemas sind gleich Null zu setzen 
(also insbesondere alle oberhalb der Hauptdiagonalen stehenden). 

Es ist ersichtlich, daB a) bis d) miteinander vertriglich sind, wenn 
man beriicksichtigt, daB unter den Hauptdiagonalelementen der Zeilen mit 
erstem Index « + t — 1 sicher beliebig hohe Potenzen von (A + 2,) vor- 
kommen. 

Ich zeige jetzt, daB die Restklassengruppe aller endlichen Linear- 
formen in den z,, nach dem durch das Schema S erzeugten Modul ® 
eine primare abelsche Gruppe mit den vorgegebenen Invarianten N («, m) ist. 

Zunachst ist die Gruppe primar, denn steht in der zu z,, gehérigen 
Spalte (A+ 4,)" etwa, so ist die Ordnung von 2z,, wegen c) héchstens 
gleich (A + A,)™", wo m = = (n+1) also jedenfalls eine Potenz von (A+-A,). 


Die Elemente z,, mit « >0 erzeugen die Untergruppe §'., denn 
nach b) haben die z., mit « > alle unendlichen Héhenexponenten. 
Gabe es weitere Elemente von unendlichem Héhenexponenten, so miiBte 
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es auch in der Restklassengruppe nach der von allen z,, mit « > 0 er- 
zeugten Gruppe Elemente von unendlichem Héhenexponenten geben. Das 
ist aber nicht der Fall, da diese Restklassengruppe direkte Summe von 
Zyklen vom Typus (A + 4,)” ist. 

Ferner stimmen die Anzahlen dieser Zyklen gerade mit den Zahlen 
N (0,n) tiberein. Damit ist fiir 5°/% alles bewiesen. Durch transfinite 
Induktion nach « beweist man die entsprechende Aussage fiir §°./92"'. 

Die durch obiges Schema S angegebene Matrix ist F-Matrix der 
primiren Gruppe §. Die z,., bilden aber noch kein r.E.8. Um dies 
zu erreichen, miissen wir noch eine leichte Umformung vornehmen. Ist 
nimlich x ein erzeugendes Element einer primaren zyklischen Gruppe 
vom Typus (4+ 4,)”, so fiihre ich weitere erzeugende Elemente durch 
folgende Relationen ein: 
a, + (A+4,)2 = 0, re +(A+A4,) 2, = 0,..., Dror + (A +A) oo =, 
dann gilt (A+ A,)z,_, = 0, und die zu diesem r.E.S. gehdrige F- 
Matrix ist: 


A+A, 0 — 0 0 
, 248. © +S oe 0 
— 0 1 A+A, . 0 0 
Ss 9 ee oS 
0 0 0 : 1 A+A, 








Sie l48t sich in der Form &-+ A€ schreiben. Um das analoge fiir 
die oben angegebene zu § gehérige F-Matrix zu erreichen, brauche ich 
nunmehr nur noch, wenn in der Spalte des Elementes z,, das Polynom 
(A +- 2,)" steht, die einreihige Matrix (A + A,)" durch die eben angegebene 
n-reihige Matrix %, zu ersetzen. Steht in der zu (A+ 4,)" gehdérigen 
Zeile eine Eins, so soll sie an die gleiche Stelle der ersten zu Y, ge- 
hérigen Zeile gesetzt werden, stehen in der zu (A+ A,)" gehérigen Spalte 
Einsen, so sollen sie an die entsprechenden Stellen der letzten zu U,, ge- 
hérigen Spalte gesetzt werden. Die iibrigen Elemente der hinzugefiigten 
Zeilen und Spalten werden mit Nullen ausgefiillt. Dies sei fiir alle z,; 
ausgefiihrt. Das neue so entstehende E. S. ist ein r. E. 8. derselben 
Gruppe © und die zugehérige F-Matrix hat die Form &+AE, wo U 
Koeffizienten aus K hat. 

Nach Anm.*) gibt es auch in §, fiir jeden direkten Summanden vom 
Typus (4+ 4,) ein r. E. 8. mit der dort angegebenen Matrix &’ + A€. 
Da die primaire Gruppe © direkte Summe von §. und § ist, stellt 
die Matrix 


u” 0 €& O 
M+ 2E=(4 9) +A, ¢) 
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eine zu einem r. E. 8. gehérige F-Matrix von 6, wobei die Invarianten 
von © beliebig vorgegeben sind, dar. (Y%” ensteht durch Aneinandersetzen 
von endlich oder unendlich vielen Matrizen %’.) Diese Uberlegung laBt 
sich sofort auf abelsche Gruppen, die nur Elemente endlicher Ordnung 
enthalten, vermége Satz 6 iibertragen. Durch das Schema S und Anm. *) 
wird also jeder abzihlbaren Gruppe 6* mit nur Elementen enillicher 
Ordnung eine Matrix U*-+ A€ zugeordnet, die wir als ,,Normalform* einer 
zu * gehérigen F-Matrix bezeichnen wollen. 

Jeder Gruppe * werden wegen der beschrinkten Willkiir in der 
Verteilung der Einsen in Schema S unendlich viele Normalformen zu- 
geordnet, aus denen man aber sofort eindeutig die Invarianten von * 
ablesen kann. Wir haben also den Satz gewonnen: 

Satz 10. Allen abelschen Gruppen mit nur Elementen endlicher Ordnung 
werden durch S und Anm.~“) Normalformen zugeordnet, aus denen eindeutig 
die Invarianten der Gruppen ableshar sind. Vermége Satz 3 haben wir da- 
durch Normalformen fiir jede Klasse dhnlicher Matrizen. 

Auf Grund der vorliegenden Sitze lieBen sich beispielsweise Fixpunkt- 
sitze der linearen Transformationen eines unendlich-dimensionalen projek- 
tiven Raumes aufstellen. 


(Eingegangen am 15. 2. 1937.) 
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Introduction. 
§ 1. 


W. Burnside (3) has proved that a group of matrices (of finite degree) 
is finite, if the orders of the elements are bounded. A theorem due to 
I. Schur (13) states that a group of matrices is finite, if it is generated 
by a finite set of elements and the orders of the elements are finite. 
The first theorem does not hold for groups in general; it is not known 
whether the second remains true in the general case, but it seems very 
unlikely. 

Combining the conditions of the two theorems, but dropping the 
assumption that the groups consist of matrices, one gets an interesting 
problem: whether a group with a finite number of generators is necessarily 
finite, if the orders of all its elements are bounded. This problem has 
been solved only in the simplest non-trivial case, viz. that the orders 
of the elements do not exceed 3; cf. (9). 

This question is in its general form equivalent to, although in its 
special cases (i. e. for given bound of the orders) different from, a famous 
problem due to Burnside (2): whether a group with a finite number n 
of generators is necessarily finite if the orders of all its elements divide 
a fixed number k, and what is the structure of the maximal group B, , 
with these properties. The expression ‘“‘maxima] group” has a well- 
defined meaning, even if the group should prove infinite. For among 
the groups in which every k-th power is the unit element and which can 
be generated by n elements, there is one of which all the others are 
homomorphic images. 

The Burnside problem has so far been solved in some special cases 
only, viz. for k = 2, » arbitrary'); k = 3, n arbitrary*); k = 4, n = 2°); 


*) Dies ist, mit einigen Ab&nderungen, der erste Teil einer Arbeit, die 1935 
der Universitat Cambridge zur Erlangung des Grades eines Ph. D. vorgelegen hat. 

1) This case is trivial; cf. (2). (n) + (2) +(%) 

2) Finiteness in (2); exact order of Bas equal to 3‘! 2 8’ in (7); for 
nm = 2 and n= 3 also (2), where 3*"—' is wrongly given as the order for all n. 

8) Finiteness in (2); exact order of B, equal to 2'°: P. Hall, unpublished; 
in (2), 2" is wrongly given as the order. 
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and partly for k = 5, n = 2*). In all but the last one of these cases 
the finiteness of B,, has been established. 


§ 2. 
In B,,, the relation 

a = 1°) 
holds identically, i. e. for every choice of z. Similarly, in a finite group 
of order g 

w=] 
is an identical relation. For Abelian groups 

zy'zy= 1 

is another example. 

The identical relations which hold in a given group are well worth 
being closely studied; whereas the relations which connect the generators 
of a group depend on the choice of the set of generators, the identical 
relations clearly depend only on the group itself: they are an invariant 
property of the group. Naturally, the problem which suggests itself first 
is, how to find the identical relations which hold in a given group. The 
solution of this problem is the principal aim of this paper, but it will 
be attained for certain special types of groups only. 


Identical relations, not only in groups but in far more general 
abstract algebraic systems, have been dealt with by G. Birkhoff (1). Many 
of the results stated in the first part of this paper are only special 
cases of his theorems; but they have been arrived at, and will be proved, 
independently. 


§ 3. 
A group G can be given by a set of generators g,,...,9,, and the 
relations 
r(9:; eeey Ym) = z, cee 


which hold between them‘), The left-harld sides’) of the relations 
form a self-conjugate subgroup &,, of the free group §,, of the generators 
9; --+>Jm, and G = §,,/R,,. Similarly the left-hand sides of the identical 


4) If B, . is finite, its order equals 5'°: P. Hall, unpublished. 

®) Throughout the paper, 1 stands not only for the number. but also for the~ 
unit element of every group which occurs except where otherwise stated. 

6) Throughout the paper we consider groups of finite or denumerably infinite 
order only, although this restriction is in no way necessary. The number m of 
generators need not be finite. : 

1) Relations will always be written in the form r= 1; then the expression 
“left-hand side” is not ambiguous. 
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relations in » variables, which hold in G, form a subgroup %,, of the 
free group %, of the variables. %, is a self-conjugate subgroup of §,, 
but it is more than that. 

3.1. Definition. A homomorphism of a group into itself or part 
of itself is called an “endomorphism” of the group”). 

3.2. Definition. A subgroup of a group is called “fully invariant” 
if it admits (i. e. is mapped into itself or part of itself by) every endo- 
morphism of the whole group”). 

%, will be shown to be a fully invariant subgroup of %,. Its 
factor group 

Vem &, 8, 
has many interesting properties. It is defined by the identical relations 
in n variables which hold in G. But its usefulness for our purposes lies 
in the fact that it can be defined directly from G without explicit 
recurrence to identical relations and that, on the other hand, the identical 
relations of G can be derived from it. It will be denoted by V,,(G); 
the greater part of this paper will be concerned with its structure. 

As the number m of variables ranges over the set of natural numbers, 
we obtain a sequence V,(G), V,(@),... of “V-groups” belonging to G. 
V,,(@) determines the identical relations in n variables; to find all the 
identical relations one has to consider the whole series of V-groups. 


§ 4. 

The first part gives definitions and results of a general character. 
The most important facts are that V,(@) is finite if @ is finite, and that 
the factor group of its commutator group is the direct product of » 
cyclical groups whose (common) order can be easily found. For the 
investigation of their commutator groups certain general properties of 
commutator groups had to be derived, and their generators studied. The 
methods are not new, nor many, if any, of the results. 

The special parts deal with certain simple types of metabelian groups. 
The V-groups and identical relations are studied in detail for a series of 
groups including the symmetric group on three symbols, the alternating group 
on four symbols, all the dihedral groups, and other interesting metabelian 
groups. The difficulties involved seem to indicate that the methods 
developed in this paper will hardly be applicable to more complicated 


*) This expression was introduced by Mr Hall. Endomorphisms will be 
written as right-hand operators. 
*) “Vollinvariant” subgroups were first studied by F. Levi (6). 
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groups. But Mr Hall, working — partly at least — on different lines, 
has determined the V-groups for the icosahedra] group"). 

I wish to thank several friends, and in the first place Mr Hall, for 
many helpful suggestions and for the kind and patient interest they have 
constantly shown in the preparation of this paper. 


Chapter 1. 
§ 5. 


An arbitrary group @ is given. We consider “functions” w(z,, ..., 2») 
in » “variables” z,,..., Z,, i. e. words in z,,...,%,""). They form, gua 
words in » symbols, the free group %, of m generators; the products and 
inverses of functions are defined as the products and inverses in §,. 

Substituting arbitrary “arguments” a,,...,4@,, i. e. elements of the 


given group G, for the variables in the function w(z,,...,2,), we get 
the ‘‘value” 
w(a,,..., @,) =a 
of the function at the “point” (a,,...,a,). Of course, the value is again 
an element of G. 
Where it is more convenient we shall write w(é,) for w(zx,,..., %,) 
and «,, 6, &c. for the points (a,,...,4@,), (b,,...,5,) &. If O is an 


endomorphism of the group G, written as right-hand operator, the point 
(2,9, ..., a, @). will similarly be denoted by «,@. Where no ambiguity 
need be feared, the suffix m is sometimes omitted. a,,..., a, are called 
the ‘“‘coordinates” of «,. 

Obviously, the functions and their values have the following properties. 

5.1. The value of the inverse in a point is the inverse of the value 
in the point. 

5. 2. The value of a product in a point is the product of the values 
in the point. 

5. 3. If O is an endomorphism of G, then 

w (a, 0, ...,a,0) = w(a,, ..., a) O. 

5.4. Theorem. The values of a function or, more generally, of a 
set of functions, in all the points of G generate a fully invariant subgroup 
of G. 

For if w, w’,... is a set of functions in n,n’,... variables, 


W (w (a,, .. + Gn), W’ (a), ...5 By’), «--) 


10) Cf. (5). The result is not stated explicitly. 
‘1) We do not at present consider the more general and very interesting notion 
of functions which involve “constants” also, i. e. fixed elements of the given groupG. 
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an arbitrary element of the subgroup generated by the values of w, w’, ... 
and @ an arbitrary endomorphism of G, then 


W (w(a,, ..-,@n), w (@;, ..-, Gy), -..)O 
= W(w(a,,...,@,)O, w’ (a;, ..., ay) , ...) 
= W(w(a,0, ..., 4,0), w’ (a, 9, ..., a O), ...) 
is again an element of the subgroup. 


§ 6. 

Theorem 5.4 shows a way to obtain fully invariant subgroups of an 
arbitrary group G. But this way does not, in general, lead to all fully 
invariant subgroups. We therefore introduce a special name for the sub- 
groups which are obtained by 5. 4. 

6.1. Definition. A (necessarily fully invariant) subgroup of a group G 
is called a “‘word-group”™) (or word-subgroup), if it can be generated by 
the values of a set S of functions in all the points of G; it will be denoted 
by Gs), 

Examples of word-groups are the terms of the “derived series” 
(iterated commutator groups) and of the “lower central series” '*) and the 
“subgroups 0,” in regular groups of prime power order’’), or, more 
generally, the subgroups generated by the k-th powers of all the elements 
of the group. Examples of fully invariant subgroups which are not 
necessarily word-groups, are furnished by the “subgroups 2,” in regular 
groups of prime power order "*), or, more generally, the subgroups generated 
by all the solutions of z* = 1 in the group. The terms of the “upper 
central series” *) are characteristic, but not, in general, fully invariant "). 


§ 7. 

If G© and G® are two word-subgroups of the group G, then their 
join {G©,G@™) is obviously generated by all the values of the functions 
belonging to U= S+T (the join of S and TF qua sets). We have 
therefore 

7. 1. The join of two word-groups is a word-group: 

(G©, G2) = GS+, 

The meet of two word-groups, however, is not necessarily a word- 

group, as is shown by the following example. 


12) This name was proposed by Mr Hall. 
38) Cf. (4). 
14) Cf. (6). 

















Identical relations in groups. I. 


7. 2. Let G be generated by four elements a, b, c, d with the relations 
®e Pe P= B= 1; 
a'blab=c'; 
a'clac md; 
atd'tad=b'ec'be =t'd'bd =c'd'cd = 1. 


(Clearly the group can be generated by a, b, and c alone.) Let H, = \a*,c®| and 
H, = \c*,d}. Then H, and Hy are word-subgroups of G, but their common part 
H = {c®\ is not. 

H, is generated by the values of the function x}, H, by the values of 
z;' 2j' x, 2; hence they are word-groups. They are both Abelian; therefore their 
meet H consists of the powers of c’. We shall show that a function w(z,,..., Zp)» 
whose every value falls into H, equals the unit element in every point and 
therefore does not generate H. 

First we note that in G every 9th power equals the unit element, and every 
commutator is permutable with every element of the group. Hence the set of 
values assumed by a function w(!,,) is not affected if we multiply w(5,;) by 9th 
powers of certain variables, or if we rearrange commutators of variables, or if we 
replace conjugates of commutators by the commutators themselves. 

We now substitute a for one of the arguments, say z,, and | for all the 
others. The value of the function then becomes a“, where « is the sum of 
exponents with which z, enters the function. Since — by assumption — the 
value is contained in H, it has to be 1; therefore x is divisible by 9. Multiplying 
w(,) by z7* (which is a 9th power), we get a function which assumes the same 
values as w(t.) and involves z, with the sum of exponents 0. Continuing thus 
with z,,...,2,, we get at last a function where the sum of exponents vanishes 
for every variable. 

Such a function is a “commutator function”, i. e. an element of the commu- 
tator subgroup of the free group %,, of the variables. It can be represented as a 
product of commutators of the variables and their conjugates. Instead of the 
conjugates we put the commutators themselves and rearrange them so that the 
new function is of the form) 


w (§,) = WT (xz) 27! x, 2,)*a. 
u<r 
w (§,) stil] assumes the same values as w($,). Substituting a for z,, c for z,, and 


1 for all other variables, we obtain d°“" as a value of the function. Since this 
must belong to H, «“" is a multiple of 3. Hence only cubes of commutators enter 
the function @(f,); but in G the third powers of commutators are all 1. Therefore 
@ (£,) = 1 for every choice of arguments in G. 


§ 8. 
A set S of functions is a group if it contains with every function 
its inverse, and with every pair of functions their product. 
8.1. Definition. A set of functions will be called ‘“‘n-closed”, tf 
its elements involve n variables’ only, and if it is closed with respect to 


18) For equality in free groups we use the identity symbol =. 
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substitution of arbitrary words in these variables for the variables. Ij 
the number of variables is denumerably infinite, the set is called “‘w-closed” 
or simply “closed”. 

If S is a set of functions involving not more than variables, say 
Z,,-++, Z, there is a uniquely determined “minimal” »-closed group of 
functions S,, containing S, viz. the meet of all n-closed groups (of 
functions in 7,,..., Z,) containing S. 

8.2. Definition. If S involves not more than n variables, =, is 
called the ‘“‘n-closure’ of =; if the number of variables is denumerably 
infinite, we speak of the “w-closure” &,, or simply “closure” S of &. 

8.3. Lemma. For arbitrary G and = 


G® a Ge (= Gg), 


=~ 


provided S, is defined (i. e. provided S involves not more than n variables). 

For the subgroup of @ generated by all the values of the elements 
of S contains all the values of the functions derived from those in = 
by repeated (i) inversion, (ii) multiplication, and (iii) substitution of 
arbitrary words in the variables which enter S for these variables (cf. § 5). 
But the functions thus derived form just the n-closure of S. 

8.4. Lemma. The n-closed groups of functions are word-subgroups 
of the free group &, of the variables, and the word-subgroups of §, are 
n-closed. 

The proof is obvious. 


§ 9. 

A word-group is always fully invariant. Although the converse is 
not in general true, it is true in free groups; and more generally in the 
factor groups of free groups with respect to fully invariant subgroups. 

9.1. Theorem. A fully invariant subgroup YW, of the free group 
&, is a word-subgroup of §,. A fully invariant subgroup W,, of the 


group V, = &,/L,,, where B, is a fully invariant subgroup of §,. is a 
word-subgroup of V,. 
&n is generated by z,,...,2,. If 
¥, (2, oP eg Xn) 72 a9 Yu (z,, cee Zn) 
are arbitrary words in z,,..., £,. then 
a?) eee 2 ee A eee 


is an endomorphism of §,. Hence YW,, as a fully invariant subgroup 
of §,, has to contain with every’ word w(r,,...,2,) all the words 
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w(y, (En)s +--+» Yn(En)), i.e. all the values of w(f,) for arguments in %,. 
This proves the first part of 9.1 which will be used for the proof of 
the second part. 
V, is generated by v,,...,¥, corresponding to the generators 

Rio ~QSRe 

r(v,, ..+, U,) = 1 
is a relation between these generators, 

4 eee a 
By the proof of the first part of 9.1, &, being fully invariant in §,, 

r(y, (En), -- +> Yn (Fn)) € Br 


where y,,..-, Ya are again arbitrary words in z,,...,2Z,. Hence 


Py, (Oy, +05 Unde = + +> Yu (Cys voy Ue) = 1 
is again a relation between the generators of V,, and 
GO, => Fa (Oy 5. - 20 ede +009 Ge > Sa (Voy «+05 Wed 
an endomorphism of V,. Hence W,, as fully invariant subgroup 
of V,, has to contain with every word w(v,,...,v,) all the words 
W(y, (Uy, «++ Unds «+ <> Yn (Uys +++) Un)), ie. all the values of w(&,) for 
arguments in V,. This completes the proof of 9.1. 

9.2. Corollary. Every relation which holds between the n generators 
V,, -++» Un Of V,, holds between any n elements of V,, i.e. holds identically 
in V,,. 

9.3. Definition. The factor group of a free group §, with respect 
to a fully invariant subgroup %&, will be called a “V,-group” or simply 
“V-group”’. 

§ 10. 


If we are given a group G and a subgroup H, we ask for the 
system S of functions of » variables which assume values in H for every 
point of G. By 6.1 the group G'*’ generated by the values of these 
functions is a word-subgroup of G, and it is obviously the largest word- 
subgroup of G contained in H. Since G‘® = G,) (lemma 8.3) = must 
be n-closed. Application of 8.4 yields immediately 

10.1. Theorem. The functions in n variables") which assume 
values out of a subgroup H of G for all arguments in G, form a fully 
invariant subgroup of the free group %, generated by the variables. 

10.2. Definition. The fully invariant subgroup of §, consisting 
of all the functions in n» variables which assume the value 1 iv every point 


) Not all of which need occur in every function. 
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of G, will be denoted by &,(G@); the factor group %,/B,(G) by V,(@). 
V,,(@) is called the n-th V-yroup of G. 

We have immediately 

10.3. Theorem. The function w(é,) belongs to B,,(G@) if and only if 


w(a,) = 1 
for every point a, of G, i. e. if and only if 
w (&,) =1 


is an identical relation in G. 

10.4. Theorem. V,,(@) consists of the functions f{(&,) in n variables, 
two functions f,(&,) and f,(&,) being reckoned as equal if their quotient 
1, (En) f5* (En) t8 identically 1 in G, i.e. if 

f 1(G_) = fs (%n) 
for every point a, of G. A function equals the unit element in V,,(G) 
if and only if it is the left-hand side of an identical relation of G. 

The variables and functions will be denoted by the same symbols, 
both as elements of V,,(@) and as elements of §,; but w(é,), &c. will 
usually stand for elements of ,, /(&,), &c. for elements of V,(@). To 
avoid ambiguity, we use the sign = for equality in V,,(@), the sign = for 
equality in %,. 


§ 11. 


Before discussing certain properties of V,(@), we study %,(G) in 
more detail. %,(G@) can be characterized without explicit recurrence to 
identical relations. 

11.1. Theorem. %,(G@) is the common part of all self-conjugate 
subgroups S of %, whose factor groups in %, are isomorphic with sub- 
groups of G. 

11.2. Theorem. If @ is isomorphic with &/R,, Ry being a suitably 
chosen self-conjugate subgroup of &,°'"), then B,(G) is the greatest fully 
invariant subgroup of %,, contained in R,,. 

Proof of 11.1. Choose a, = (a,,...,@,) arbitrarily in G. The 
elements w = w(&,) of %,, for which 


11.3 w (a,) = 1, 
form a self-conjugate subgroup SG, of %, whose factor group is the 
subgroup of G generated by a,,...,a,. Conversely if S is a self- 
conjugate subgroup of §,, and §,/S is isomorphic with a subgroup of G, 


17) Such a self-conjugate subgroup exists if and only if G can be generated 
by n elements. 


a 


Se er a 


or 
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then there exist n elements a,,...,a,°*) for which ©, coincides with S. 
Now if 

11.4 w(é,) = 1 
holds identically in G, i. e. if w belongs to %,(@), then 11.3 is ful- 
filled for every choice of a, and w belongs to every S,. Conversely, 
if w belongs to every S, , 11.3 holds for every choice of a, i. e. 11.4 
is an identical relation of G, and therefore w belongs to %,(G@). This 
completes the proof of 11.1. 

Proof of 11.2. Owing to 11.1 %,(G@) is contained in R,. It 
remains only to be shown that it contains every other fully invariant 
subgroup %, of §, which is contained in ®,. We choose an arbitrary 
isomorphism of %,/R, onto G. Then to the generators z,, ..., z, of §, 
correspond generators g,,..., 9, of G, and the elements of R, are just 
those words w(é,), for which 


@(9,, +--+» Ja) = 1. 
If an element w= w(é,) belongs to G,,, then, since %,, is fully invariant 
in §, every word w(Z,,..., Z) belongs to B,, where 


Z, == 7, (Eq), -- +» Bp SS Tn (Fn) 
are arbitrary words in 2,,..., Z,. As %,, is contained in R, by assump- 
tion, we get the relations 
9 (%, (9,5 -- > Pads +++» Say» «++» Fa) = I. 
But since g,, ..., g, generate G, the arbitrary words 7,,..., Z, can be 
chosen such that the arguments are an arbitrary system a,,..., a, of 
elements in G. 
w(Z,, ..... Zq_) = 1 


is therefore an identical relation of G, and w belongs to %,(@); which 
proves the theorem "’). 


§ 12. 


We shall next discuss some simple characteristic properties of V,, (@). 
12.1. V,(@) can be generated by n elements. 
For V,(@) is generated by the n functions 


f, (En) = 2, ~~ +s fn (En) = In. 


18) Depending on the choice of the subgroup in G — there may be several 
isomorphic ones — and on the choice of the isomorphism. 

1%) The characterization of B, (G) given in 11.2 is, unlike the other defini- 
tions of B (G) and V,(@), not formally invariant: it depends on the actual 
choice of R,. 


33* 
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We shall see later that V,,(G@) cannot be generated by less than n ele- 
ments, except in a trivial case. 

12.2. Every relation which holds between the generators z,, 
of V,,(G@), is an identical relation of G. 

For a word in 2,,..., Z is equal to the unit element in V,(@) 
(if and) only if it is the left-hand side of an identical relation of G; 
ef. 10. 4. 

12.3. Every identical relation in G holds identically in V,,(G) also. 

For if 


12.4 w(¥,, +s Yu) = 1 


Ty 


is an identical relation of G, and if we substitute in it arbitrary func- 
tions 


f = fy (Fn); coy he = fin (€n) 


for the variables y,, ..., Ym, We again get an identical relation of G 
12.5 w(f, (En), -- +» fn (En) = 1. 


The left-hand side of 12.5 is an element of V,(G@), and since it is 
identically 1 in G, it is equal to the unit element qua element of V,,(@). 
Now the /,(£,) are arbitrary elements of V,(G@). Thus 12.5 holds every- 
where in V,,(G), and therefore 12.4 is an identical relation of V, (@). 

12.6. Theorem. The properties 12.1—12.3 characterize V,(G), 
i. e..if @ group W possesses a system of n generators with the property 
12.2 and if W fulfils 12.3, then it is isomorphic with V, (G). 

For by 12.3 every identical relation of @ in mn variables holds 
(identically in W, and a fortiori) as relation between the n generators 
of W. Hence the relations between these generators are just the iden- 
tical relations in » variables which hold in G, and therefore they define 
a group isomorphic with V,, (@). 

Finally we prove the “maximal property” of the V-groups. 

12.7. Theorem. Every group with the properties 12.1 and 12.3, 
i. e. every group with n generators in which all the identical relations of G 
hold identically, is a homomorphic image of V, (G). 

Let W be such a group, and let w,,...,w, be a set of generators 
of W. A relation between the generators z,,...,z, of V,(@) is, by 12.2, 
an identical relation of G, therefore an identical relation of W by assump- 
tion, and a fortiori a relation between w,,..., w,. Consequently 2; > w; 
is a homomorphism. 

12.8. Corollary. If @ can be generated by n elements, then it is 
a factor group of V,(@). 
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Corollary. Every subgroup of V,(G@) which can be generated by n 
elements, is at the same time a factor group of V,,(G)*). 

Another consequence of 12.7 is 

12.9. Theorem. If H is a subyroup or a factor group of G, then 
V,,(H) is a factor group of V, (G). 

For the identical relations of G hold a fortiori identically in H. 


§ 13. 


Another definition of V, (@) can be obtained, if we start from a Boolean al- 
gebra B*!). The elements of the Boolean algebra will be denoted by x, f, ..., the 
zero element by 0, the unit element by 1. To avoid confusion, we shall in this 
paragraph denote the unit element of G by e, the unit element of the group which 
will be defined presently by Z. 

With the help of G we form the “group algebra” over B*?). Its elements 
are of the form 

2 e,°% 


a€éG 


the summation extending over all elements of G. Addition and multiplication are 


defined as usual ke ee 
a,°a + a,-a = (a, + %,)-4, 
t,°@-a,-b = (a o,)-ab. 


The algebra contains a unit element 


E = l-e. 
In this algebra we take n elements 
7,= b 4° 4, 
atG 
Zin = Py x") “ 
ace 
with the conditions 
al. a!) = 0 whenever a = h, 
13. 1 
ax =1 for i = 1,...,”;' 
acG 
13.2 ee 


nn 
for every choice of a,,...,a, in G5), To ensure that the last condition can be 


fulfilled we assume that the Boolean algebra has at least 27" elements, where g 
is the (not necessarily finite) order of G. 


20) One easily defines a V-group V,(G@) with a denumerably infinite number 
of generators. Then every subgroup of |", (@) is at the same time a factor group 
of V_ (@). 

21) This representation is included only to show the connection of this paper 
with the note (8) (which actually set this investigation in motion). For the re- 
mainder of this paper § 13 is irrelevant. Proofs are mostly omitted. 

22) Cf. (14) and (8). ‘ 

23) 13.1 ensuree that the z; can be represented as “orthogonal” Boolean 
matrices. 13.2 may be called a condition of “independence”’; cf. (8). 











518 B. H. Neumann. 


Owing to 13.1 the z generate a group. If 


13.3 z= }a,-a 
aé@G 


is an arbitrary element of this group, its coefficients also fulfil the conditions 


a,°% = 0 whenever a + 6 
13. 4 
| > % =1- 
aéG 
The inverse of the element 13.3 is given by 
c's x aa. 
acG 


A word in the generators z,, ..., Zn has the form 


13. 5 w(z,, oo Z) = a a, ones an” *W (A), +0 a,), 
a oes ay 
where a,,...,@, range independently over @. 
If 
13. 6 W(Y> ++ Yq) = @ 


is an identical relation in G, and if we substitute in it for y,,..., y,, arbitrary 
words in z,,..., Z, 
2 = Zz (2,5 + +09 Sado oe ey By SS Bq (2,5 ++ oy Zao 
we get a certain expression 
w (Z,, +--+» Z,) = W(z,, «++, Z,)- 


Considering for the moment Zse %, a8 variables in G, we see that the function 
w is identically e in G. Thus we obtain from 13.5 


» (= > = : . . (nm). = . = 
w(Z,,..».Z,)= Gaiters ae = l e= E. 
Gy, ++ Mp 
Since Z,, +++» Z, are arbitrary words in 212 -++9 Zas We conclude that 13.6 is an 


identical relation in the group generated by z,, ..., z 
Conversely if 


n* 


w(z,, ++» 2,) = E 


is a relation between Zs oo0y Za WO have 
, 


w(z,-.-.0.2)= ig cree * Bq w (a 


»@.)= EF =l1-e, 


pe ie 


ay so Gy 


Here the coefficient of every element of G, other than e, vanishes. This is only 
possible, if no w(a,,...a,) gives an element, other than e, of G. For if 


w (a, 9 @) = a-e 
for the particular choice of arguments @,,...,@,, then the coefficient of a would 
be at least a -...- - and therefore, owing to 13.2, different from zero. Hence 


‘ n 
every relation between z,,..., z, holds identically in G. 
By 12.6 we have therefore 
13.7. Theorem. The group generated by Zs +++» 2, 18 isomorphic with V,, (@). 
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All the “orthogonal” elements, i. e. those for which 13.4 holds, in a Boolean 
group algebra form a group which is the direct product of a certain system of 
groups, each isomorphic with G**). This fact leads to yet another, still rather 
similar, characterization of V, (@). 


§ 14. 

To every point a, = (a,,...,@,) of G@ we form a group G,, iso- 
morphic with G, and consider the direct product of all these groups”). 
We choose n elements ¢,,...,/, in it such that the component of ¢, in 
the direct factor G,, is a. 


The component of a word w(t,,...,t,) in G, obviously is w(a,). 
Hence w(t,, ..., t,) is equal to the unit element if, and only if, w(a,) = 1 
for every choice of a, i. e. if, and only if, w(é,) = 1 is an identical 
relation of G. Therefore 

14.1. Theorem. The group generated by t,, ...,t, 1s isomorphic 
with V,,(G). 

We have now obtained V,(G) as a subgroup of a direct product. 
The number of direct factors is equal to the number of points «,; if g 
is the order of G, we have therefore g" direct factors. Every one of 
them is isomorphic to G and so has order g. Hence the order of the 
whole direct product is g9”. 

14.2. Theorem. If G@ is finite, then every V,(G) is finite. If g 
is the order of G, then the order v,(G) of V,(@) divides g”. If, on the 
other hand, G contains an infinite subgroup with a finite number of 
generators, then from a certain suffix n, onwards all the V-groups of G 
are infinite**). 

14.3. Corollary. Every subgroup of finite index in the free group 
%. contains a fully invariant subgroup of §,, whose index is also finite. 

The second part of the theorem follows immediately from 12.8 and 
12.9. The first part might have been easily derived from 10.4 or from 
the definition in § 13. 

For the investigation of finite groups and their V-groups theorem 
14.2 is one of the most important facts. It ensures that the deter- 
mination of V,,(@) for finite G and arbitrary but fixed n can be carried 
out in a finite number of steps. Since the relations connecting the 


%4) This fact escaped my attention when I wrote the note (8). Wedderburn 
(14) does not mention it either. 

%) A direct product of an infinite number of groups is sometimes defined 
with the restriction that in every element only a finite number of components 
differ from the unit element (“limited direct product”). Here the term is used 
without this restriction. 

26) Cf. (1), Theorem 10, Corollary 2. 
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generators can be found by a finite procedure, the determination of all 
identical relations in » variables for finite groups is a finite problem. 

But to get all the identical relations we have to know something about 
V,,(G) for every n. Whether this question can still be reduced to a finite 
problem cannot be decided now. Besides, the bound given in 14.2 for 
the order of V,(@) suggests that even for small values of » we may 
have to deal with comparatively large groups”). 


§ 15. 

The upper bound given for the order v,(G) of V,(@) can be 
substantially reduced. In the first place we may drop, one after the 
other, those direct factors G,, for which «, = &%,@ with a suitable 
endomorphism @ — but of course only if Gz, has not previously been 
left out of the direct product’). Besides we obviously need not take 
G,,, isomorphic with G in every case, but only with the subgroup generated 
by the coordinates a,,..., a, of a. 


Let G e. g. be the symmetric group on three symbols 1, 2, 3. The seven 
pairs of elements of G 


a= ((12)(3), (1) (23)), 
B= ((12)(3), = (1 23)), 
(123), (12) (3)), 
(123), (123)), 
((123), (132)), 
(123), (1) (2) (3)), 
y = ((1)(2)(3), (123) 


have the property that every ordered pair of elements of G is obtained from one 
of them by an endomorphism. The first three pairs generate G, the last four the 
cyclical group of order 3. Hence V,(@) is a subgroup of the direct product of 
seven groups, three of which are isomorphic with G, the remaining four 
being cyclical of order 3; v,(@) therefore divides 6°.3*. This is a considerable 
improvement on the bound given in 14. 2, viz. 6°. 


15.1 D) 


é 


~ 





§ 16. 
Let G be an arbitrary group and U, a (not necessarily proper) 
subgroup of its n-th V-group V, (@). 
16.1, Definition. A point « is called “irrelevant” for U,, if 
f(x) = 1 for every element {(€) of U,. The relevant points with respect 


27) Yet in certain cases, where large groups with given properties are required, 
this would seem of advantage. 

2*) Later this reduction will be studied more in detail. It is closely connected 
with 5.3; cf. § 17. 
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to U,, are those in which at least one function of U,, differs from the unit 
element’). 

16.2. Definition. A point B is said to “depend” on the set of 
points a,a’,... with respect to U,, if every element {(&) of U,, which 
equals the unit element in a,a',..., equals the unit element also in B**). 
The set of points B,B’,... depends on the set a, a’, ... with respect to U,,, 
if every point of the first set depends on the second. 

16.3. Definition. A set & of points is called a “basis” for U,, 
if every point depends on X with respect to U,: it is called “minimal 
basis” tf it is a basis but no proper part of it is a basis. 

One easily derives from these definitions 

16.4. Lemma. A basis 2 with respect to U,, is characterized by 
the property that every element {(&) of U, which equals the unit element 
in every point of X is identically the unit element. A minimal basis fulfils 
the further condition that to every proper subset of it there exist elements 
of U, which equal the unit element everywhere on the subset, but not 
identically *'). 

The values of all the elements /(&) of U, in a certain point « form 
a subgroup U“ of G™). If 2 is a basis for U,, consisting of the points 
a,a’,..., we form the direct product 


UO} = U™) x Ue) x.... 
Now to every element /(&) of U, there corresponds a unique element 
f{ = f(a) x fe’) x... 
of U™. This correspondence is, in consequence of 5.2, a homomorphism. 
But since Y was supposed to be a basis with respect to U,, /'*’ is the 
unit element only if f (€) equals the unit element (identically, and 
therefore) qua element of V, (@), owing to 16.4. Hence the correspondence 
is an isomorphism, and we have 
16.5. Theorem. If U, is a subgroup of V,(G) and & a basis 
with respect to U,,, then U, is isomorphic with a subgroup of the direct 
product U“, the isomorphism being established by the correspondence 


f(&) =f. 


2%) E. g. the point (1,..., 1) is irrelevant for every subgroup of V, (@). For 
the group {1} no point is relevant. 

30) If @ depends on the set consisting of « alone, then it is simply said to 
depend on x. An irrelevant point depends on every other point. 

31) And therefore not everywhere on 2. 

38) If x =, (a,,++++@,)s u™ is contained in the subgroup of G generated 
by Giserer@ 
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If we call the isomorphic image of U, in U™ for the moment U, we 

conclude from the second part of 16.4 

16.6. Corollary. If & is a minimal basis, then the common part 
of U with every component U@, U@, ... of U® is different from the 
unit group. 

§ 17. 

From the definitions 16. 1—16.3 one obtains at once 

17.1. Lemma. [If the point « is irrelevant with respect to a group 
U,, it is irrelevant with respect to every subgroup of U,. If the point B 
depends on the points a,a’,... with respect to U,, then B depends on 
a,a’,... with respect to every subgroup of U,. A basis with respect to U,, 
is a basis with respect to every subgroup of U,,. 

Now 5.3 together with 16.5 gives immediately 

17.2. Lemma. The point «@ depends on the point « with respect 
to V,,(G@), and therefore with respect to every subgroup of V, (G@)**). 

This, combined with 16.5, is the reason underlying the statements 
of § 15. 


§ 18. 


We specialize now by taking for U, the commutator group V,, (G)*™ 
of V,(@). In this case we obviously have 

18.1. Theorem. With respect to V;,(G@) all those points a, are 
irrelevant whose coordinates are permutable with each other. 

We call such a point “Abelian”. If G@, denotes the subgroup of @ 
generated by the coordinates a,,..., a, of «,, the point a, is Abelian or 
non-Abelian, according as G@, is Abelian or non-Abelian. For V’, (G@) 
only non-Abelian points are relevant. 

In our case 16.5 becomes 

18.2. Theorem. If 2 is a basis with respect to V;,(@) consisting 
of the points a,a’,..., then V;,(@) is isomorphic with a subgroup of 
the direct product 

G, x Gy X .... 

We return for a moment to the example studied in § 15, the second V-group 
of the symmetric group @ in three symbols. Since z{ = 1 holds identically in G, 
the orders of the two generators of V,(@) divide 6. Hence the index of Vj (@) in 
V, (@) divides 6*. A basis with respect to V', (@) arises from 15.1; for 15.1 is a 
basis for V,(@) and therefore a basis for V,(G). But for V',(@) only the first 
three points «,f,y of 15.1 are relevant, the other four being Abelian. Conse- 


33) Here © need not be an endomorphism of the whole group G, but may be 
a homomorphism of one subgroup (generated by the coordinates of a) into another. 

%*) The commutator subgroup of G, §,, V,(@), &c. is denoted by G’, §, , 
V:, (G), &e. 
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quently «, 8, y constitute a basis with respect to V,, (@), and, by 18.2, V, (@) is 
isomorphic with a subgroup of Ga xX G3xG). These thoes direct factors are obviously 
cyclical of order 3. Hence the order of V3 (@) divides 3° and the order of V, (@) 
divides 6? . 3°. 


§ 19. 


An identical relation w(f,) = 1 is said to “follow” from a set of 
identical relations, if its left-hand side belongs to the closure of the left- 
hand sides of the relations in the set, i. e. if its left-hand side is obtained 
from them by (repeated) multiplication, inversion, and substitution of 
arbitrary words in the variables for the variables*). 

For the purpose of determining the identical relations of a group it 
is sufficient to find a set from which all the identical relations follow. 
Such a set will be called ‘complete’. 

A simple fact will be of great help towards finding the identical 
relations of a group. 

19.1. Theorem. All the identical relations in a group G@ follow 
from a relation **) 

19. 11 vt =] 


1 
where k is the “common order” of G, i. e. the L.C.M. of the orders of 
all the elements of G*"), and “commutator relations’, i. e. relations whose 
left-hand sides belong to the commutator group of the free group of the 
variables. 
Obviously & is the smallest positive exponent for which 19.11 
holds identically in G. If 


19.2 w(é,) = 1 
is an arbitrary identical relation in G, then we can write w in the form 
w (&,,) = v%1-...+ an" 0 (E,) 
where w is a “commutator function’, i.e. contained in “ commutator 
group of the free group §,. Substituting now in 19.2 for z,,..., 2, 
the words m 
Z,(&,) =z 
Z, (&,) =1 ie a 
with » in turn equal to 1,...,, we get the identical relations 


19.3 x)’ = 1, (y =z 1, ..., 9). 
From the definition of k we see that every x, is divisible by k; hence 
19.3 is a consequence of 19.11. Therefore 

19.4 #(é,) = 1 

35) Cf. (1), Definition 5. 


36) Which may be absent. 
37) If it exists; otherwis2 there is no relation 19. 11. 
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also is an identical relation of G, and 19.2 follows from 19.4 and 19.11, 
which proves the theorem™). If no k exists such that zt = 1 holds 
identically in G, then all the identical relations are commutator relations. 
With the help of 19.1 we can easily prove 

19.5. Theorem. Jf k is the smallest positive exponent such that 
19.11 holds identically in G, then the factor group of V,(G) with respect 
to its commutator group V;,(G) is the direct product of n cyclical groups 
of order k. If no such k exists, the factor group is the direct product of n 
infinite cyclical groups. 

For after making V,,(@) Abelian, there remain a =1,1=1,...,%. 
as the only defining relations between the variables. Theorem 19.5 
again yields immediately 

19.6. Corollary. V,,(@) coincides with its commutater group only 
in the trivial case G = {1}. Except for this case, V,(G) cannot be gene- 
rated by less than n generators, and all the V-groups of G are actually 
different. 

§ 20. 
We add some simple facts relating to B,(@) and V, (@). 
20.1. Theorem. If G is a direct product 
G =G, xG,, 
then &,,(G) is the meet of B,(G,) and B, (G,): 
B, (G4, x G,) = B, (G,) — B, (G,). 

For a function assumes the value 1 everywhere in G if and only if 
it assumes the value 1 everywhere in both G, and G,. 

If the meet is direct, i.e. if {B,(G,), B,(G,)! = F,, then V, (G) is 
the direct product of the V’-groups of the factors: 

Vi, (G, x G,) = Vn (G,) x Vi, (G,). 

This case arises if the common order of G, is prime to that of G,. For 
in this case %B,(G,) and %,(G,) contain powers with relatively prime 
exponents of every variable, and therefore every variable belongs to their 
join. But if the common orders k, and k, of G, and G, have a common 
divisor k > 1%), then {%,(G,), B, (G,)| is a proper subgroup of §,. For 
then even {%,(G,), B,(G,), F,} is a proper subgroup of §,, as is seen 
from 19.1. Hence we have 

20.2. Theorem. The V-groups of a direct product of finite groups 
are the direct products of the corresponding V-groups of the factors, if, and 
only if, the orders of the factors are prime to each other. 


%*) It can easily be derived from results of Levi’s (6). 
3°) k is the common order of G, as is easily seen. 
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20.3. Corollary. The V-groups of direct products of groups of 
prime power order are direct products of groups of prime power order*®). 

20.4. Theorem. If the r-th commutator group G of G is {1}, then 
so is the r-th commutator group V\(G) of V,(G). If @ is soluble, then 
so are its V-groups. 

For G® is a word-subgroup of G, generated by the values of the r 
times iterated commutators. Analogous results are obtained if one sub- 
stitutes any other word-subgroup of @ for G. 
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Bemerkung zu einem I[rreduzibilititskriterium 
des Herrn Petterson. 


Von 


Oskar Perror in Miinchen. 





I. Herr E. L. Petterson hat kiirzlich auf erstaunlich einfache Weise 
mit Hilfe des Rouchéschen Satzes das folgende Irreduzibilitatskriterium 
gefunden’): 

Satz A. Set f(z) = 2g(xz)+M(z) ein Polynom mit ganzzahligen 
Koeffizienten und dem héchsten Koeffizienten 1. Wenn es dann eine Zahl o 
gibt, derart, daB 

g(z) +0 fiir |x| <e, 
olg(2)|>|M(z)| fir |x| =, 


; 1s|M(| Se, 

so ist f(x) irreduzibel. 

Bei Anwendung auf die Gleichung 
(B) z(z™—a)+2"—b=0 (a,b ganz; 6 + 0) 
fand dann Herr Petterson |a + 6| > 2|6|™ als hinreichende Irreduzibili- 
tatsbedingung. Beim Beweis ist aber ein Rechenfehler unterlaufen, indem 
dafiir, da8 

|a~—a|>|a™—b| fir |z|=o0 

ist, die Bedingung |a + 6| > 20™ als hinreichend angesehen wurde. Das 
kann aber schon deshalb nicht stimmen, weil die Bedingung in a und b 
symmetrisch ist (Gegenbeispiel: a = 0, b = 3, 9 = 1). Das Resultat ist 
aber trotzdem richtig und, wie wir sehen werden, aus Satz A erhiiltlich. 
In den folgenden Zeilen soll aber aus Satz A noch mehr fiir die Glei- 
chung (B) herausgeholt werden, und auch gleich fir die allgemeinere 
Gleichung 
(C) a(z™ —a)+e(2™"—b)=0 (a,c,cb ganz; |b| >1, |c| > 1°). 

II. Nach Satz A handelt es sich um die Existenz einer Zahl 9, fiir die 


(1) |a| > 0", 
(2) o|z™—a|>|c(z™—6)| fir |z| = 9, 
(3) aa 


1) Math. Annalen 114 (1937), 8S. 79. 

*) b braucht nicht ganz zu sein; nur wegen der spéterhin bequemeren Rechnung 
schreiben wir das konstante Glied in der Produktform — cb statt einfacher — b. 
Die Bedingung |b| = 1 werden wir spater fallen lassen. 
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ist. Wir wahlen 9 = |bc|; dann ist Bedingung (3) von selbst erfiillt und 
Bedingung (1) besagt: 


(1a) |a| = |be|*. 
Die Bedingung (2) ersetzen wir durch 
(2a) o|a™*—a|>|a™—5| fir |x| = |bel, 


wobei o eine Zahl des Intervalles 1 <= o <= |6| bedeutet. Die Forde- 
rung (2a), die sich fir o =|b| mit (2) deckt, ist um so starker, wird 
also ein um so ungiinstigeres Kriterium liefern, je kleiner man o wihlt. 
Fir o = 1 wird also das ungiinstigste Kriterium kommen, fiir ¢ = |6| 
das giinstigste. 

Die Ungleichung (2a) bedeutet, wenn zunichst o > 1 ist, fiir | 2™| 
das AuBere des Apollonischen Kreises 
(D) |e - >| > Se 


o—l° 





Diese Ungleichung ist dann und nur dann fiir alle z vom absoluten 
Betrag |z| = |bc| erfillt, wenn 





entweder > cet 

|be|m — ee | 
eae oder é. 

o—1 


Hier scheidet nun die erste Méglichkeit aus, weil sonst 

2a—b —b 8 —(|b —b 2\a|— 
lbcjn > 17% 1 tele l> aie! Leitis Lao lel— lel _ Ia 
wire, was der Forderung (1a) widerspricht. Somit bleibt nur die zweite 
Moglichkeit, d. h. 
) Ibojm < 1#e—bl—ole—b) 


a —1 
Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so ist auch (la) von selbst erfiillt; 
denn der in (E) auftretende Bruch ist 
— @lei+/b|—ola|—o|b| _ o\a|—|6} 























fir = < 0: 5 sar <I4h 
fir 0< f<ii= im olel oh eclel =e"! <0 <\al, 
fir 5 < $1: 

= Siel—1—olbi + ele! _ elel— ib! < slel—lel . jg), 
fiir + eS 





= Zlel=1¢|—le)+ ol) _ an 2121+ 10} — cisitiel \a 
— o—l o+1 o+1 F 
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Somit ist die Bedingung (E), wenn o eine Zahl des Intervalles 1 < o < |b| 
bedeutet, hinreichend fiir die Irreduzibilitét der Gleichung (C). 

Fiir ¢ = 1 tritt an Stelle des Apollonischen Kreises (D) eine Halb- 
ebene, und zwar 








fir a > b: R(x") < 7. 
fiir a <b: R(a) > *t*, 


Diese Ungleichungen sind dann und nur dann fir alle z vom absoluten 
Betrag |z| = |bc| erfiillt, wenn 


fir a > b: Ibe < St alsoa +b> 0, 





fir a < b: |be|" < — —. alsoa+b< 0. 





Man kann beide Fille zusammenfassen in 
(E,) jbej"@ < loeel sign (a — b) = sign (a + B). 


Dieselbe Bedingung ergibt sich auch aus (E) durch den Grenziibergang o — 1. 

In (E,) ist nun die zweite Bedingung iiberfliissig, da sie cine Folge 
der ersten ist. In der Tat, wenn sign (a — b) = —sign (a + 6) wire, so 
wiire (a — b) (a + b) < 0, also a* < 6, |a| < |6| und folglich 


b | b 
le EO) < Jel FI) < |b) < |be| < |de|m, 


was der ersten Bedingung von (E,) widerspricht. Auch die Bedingung (1a) 
ist wieder von selbst erfillt wegen 


2|be™ < |a+ 6] < Ja| + |b] S Ja] + [be] < ja] + |bel". 
Somit ergibt sich 
(E,) |bejm < ict?) 


als hinreichende Irreduzibilitétsbedingung fiir die Gleichung (C). Sie stellt 
das einfachste, aber nach obigem auch das ungiinstigste Kriterium dar, 
wihrend sich das giinstigste aus (E) fiir o = |b| ergeben muB. Es lautet 
fiir |b] > 1 

(E,) |befm < [oj ee le —F), 

wihrend es fiir |b] = 1 sich mit (E,) deckt. 

Beide Kriterien besagen, daB die Gleichung (C) bei festem m, b, c 
fiir alle hinreichend groBen |a| irreduzibel ist; aber (E,) gibt fir |a| eine 
bessere Schranke als (E,). Fiir m= 4, b= 2, c = 1 ist z. B. (E,) erst 
erfillt fir a > 30 und fiir a < — 34, (E,) aber schon fiir a > 23 und 
fir a < — 25. 
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Ill, Auch der Fall 0 < |b| <1 laBt sich behandeln, also die 
Gleichung 
(C) x(a™—a)+c(a™—b)=0 (a,c, cb ganz; 0 < |b| <1, |c| > 1). 
Die Ungleichung (2a), bei der wieder o < |b| sein mu8 und die fir 
o = |b| wieder das giinstigste Resultat liefert, bedeutet aber diesmal das 
Innere des Apollonischen Kreises: 
b—o'a| _ala—b| 
1—o? | 1—oa* * 
Diese Ungleichung ist dann und nur dann fiir alle z vom absoluten Be- 
trag |x| = |bc| erfiillt, wenn 


(D) om 











b—a? —b 
Iso iboje + Ort <x Se, 

oder a 
= ™ o|\a—b|—|b—o*a| 
(E) |belm< oe ° 





Das ist nun wieder die Bedingung (E), nur stehen in Zahler und Nenner 
die umgekehrten Vorzeichen. Die Bedingung (la) ist jetzt wieder von 
selbst erfiillt; denn der in (E) auftretende Bruch ist 




















fir + < 0: = telnet ele atel  ael  Ia, 
fir 0 < + <1:= eiPi—elol [i+ Alot an = Spelt <0 <(el, 
fir l< $< 5: - siel— 10h it Fs) 

= HH < melt! oa] < Ia, 
fir $ > 3 = cho} afOt- Piel +10) 

= elt lbl < clot tele! — gio) < {a\. 


Somit erhalten wir, wenn wir in (E) den giinstigsten Wert o = |b| ein- 
setzen, die folgende mit (E,) iibereinstimmende hinreichende Irreduzibilitats- 
bedingung fiir die Gleichung (C): 


(E,) bem < [bj 2—Pl—leb— 1 


1—6 





(Eingegangen am 9. 3. 1937.) 
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Uber die Nullstellen einiger Klassen von Polynomen. 


Von 


Nikola Obreschkoff in Sofia. 





Laguerre') hat folgenden Satz bewiesen: Sei P(z) ein Polynom mit 
reellen Nullstellen. Setzen wir 


1 
(1) Pa) Tatar +..., 
so hat das Polynom 


(2) Q, (z) =o, +¢,2+¢,2°+ ...+¢,2" 


héchstens eine reelle Nullstelle. 
Laguerres Beweis ist sehr einfach. In der Tat zeigen (1) und (2), daB 


f(z) = P(z)Q,(z) = 1—e,4,2"*?—.... 


Weil das Polynom /(z) » Liicken hat, schlieBt man mittels der Descartes- 
schen Regel, daB f(z) mindestens »--1 komplexe Nullstellen haben 
muB, die notwendig dem Polynom Q, (xz) angehéren miissen. Damit ist 
der Satz bewiesen. In derselben Arbeit verallgemeinert Laguerre dieses 


Resultat auf die Entwicklung der Funktion = 


(x) 





, WO @ eine positive 


Zab! ist, und zwar betrachtet er zuerst den Fall w = < mit ganzzab- 


ligem gq. Aber sein Beweis ist nicht stichhaltig und man sieht keinen 
Weg, ihn zu verbessern. Er schlieBt nimlich folgendermaBen: 
Wir setzen 


(3) 





r =¢,+¢,2+0¢,2°+... 

VP (2) 
und bezeichnen zur Vereinfachung der Schreibweise mit O(z") eine Reihe 
nach aufsteigenden Potenzen von z, die mit einem Glied a, 2" beginnt. 
Dann hat man aus (3) 


1 
q 


VP (z) 


1) E. Laguerre, Oeuvres, I, Paris, 1898, S. 108—118. Siebe auch: J. Grommer, 
Journal fir die reine und ang. Mathematik 144 (1914), S. 130-131. G. Pélya und 
G. Szegé, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis, II, Berlin 1925, S. 45 und 230. 





= Qn (z) + 0 (z" * ‘), 
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woraus man schlieBt 
1 a 
Pat Q; (x) + O(a" *?). 
Also treten in dem Polynom f(z) = P(z)Qi(x) = 1+O(2"+") genau 
m Liicken auf, und nach der Descartesschen Regel hat dieses Polynom 


also wenigstens n—1 komplexe Nullstellen. Hieraus schlieBt Laguerre, 


da8 das Polynom Q,,(z) mindestens » — 1 komplexe Nullstellen hat. In 
Wirklichkeit kann man nur schliefen, das Q, (x) mindestens "—! kom- 


n—1l 








plexe Nullstellen, Nullstellen hat. — 


Zur Betrachtung beliebiger Exponenten macht Laguerre weiterhin einen 
Grenziibergang, der auch nicht schliissig ist. 

In dieser Arbeit werden wir mittels einer neuen Methode Sitze ab- 
leiten, die sich auf viel allgemeinere Funktionen beziehen und auch die 
Laguerresche Vermutung in wichtigen Fallen zu beweisen gestatten. Wir 
haben einen Abri8 unserer Resultate in einer Note in den Comptes 
Rendus veréffentlicht’). 

1. Wir beweisen die folgenden Siatze: 

Satz 1. Seien a,,a,,..., 0, positive Zahlen, die wir nach der 
GréBe geordnet denken, ferner »,, »,,..., 7, reelle Zahlen, die algebraisch 
kleiner sind als 1 und auBerdem der folgenden Bedingung geniigen: 

Die Summen », + », + ... + »,(1 <S s < m) sollen, soweit sie nicht 
ganze Zahlen sind, gréBte Ganze [y,+%,+...-+%,] entweder aus- 
schlieBlich geraden oder ausschlieBlich ungeraden Charakters enthalten. 

Wir setzen: 


QQ) f(z) = 





=¢+¢,2+¢,2°+.... 


Dann hat das Polynom 
(2) Py, n(Z) = Cpt Cpgi dt... + Cpe nt" 
héchstens eine reelle Nullstelle, wenn 
p>—Yy, v=ytryt.-. +, 

Ferner hat man: Fiir wngerades n hat das Polynom P,, ,,(x) keine komplexen 
Nullstellen M4 den eee 

Ty < arg t= — sty as | Sage satay 
und fiir gerades n keine ne in dem Winkelraum 
Sarg et sa 





ad . 
says n+1 


2) N. Obreschkoff, Sur un théoréme de Laguerre, Comptes Rendus 208 (1936), 
8. 760. 


34* 
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Beweis: Aus der Cauchy’schen Formel erhil; man 


Py aa(e) = st; | Las, 


2at } g2+P z—-2@ 
c 
wo C eine einfache geschlossene Kurve ist, die den Nullpunkt umschlieBt, 
dagegen keinen der Punkte a, in ihrem Innern enthilt. 
Das Integral iiber einen Kreis |z| = R ist dem Betrag nach kleiner 

als 

—* mit konstantem K 

RP” 
und geht gegen 0, wenn R- o. Ferner sieht man unmittelbar, weil 
v, <1 ist, daB das iiber einen kleinen Kreis vom Mittelpunkt «, erstreckte 
Integral mit abnehmendem Radius gegen 0 geht. Bezeichnen wir also 
mit LZ das Schleifenintegral «,...-+ oo, erstreckt lings des positiven 
reellen Halbstrahles, so finden wir aus (3) 


() Pp n—1(2) = ge; | 
L 


f(z) 2"—2” 
z"tPz—z dz 





Fiir arg f(z) ergibt sich 

arg f(z) = 1 — », arg (a, — z) — », arg (a, — z) — ... — % arg (a, — 2), 

wenn 7 eine Konstante ist. Einfache Uberlegungen zeigen folgendes: 
a) fiir reelles z hat man am unteren Rande des Querschnittes L 


ax fir z>~a,, 


s—)=10 we sce 
b) am oberen Rande hat man 


—2x fir z>a,, 
0 fir z< wg. 


Demnach ist am unteren Rand des Querschnitves fiir «,_,< z< 


arg (a, — z) = 


arg f(z) = ) — (v¥, + % +... + %~,)%, 
und der entsprechende Anteil des Integrals (3) hat den Wert: 


m 
s=1 


(6) mS | 9r (21 (|e FO de, 
“s+4 


2" — 2” 
9» (2) =7"tPi—s)’ om+1 = &. 


) 
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Fiir den oberen Rand mu8 man nach a) und b) in dem Ausdruck (5) 
immer x durch —2 ersetzen. Danach erhalt man fiir den zugehérigen 
Teil des Integrales 


@s+1 
m 


in ’ ae 

(6) i), { gp (2) | f(z) |e" tt de, 
s=1 a, 

Aus den Formeln (5) und (6) erhalt man fir P,, ,_, (2) 


@e+1 


(7) 2xe-™P, ,-3(2) = S sin(y,+ + %,)2 f 9p (2) | f(z) | dz. 


Weil die Zahlen [y, + ...+¥%], 18S m, (soweit », + ... +, nicht 
ganzzahlig und also sin (vy, +... + ¥,)% = 0 ist) entweder simtlich ge- 
rade oder simtlich ungerade sind, sind ihre sin entweder simtlich positiv 
oder simtlich negativ. 
Sei n ungerade. Fiir z > 0 und reelles x ist die Funktion g, (2) 
positiv und die Formel (7) beweist, daB P, ,,(x) + 0 fiir jedes reelle z. 
Sei andererseits n gerade. Aus (7) folgt 


@s+1 


ne-*" P’ 4 (2) = z sin(», +... +) | pp(2)|f(2)\dz, 


wo 





pple) = anv # (LZ), 

Man sieht leicht ein, da8 fiir z>0 und reelles z die Funktion 9, (z) 
keinen Zeichenwechsel hat. Also hat P;,,-,(z) keine reellen Nullstellen 
und das Polynom P,,,_,(z) hat nur eine reelle Nullstelle. 

Damit ist der erste Teil des Satzes 1 bewiesen. Wir beweisen jetzt 
den zweiten Teil. Sei x eine komplexe Zahl, z = re’?, 0 <= py < 22, 
und z reell. Fiir den Imaginarteil 3(g,(z)) der Funktion g,(z) erhilt 
man leicht die Formel 


2*+P3(g, (z)) = me y(r) = 2 sin 9+ 1" sin(n— 1) p—zr*—'sinn g. 


Wir haben y (0) = 2" sin gp > 0 fir O0< p<a, z>0 und 
y (r) = —z(n — 1) r*—-* sin ny + nr*—" sin (n — 1) gp. 
Die Wurzeln der Gleichung y’(r) = 0 sind r, = 0 und 





n—l sin n p : 
n "gin (n—1) @ 





i= 2, 


und wir haben 


v (7) =1-(—Yy" soeel ae . 
sin (n— 1) @ 








z" sin 9 n n sin @ 
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Wir betrachten die Funktion 
h(y) = sin np — nsin g. 
Wir haben 4(0) = 0 und h’(g) = n(cos ng — cos gy) < 0 fiir 
0<s9s 
Also ist fiir diese Werte von g auch h(y) <0. Hiernach betrachten 
wir die Funktion 
n(y) = (n — 1) sin ng — nsin (n — 1) Q, 
fiir die 4(0) = 0, 





1 (py) = n(n — 1)[cosng —cos(n—1)9] 50 fir OS MOS <. 
Daher ist fiir diese Werte von g auch y(y) <0. Aus den erhaltenen 
Ungleichungen folgt y (r,) > 0 fir0< 9< =. Andererseits ist y (co) > 0, 
wahrend w(— oo) das Vorzeichen (— 1)" hat. Da die Zahl r, positiv 
ist, hat man, wenn n gerade ist, y(r) > 0 fir —-o<r<-+o und, 
wenn n ungerade ist, y(r) > 0, 0<r< o. 

Aus der Formel (7) schlie8t man 
= p41 
(8) S(re-*" P,, ,_, (2) = L sin (ry, +... +%)2 § 3(())|f | de. 
s=1 


Daraus sieht man sofort, daB bei geradem nm immer P, ,,_,(z) +0 


fiir —-= =?7s =, — o<r< o der Fall ist und bei ungeradem n 


immer P,, ,-1(z) +0 fiir -=< yp <-—, 0<r. 

Damit ist der Beweis des Satzes 1 vollstandig. 

Satz 2. Unter denselben Bedingungen wie fiir Satz 1 besteht das 
folgende Ergebnis: Fiir n> — v verschwindet die Funktion R, (2) = 
f(x) — Po.n—1(x) abgesehen vom Nullpunkt nicht in der ganzen durch den 
positiv reellen Querschnitt «,...-+ co aufgeschlitzten Ebene. 

Beweis: Fir R,(z) erhailt man nach der friiheren Methode die 
Formel 

a “s+1 
(9) 2-"xe-*" Ry (2) = J sin(r,+...+%)% | vle)|f (| dz, 
s=1 «, 
wo 
(10) p (2) = 





2"(z—2z) 
Wenn z reell ist, r<a,, hat man g(z)>O0 und der Satz folgt un- 
mittelbar aus (9). 
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Wenn z= «+18, B +0, 80 ist 


3(a-* me" Ry (z)) = Y’sin (x, +... +) 2 J arora ltalS. 
Also 


R,, (x) + 0. 
Aus Satz 1 folgt augenscheinlich die folgende Aussage: 

Sei P(x) ein Polynom m-ten Grades mit nur reellen positiven Wurzeln, 
sei ferner w eine reelle Zahl, so daB —-=—<o<. Setzt man dann 
>a =¢+¢,2+¢,2°+... 

so hat das Polynom 

Cot Cpyi Et... + Cpene”, p=O0,1,2,....n = 1, 2,3,..., 
héchstens eine reelle Wurzel. 

Hierdurch ist ein Teil der Laguerreschen Vermutung bestatigt. 

Satz 3. Sei f(x) eine Funktion, die den Bedingungen des Satzes 1 
geniigt. Sei fiir gerades n ferner A(x) = A, +A, 2+...+ 4,2" ein reelles 
Polynom, das fiir kein reelles x sein Vorzeichen wechselt, dann hat das 
Polynom 

Up, n(Z) = Agcy +A Cp4 rE... tAnGpe nd, PO —Y 

keine reellen Nullstellen. Ebenso hat fiir wngerades n das Polynom U,, » (x) 
héchstens eine reelle Nullstelle, wenn 2’ (x) keine Zeichenwechsel fiir reelle x hat. 

Sei h(x) ein reelles Polynom 





h(z) =h, +h, +...+h,—h,z—he—...—h,o*? 
derart, daB das Polynom A) H (2) fiir — 2 <2 < @ keinen Zeichen- 


wechsel hat, dann hat das Polynom 
Voy,n (2) = hy- Pyo (2) +h, Pp, 1 (2) + ~~. + hn Py,n (2) 
fiir gerades n keine reellen Nullstellen. Wenn H’(z) fiir —-wo<2t<+o 
keinen Vorzeichenwechsel hat, so hat das Polynom V, ,(zx) ftir wngerades n 
héchstens eine reelle Nullstelle. 
Beweis: Mit Hilfe des gleichen Gedankenganges wie bei dem Satz 1 
erhalt man die Formeln 


e Ws+1 

EU yale) = Saint +...tee | a2) IS. 
- “an 

ne-'"V, ,(z) = > sin(r,+ Yet... +%)% | H(2)| KS. 


aus denen der Satz leicht folgt. 
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Nimmt man beispielsweise 


A(z) = 1+24+...4+ 2%, 


so erhilt man den ersten Teil vom Satz 1. Ein anderer Spezialfall er- 
gibt sich daraus, daB, wie leicht zu sehen, das Polynom 

2 n 

A(z) =1 +ytHt: +s 


héchstens eine reelle Nullstelle hat. Also hat nach Satz 3 das Polynom 








ey + Ett z+ Bt gh +... + b+ ys 
héchstens eine reelle Nullstelle. 

2. Wir wollen schlieBlich einige Saitze beweisen fiir den Fall, daB 
die Zahlen «a, beiderlei Vorzeichen haben. 

Satz 4. Seien a,,a,,..., &, positive Zahlen, die wir nach der GréBe 
geordnet denken, und #,, f,_,,...,8, negative Zahlen in der gleichen 
Anordnung. Ferner seien ¥,, ¥,,..., %¥m, /4) Mg, +--+, My Yeelle Zahlen, die 
(algebraisch) kleiner sind als 1 und deren Summen », +...+ »,, HM, +...+M, 
ilsssim,1Sr</) einer analogen Bedingung geniigen wie bei 
Satz 1. 

Enthalien diese Summen, soweit sie nicht ganze Zahlen sind, grépte 
Ganze [v, +...+%], [u, +...+ my] entweder nur geraden oder nur un- 
geraden Charakters, dann hat das Polynom 


Pyin(Z) = Cy + Cp pr BH... Cygne Dy p> —4u-Y? 


fiir gerades p -+-n héchstens eine reelle Nullstelle. 

Haben dagegen die Zahlen 1 +-[v, + », +...+ %],[m, + wy +... + wy] 
entweder alle geraden oder alle wngeraden Charakter, dann hat das Polynom 
P,.n(z) fiir ungerades p +n héchstens eine reelle Nullstelle. 

Beweis: Es sei C eine einfache geschlossene Kurve, die den Null- 


punkt umschlie8t, aber die Punkte «, und f, in ihrem AuBern laBt, 
dann ist 





Py 2—1(z) = - [o,.2=" ae 


2nt) +p z—2Z 
Cc 
Mit Hilfe der friiher gebrauchten Uberlegungen kann man den Inte- 
grationsweg durch die beiden Schleifenwege L,(a,... 00) lings der posi- 
tiven reellen Achse und L,(— o...f,) langs der negativen reellen Achse 
ersetzen. Nimmt man als Ausgangspunkt den Punkt z= o auf dem 


unteren Rande des Schleifenwegs L,, so findet man fiir das Argument » 
von f(z) 


P= H—(B, +--- tM ty +--+ Pm) z= — (M+ 9»). 
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Dann ergibt unser friiherer Beweisgang, daB der vom Schleifenweg L, 
berriihrende Teil des Integrales gleich ist 





iqj—uz) m ; “e+1 
(11) * - 2 sin (% + Yet...+%,)2 j 9p (2)|f(z)|dz, amyi = @. 
= é 
Fiir » erhalt man auf dem oberen Rand der Schleife L, den Wert 
g=7nx—px+v2. Um @ fiir z= — o auf dem oberen Rand der 


Schleife Z, zu finden, hat man zu beriicksichtigen, daB die Argumente 
der Zahlen (a, — z), (8, —z) um 2 zunehmen, wenn z von dem Punkte 
+ oc auf dem oberen Rand von L, bis zum Punkte z = — o auf dem 
oberen Rand von L, lauft. Also hat an dem letzteren Punkt m den Wert 


=7—pa+va—(e+ ra =H — 2H. 
Damit ergibt sich, daB der von der Schleife L, herriihrende Bestandteil 
des Integrales gleich ist 


ef i— 4a) l Bs 


¥ sin(u,+uyt+---+ mde J gple)|fe)\dz, 
om Patt 





(12) — 


Biss SS «Gi 
Aus (11) und (12) zusammen erhalt man also mit der neuen Bezeichnung 
n, = n—px fir P,,,-1(z) den Ausdruck 


@s4+1 


(13) ze-!m P, ,_4 (2) = E sin(, +...+%) { gp(e)|f(2)\dz 


ba) 


l Bs 
— © sin (ay + «++ + Me) J gp (2)|f@)| de. 


Bs+1 
Setzen wir t = ., so erhalt die Funktion g,(z) die Gestalt 


1 1-—¢ 
99(*) = Sr Tor 


Im Falle von ungeradem p und ungeradem n ist _—> 0 und es wird 


fiir jedes reelle z und z die Funktion g,(z) > 0 sein. Im Falle von ge- 
radem p und ungeradem n wird z-g,(z) > 0 fiir beliebiges reelles z. 


Betrachten wir weiter die Funktion 


d 1 @1-—# 
¥(2) = 7,9) = Santor 


Man findet leicht: Bei geradem n besteht fiir gerades p die Ungleichung 
y (xz) > 0, — wo <z< o, und fiir ungerades p die Ungleichung z p(x) > 0, 
fiir beliebiges reelles z. 
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Ferner ergibt sich aus der Forme! (13) 


(14) me" P, 1 (z) = Fsin(y, +... +9) { 
e=1 


v (2) |f(z)|dz 


8 


1 res 
— 2 sin (uy +... + oe) f p(x) f()\dz. 


Bs+1 
Aus den obigen Abschitzungen iiber g, und y und aus den Formeln (13) 
und (14) folgt leicht der angekiindigte Satz. 


Satz 5. Unter denselben Bedingungen wie bei Satz 4 besteht das 
folgende Ergebnis: Wenn die Zahlen 


1l+[y,+..-+%), [¢,+.--ta] *=1,2,...m; t=—1,2,...,¢9, 


soweit sie nicht ganzzahlig sind, entweder simtlich geraden, oder sémitlich 
ungeraden Charakter haben, dann ist die Funktion 
R,, (2) = f(z) — (¢) +e, 2 +... 4+-Cy—1, 2*-?), 

fiir gerades n in der ganzen Ebene mit Ausnahme der reellen Achse von 
Null verschieden. Besitzen dagegen die Zahlen [v, +-...+ ¥,], [u, +..-+ Hy], 
s = 1,2,...,m, r= 1,2,...,1, die angegebene Eigenschajt, dann ist die 
Funktion R,(z) fiir wngerade n in demselben Gebiet von 0 verschieden. 
Dabei wird vorausgesetzt, dab n > — uw — vy ist. 

Beweis: Man findet fiir R,(z) die Formel 





Se4+1 


z-"e-in R,(z) = Fain (4, +%+.-..+0)2 j y (z) |f(z)|dz 


By 
— Z sin (4, + fy + see + ur) j y (2) | f (z) | dz, 


Be+y 
wo 


1 
dead amr 
Ist sz = a+, so kommt 
B 
3 = 
(7 (2) 2"[(z —a)* + B*) 

und also hat z~"e~-‘"-R,(z) einen von 0 verschiedenen Imaginarteil. 

Man kann natiirlich auch fiir den Fall von Nullstellen beiderlei 
Zeichens Siatze ableiten, die den friiheren Siatzen iiber die komplexen 
Nullstellen und iiber die linearen Kombinationen der Polynome P,, , (z) 
entsprechen. 
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Die Anwendung des Satzes 4 auf die Laguerresche Vermutung ge- 
staltet sich folgendermaBen: 
Ist + gréBer als die Anzahl der Nullstellen des Polynoms P(x) von 
Formel (1), so haben die Polynome Q,,,(x) héchstens eine Nullstelle. Dieses 
Resultat ist weniger vollstandig als dasjenige bei nur positiven Nullstellen. 


(Zusatz bei der Korrektur.] Kirzlich hat Herr Tschakaloff mit einer 
anderen Methode gezeigt, daB die Polynome P,. n() héchstens eine reelle Null- 
stelle haben, wenn die GréBen a A a a ce oe simtlich positiv sind 
{,.Sur un probléme de Laguerre“, Comptes Rendus 204 (15. 3. 1937); siehe auch 
Chermanesen, ebendort 14. 6. 1937]. 


(Eingegangen am 8. 3, 1937.) 











A note on a theorem of Szegé. 
Von 


R. Wilson in Swansea (Wales). 


Szegé proved the following theorem’): 

Theorem I. If among the coefficients of {(z) = Lc,2" there is only 
a finite number of different numbers, then either f(z) = Q(z)/(1 — 2”), 
where Q(z) is a polynomial and m a positive integer, or else f(z) is not 
continued beyond |z| = 1. 

Now consider a function /(z) consisting of the sum of two functions, 
f, (2) possessing only singularities of algebraic-logarithmic type on its 
circle of convergence |z| = 1, of greatest weight’) [o, k], and /f,(z) of 
weight [o’, k’], less than [o, k], on its circle of convergence |z| = 1. The 
singularities of {(z) of weight [o, k] on |z| = 1 are called the dominant 
singularities*) of f(z) on |z| = 1. Their dominant elements are evidently 
of algebraic-logarithmic type. We prove the following theorem con- 
cerning functions with dominant singularities of algebraic-logarithmic 
type*) on the circle of convergence: 

Theorem II. If f(z) has on |z| = 1 dominant singularities of al- 
gebraic-logarithmic type and if the coefficients of f(z) = Lc,2" have only 
a finite number of limiting values, all of which are finite and one at least 
non-zero, then the dominant singularities have each a dominant element 


1) Sitzungsberichte der PreuBischen Akademie der Wissenschaften (1922), 
8. 88—91. 

2) A function is said to have an algebraic-logarithmic singularity at the point 
z =z’ if it can be represented in the neighbourhood of this point by the sum of 
a finite number of terms of the form (z — z’)~ * {log (z — z’)}* ¢ (z), where s is com- 
plex, k a non-negative integer and (z) is regular and non-zero at z =z’. The 
expression given is said to be of type (s,k). If s + 0, —1, —2, ... the weight 
of the element is [o, k], where R(s) =o; if s = 0, —1, —2,... and k>0, 
the weight is [s, k —1], while the weight of a regular point is [— oc, 0]. The 
weight [o, k] is said to be greater than the weight [o’, k’] if either a> o’ or 
o=o'andk>k. The weight of a singularity is defined to be the greatest of 
the weights of the component elements. Vide R. Jungen, Commentarii Mathematici 
Helvetici 3 (1931), p. 274. 

8) R. Wilson, Proceedings of the London Mathematical Society (2) 42 (1936), 
p- 211. 

*) Strictly speaking it is the dominant elements of the dominant singularities 
which are of algebraic-logarithmic type. The shorter phrase is used for convenience. 
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which is a simple pole and they are situated at some of the points e*4™, 
where m is a certain positive integer. 


On writing 
Cy = Cn + En, 
where the number of different c’, is finite and 
lim «, = 0, 
we see that “prs 
(1) 2c,2 = Je,2° + Ze, 2". 


Since the c, are bounded and an infinite number of the c,, are 
different from zero, it follows that the weight of /(z) on |z| = 1 is [1,0]. 

Now the function 2«,2" cannot contain any of the dominant sin- 
gularities of f(z) on |z| = 1, for if this were the case a positive con- 
stant C would exist such that°) 

lim «, = C, 

in contradiction to the hypothesis. 

Let L(z) be the polynomial which reduces the weight of f(z) on 
|z| = 1, and write 


(2) L(z) Ze, = 26,2", L(z) Le,2* = 5H, 2". 
Since the weight of L(z) ZX c,2" on |z| = 1 is less than [1, 0] 
(3) lim 6, = 0, 
and since the weight of L(z)Z«,z cannot exceed that of J «, 2"°) 
(4) lim "= 0. 
From (1) . 
(5) L(z) Zc, 2" = L(2) Xe, 2° + L(z) Ze, 2, 
and from (2) and (5) 
(6) Lo, 2 = L(z) Le,2" = £6, 2% — ID y,2. 


By hypothesis the number of c, which are different is finite, and 
since L(z) is a polynomial, the same is true of the c,. Thus, either 
there is an infinite number of c,; each equal to a non-vanishing constant, 
or every ¢,, from a certain index onwards, is zero. That the last-named 
conclusion is correct follows from (3), (4) and (6), which give the result 

lim c, = lim 6, — lim », = 0. 
i> oo n-—> 2 n> 2 


Hence L (z) Zc, 2" = M (z), where M(z) is a polynomial. Employing 


the same conclusion as in Szegé’s proof of Theorem I, we deduce that 


5) R. Wilson, loc. cit. p. 213. 
6) Ibid. pp. 211—212. 
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Zc,2" is of the form Q(z)/(1 — 2”), where Q(z) is a polynomial and m 
a positive integer. Since Q(z) and (1 — 2”) may not be prime to one 
another we can only state that the simple poles are at some of the points 
e’7l™, although if the coefficients are all real (from a certain index 
onwards) these points are conjugate complex points on |z| = 1, including 
possibly z= 1 and z= —1, while if the coefficients are positive the 
point z = 1 is certainly included’). 

We have shown that 2,2" cannot contain any of the dominant 
singularities of f(z) on |z| = 1, and it therefore follows from (1) that 
the dominant singularities of Yc, z" on |z| = 1 are also those of Yc, 2", 
at least in so far as their dominant elements are concerned. 

The example 

(1 — 2*)—! + log(1 — z) 
shows that a dominant singularity may have a non-polar component of 
smaller weight. 

These two remarks show that the dominant elements of the dominant 
singularities of {(z) on |z| = 1 are simple poles at some of the points 
tia, 


7) R. Wilson, loc. cit. pp. 219—220. 


(Eingegangen am 23. 2. 1937.) 




















Zur Theorie der Funktionen 
mehrerer komplexer Verinderlichen. 


Die Regularitatshillen 
niederdimensionaler Mannigfaltigkeiten. 


Von 


Karl Stein in Minster (Westf.) +). 





Wenn eine Funktion f(z,,...,2,) auf dem Rande einer Hyperkugel & 
regular ist, so ist sie auch regular und eindeutig in das ganze Innere 
von & hinein fortsetzbar. Setzt man nun die Regularitit der Funktion 
f(z,, +++, %,) nicht mehr fiir die ganze Oberfliche von & voraus, sondern 
1a8t ein kleines, etwa durch eine Hyperebene abgeschnittenes Stiick fort, 
so braucht f(z,, ..., 2,) nicht mehr in der gesamten Hyperkugel regular 
zu sein. Es fragt sich aber, ob es auch jetzt noch ein 2 -dimensionales 
Gebiet gibt, in das sich jede Funktion, die auf dem Rest der Ober- 
flaiche von & regular ist, regular fortsetzen 148+ oder ob eine solche Er- 
scheinung nur eintritt, wenn fiir den gesamten Rand eines Bereiches die 
Regularitét vorausgesetzt wird. Kénnen iiberhaupt nichtgeschlossene 
(2 -1)-dimensionale Hyperflichenstiicke 2-dimensionale Regularitats- 
hiillen*) besitzen? 

Die Untersuchung dieser Fragen ist Gegenstand der vorliegenden 
Arbeit. Zunichst beschrinken wir uns auf Funktionen zweier komplexer 
Verinderlichen. Wir beginnen in §1 mit dem Beweis einiger fiir das 
folgende grundlegenden Siatze iiber die Regularitiatshiillen spezieller zwei- 
und dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten. In §2 untersuchen wir die 
Frage, unter welchen Bedingungen die Hiillen beliebiger dreidimensio- 
naler Stiicke eines vorgegebenen, zweimal stetig differenzierbaren Hyper- 
flaichenstiicks § vierdimensionale Teile enthalten kénnen. Als notwendig 
und hinreichend hierfiir stellt sich heraus, daB der Levische Differential- 
ausdruck auf keiner dreidimensionalen Teilmannigfaltigkeit von § ver- 
schwindet, da8 § also ein nichtanalytisches Hyperflichenstiick ist. Dies 
Ergebnis ]48t sich auf (2 -1)-dimensionale Hyperflichenstiicke im Raum 
von » komplexen Verinderlichen iibertragen. Ein Beispiel zeigt, daB die 


1) Seminar Prof. Behnke. — Diese Arbeit ist von der phil. u. nat. Fakultat 
der Universitat Minster als Dissertation angenommen worden. 

2) Zum Begriff der Regularitétshille vergleiche H. Behnke und P. Thullen, 
Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Veranderlichen, Erg. d. Math. u. i. 
Grenzgeb. (1934), abgekiirzt: B.-Th., Bericht. 
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Hiille eines dreidimensionalen Hyperflachenstiicks verschiedene getrennte 
vierdimensionale Bereiche enthalten kann. In den §§ 3 und 4 beweisen 
wir fiir die Spezialfalle Reinhardtscher und Hartogsscher Hyperflaichen 
Aussagen iiber den Verlauf der Regularitatshiillen im GroBen. Zu § 3 ist 
zu bemerken, daB die dort gefundenen Ergebnisse unmittelbar aus be- 
kannten Satzen iiber Regularitatshiillen Reinhardtscher Kérper folgen, 
wenn man sich nur auf eindeutige Funktionen beschrinkt*). In der vor- 
liegenden Arbeit lassen wir diese Einschrinkung fallen; unsere Sitze er- 
geben sich durch Anwendung der auch in den §§ 1 und 2 benutzten 
Beweismethoden. § 5 enthilt Aussagen iiber Regularititshiillen zwei- 
dimensionaler Mannigfaltigkeiten im Raum zweier komplexer Verander- 
lichen. Es zeigt sich, da8 die Regularitatshiille einer solchen Mannig- 
faltigkeit zwei-, drei- und vierdimensionale Stiicke enthalten kann. Fiir 
jeden dieser Fille wird ein Beispiel angegeben. 


Es sei noch bemerkt, daB fast alle erhaltenen Ergebnisse auch fiir 
Meromorphiehiillen gelten, denn der Kontinuitatssatz in der Formulierung 
von Kneser*), der beim Beweis der grundlegenden Sitze in §1 eine ent- 
scheidende Rolle spielt, gilt auch fiir meromorphe Funktionen. Lediglich 
an zwei Stellen stéBt eine solche Ubertragung noch auf Schwierigkeiten. 

Um den Gang der spiteren Untersuchungen nicht zu unterbrechen, 
wollen wir hier den Begriff der Regularititshiille eines Hyperflichenstiicks 
in folgender Weise prazisieren: 

Gegeben sei ein k-dimensionales Hyperflichenstiick § (k < 2m). Man 
betrachte die Menge 9 der Funktionen /(z,,...,2z,), die in einem vor- 
gegebenen Punkt P, von § regulir sind und sich von hier aus lings 
jedes auf § gelegenen Weges regular fortsetzen lassen®). Dann sei unter 
der Regularitatshiille §() von § eine Punktmenge verstanden, die 
folgendermaBen zu erhalten ist: Man gehe aus von den Funktions- 
elementen der zu M gehérenden Funktionen in P,. Es sollen nun alle 
die Punkte zu §(%) gehdren, in die hinein sich alle diese Funktions- 
elemente von P, aus gleichzeitig fortsetzen lassen. Dabei ist jeder Punkt 


3) Siehe B.-Th. Bericht sowie H. Behnke und E. Peschl, Die unbeschrinkten 
Reinhardtschen Kérper, Math. Annalen 112 (1936). 

*) Vgl. H. Kneser, Der Satz von dem Fortbestehen der wesentlichen Singu- 
laritéten einer analytischen Funktion zweier Veranderlichen, Jahresber. Deutsch. 
Math.-Vereinigung 41 (1932) und: Ein Satz iber die Meromorphiebereiche ana- 
lytischer Funktionen von mehreren Veranderlichen, Math. Annalen 106 (1932). In 
der Kneserschen Formulierung des K.-S. ist die Voraussetzung der Eindeutigkeit 
nicht ausdriicklich angegeben. Vgl. die hierauf beziigliche Bemerkung von Behnke, 
Math. Annalen 113 (1936), S. 392. 


5) Wir verlangen nicht, daB die Funktionen der Menge I auf § eindeutig 
bleiben. 
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von (i) gekennzeichnet durch seine Koordinaten und durch die Menge 
der Funktionselemente, die in ihm durch gleichzeitige Fortsetzung der zu 
M gehdrenden Funktionselemente lings eines gewissen in P, beginnenden 
Weges entstehen. Zwei Punkte P, und P, von § (§) mit gleichen 
Koordinaten sollen dann und nur dann voneinander verschieden sein, 
also in verschiedenen ,,Blittern’ liegen, wenn es in P, mindestens ein 
zu M gehdrendes Funktionselement /(P,) gibt, so daB die gleichzeitigen 
Fortsetzungen, die zu P, und P, fiihren, in diesen Punkten aus {(P,) 
verschiedene Funktionselemente erzeugen **). 


Inhaltsiibersicht. Seite 
§1. Folgerungen aus dem Kontinuititssatz.............. 545 
§2. Existenzsitze iiber die Regularitiatshiillen von Hyperflichen . . 549 
§3. Die Hiillen Reinhardtscher Kreishyperflachen .......... 556 
§4. Uber die Regularitatshiillen Hartogsscher Hyperflichen .... . 561 

§5. Bemerkungen iiber Regularitiatshiillen zweidimensionaler Mannig- 
faltigkeiten im Raum zweier komplexer Veriinderlichen. ... . 565 

§ 1. 


Folgerungen aus dem Kontinuititssatz. 

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns auf Funktionen zweier 
komplexer Verinderlichen. Wir beweisen: 

Satz 1: Sei D ein in der Hyperebene Y gelegener beschriinkter (drei- 
dimensionaler) Bereich mit zusammenhiingendem Rande. f{(w,z) sei eine 
auf dem Rande von D eindeutige und analytische (bzw. meromorphe) 
Funktion. Dann lat sich f (w,z) eindeutig und analytisch (bzw. meromorph) 

in das ganze Innere von D hinein fortsetzen). 


5a) Es ist klar, daB in dieser Definition von 5(j) die Wahl des Punktes P, 
auf % keine wesentliche Rolle spielt. 

5b) Dieser Satz ist aquivalent mit einem von Severi formulierten entsprechenden 
Satz iiber Funktionen einer komplexen und einer reellen Veranderlichen. Der von 
Severi gegebene Beweis erfaBt jedoch nur gewisse spezielle dreidimensionale Bereiche 
und bezieht sich nur auf regulire Funktionen. Vgl. F. Severi, Una proprieta fonda- 
mentale dei campi di olomorphismo di una funzione analitica di una variabile reale 
e di una variabile complessa, Atti della Reale Accademia Nazionale dei Lincei, 
Roma, Rendiconti (6) 15 (1932), S.487—490. — LEinen fiir beliebige Bereiche mit 
zusammenhangendem Rande, aber auch nur fiir regulare Funktionen giiltigen Beweis 
gab Arthur B. Brown an. Vgl. Arthur B. Brown, On certain analytic continuations 
and analytic homeomorphisms, Duke Mathematical Journal 2, Nr. 1 (1936), S. 20—28. 
— Der von uns gefiihrte Beweis bezieht sich in gleicher Weise auf regulare wie auf 
meromorphe Funktionen. 

Mathematische Annalen. 1i4. 35 
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Beweis: Wir diirfen ohne Einschrankung der Allgemeinheit an- 
nehmen, daB ¥ die Hyperebene z = 0 ist. Wegen des reguliren (bzw. 
meromorphen) Verhaltens von /(w,z) auf dem Rande R von D gibt es 
ein dreidimensionales, R umfassendes Gebiet in 9), in dem /f(w,z) gleich- 
falls regular (bzw. meromorph) und eindeutig bleibt. Daher diirfen wir D 
ersetzen durch einen Bereich D* mit folgenden Eigenschaften: 

1. der Rand von D* ist zusammenhingend, 

2. f(w,z) ist auf dem Rand von D* eindeutig und analytisch (bzw. 

meromorph), 

3. D* besteht aus endlich vielen gleich groBen parallelen Wiirfeln, 
deren Kanten keiner analytischen Ebene y = c (c reell) parallel 
sind, 

4. durch jede auf dem Rande von D* liegende Wiirfelkante gehen 
héchstens zwei zum Rande von D* gehérige Wiirfelflichen. 

Durch diese Festsetzungen iiber D* erreichen wir, daB jede analytische 
Ebene y= c, die D* trifft und durch keinen Randeckpunkt von D* 
hindurchgeht, aus D* eine Menge ©(c) von zweidimensionalen Gebieten 
herausschneidet, deren Rander endlich viele isoliert liegende, geschlossene 
Jordankurven sind, die jeweils aus endlich vielen Strecken bestehen. 
Analytische Ebenen, die durch Randeckpunkte hindurchgehen, existieren 
nur in endlicher Anzahl. Diese Ausnahmeebenen seien y = c,, y = ¢,, 
.e) Y¥ = Cy (C, > C, >... > cy). Der Rand der auf einer solchen Ebene 
liegenden Gebietsmenge © (c) weist isolierte Punkte in héchstens endlicher 
Anzahl und endlich viele geschlossene, aus jeweils endlich vielen Strecken 
bestehende Jordankurven auf, die jedoch nicht mehr getrennt voneinander 
zu liegen brauchen. 

Wir werden nun /(w,z) sukzessive innerhalb jedes Abschnittes 
c, > y > ¢,4, in das Innere von D* hinein fortsetzen. Zunichst zeigt 
sich die Méglichkeit einer solchen Fortsetzung fiir den ersten Abschnitt 
c,>y>c,. In der Tat, da /(w,z) in den auf y = c, gelegenen Rand- 
eckpunkten regular (bzw. meromorph) ist, gibt es ein e > 0, so daB f (w, z) 
sich ins ganze Innere jedes G(c) mit c, > c >c,—e fortsetzen laBt. 
Angenommen, diese Fortsetzung wire nicht auf jeder analytischen Ebene 
des ersten Abschnittes méglich! Dann gabe es eine solche mit gré8tem c; 
dies sei die Ebene y = c' (c, >c’ > c,). Wir wahlen eine Folge von 
reellen Zahlen c, (u = 1, 2,...) mit lime, =c’ unde, >c¢, >c’. Dann 
ist {(w,z) eindeutig und regulir (bzw. meromorph) auf dem Rande und 
im Innern jedes G(c,), sowie auf dem Rande von G(c’). Ferner kon- 
vergiert die Folge der Gebietsmengen 6 (c,) gegen G(c’), da y = c’ durch 
keinen Randeckpunkt von D* hindurchgeht. Nach dem Kontinuitatssatz 
la8t sich dann /(w,z) ins ganze Innere von 6 (c’) eindeutig und regular 





-_—— 
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(bzw. meromorph) fortsetzen, im Widerspruch zur Bestimmung von ¢’. 
Wir wiahlen nun eine weitere Zahlenfolge d, mit limd, = c, und 
c¢, >d, >c,. Die Folge der Gebietsmengen G(d,) konvergiert gegen 
eine Gebietsmenge 6*(c,), die G(c,) umfaBt und sich von G(c,) nur da- 
durch unterscheidet, daB G(c,) héchstens endlich viele isolierte Rand- 
punkte mehr besitzt. In gleicher Weise wie oben folgt, daB /(w,z) auch 
in das ganze Innere von ©*(c,) eindeutig und regular (bzw. meromorph) 
hinein fortsetzbar ist. Es wire aber méglich, daB die durch diese Fort- 
setzung entstehenden Funktionselemente in den isolierten Randpunkten, 
durch die sich G(c,) von G*(c,) unterscheidet, nicht mit den dort ur- 
spriinglich gegebenen Funktionselementen von /(w, z) tibereinstimmen. Wir 
wollen diejenigen Randpunkte von @(c,), fiir die dieser Fall eintritt, 
kritische Randpunkte nennen. Die Gebietsmengen ©(c) verandern sich 
stetig mit c. Daher besitzen auch die kritischen Randpunkte innerhalb 
des zweiten Abschnittes stetige Fortsetzungen, die wir gleichfalls als 
kritische Randmannigfaltigkeiten bezeichnen. Wir erginzen nun jedes 
G(c) mit c, >ec >c, zu einer Gebietsmenge G*(c), indem wir zu 6 (c) 
die kritischen Randmannigfaltigkeiten sowie die von diesen umschlossenen 
Gebiete hinzufiigen. Mit Benutzung des Kontinuitatssatzes folgt wie 
oben, daB f/(w,z) eindeutig und analytisch (bzw. meromorph) in das ganze 
Innere jedes ©*(c) mit c, >c > c, fortsetzbar ist, wobei jedoch die auf 
den kritischen Randern der G(c) durch diese Fortsetzung entstandenen 
Funktionselemente in keinem Falle mit den dort urspriinglich gegebenen 
iibereinstimmen. Das gleiche trifft zu fiir diejenige auf der Ebene y = c, 
gelegene Gebietsmenge ©*(c,), gegen die die Gebietsmengen 6*(c) kon- 
vergieren, wenn c innerhalb des Abschnittes c, > c > c, gegen c, strebt. 
6* (c,) entsteht aus G(c,) wieder durch Hinzufiigen von kritischen Rand- 
mannigfaltigkeiten und gewissen von ihnen eingeschlossenen Gebieten zu 
© (c,), sowie méglicherweise durch Hinzunahme von endlich vielen neu 
auftretenden isolierten Randpunkten, von denen wieder einige kritisch 
sein kénnen. Wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzung von f(w,z) in das 
Innere von ©*(c,) kénnen die kritischen Randmannigfaltigkeiten von 
G(c,) mit den nichtkritischen nirgends zusammenhangen. Es lassen sich 
nun sukzessive fiir jeden Abschnitt c, > y > c,,, in entsprechender 
Weise Gebietsmengen ©*(c) definieren. Durch wiederholte Anwendung 
des Kontinuitatssatzes folgt, daB f(w,z) in das ganze Innere jedes 6* (c) 
eindeutig vom Rande aus fortsetzbar ist. Jede Gebietsmenge *(c) um- 
faBt die zugehérige Gebietsmenge G(c). Bei stetiger Anderung von ¢ 
andern sich die kritischen Rander der G(c) stetig, und auf keiner Ebene 
y = c hangen kritische und nichtkritische Rander miteinander zusammen. 
Das ist aber ein Widerspruch gegen die Voraussetzung, daB der Rand von 
35* 
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D* zusammenhiingend sein sollte. Daher kénnen kritische Rinder iiber- 
haupt nicht auftreten. /(w,z) ist mithin eindeutig und analytisch (bzw. 
meromorph) in das ganze Innere von D*, und damit auch von D, vom 
Rande aus fortsetzbar. 

Mit Benutzung eines ahnlichen Beweisverfahrens,. auf dessen exakte 
Durchfiihrung wir hier verzichten, ergibt sich 

Satz 2: Es sei D ein in der Hyperebene Y gelegener beschrinkter 
(dreidimensionaler) Bereich, zu dessen Rand ein zweidimensionales Gebiet 
einer analytischen Ebene © gehdrt. Der nicht zu € gehérige Rand R von D 
sei zusammenhingend. Ist dann eine Funktion {(w,z) auf R eindeutig und 
requldér (bzw. meromorph), so lift sie sich eindeutig und regulér (bzw. 
meromorph) in das ganze Innere von D hinein fortsetzen. 

Als Analogon zu Satz 2 im Vierdimensionalen beweisen wir: 

Satz 3: Es sei § em zusammenhingendes abgeschlossenes H yperflichen- 
stiick, das mit einer Hyperebene Y zusammen einen beschrinkten Bereich B 
begrenzt. B liege ganz auf einer Seite von Y. Ist dann eine Funktion 
f(w,z) eindeutig und regulir (bzw. meromorph) auf &, so lapt sie sich 
eindeutig und reqgulir (bzw. meromorph) in den ganzen abgeschlossenen 
Bereich B hinein forisetzen. 

Beweis: Ahnlich wie im Beweise zu Satz 1 diirfen wir annehmen, 
da8 % aus endlich vielen Hyperebenenstiicken besteht, und daB keine 
dieser Hyperebenen zu parallel: ist. Auch die Annahme, daB Q die 
Hyperebene « = 0 ist und B ganz auf der Seite <0 von Y liegt, 
bedeutet keine Einschrinkung der Allgemeinheit. Angenommen nun, die 
Behauptung des Satzes sei falsch! Dann betrachte man die Schar der 
zu Y parallelen Hyperebenen, die & treffen. Jede solche Hyperebene 
x =c schneidet 8. in endlich vielen dreidimensionalen Gebieten D(c), 
von denen jedes einen eindeutig bestimmten fuBeren Rand besitzt. Nach 
Satz 1 ist nun /(w,z) von diesen duBeren Rindern aus eindeutig und 
regular (bzw. meromorph) in alle inneren Punkte und auf die inneren 
Rander der D(c) fortsetzbar. Indessen kénnen die durch Fortsetzung 
entstehenden Funktionselemente nicht auf allen diesen inneren Rand- 
punkten mit den dort urspriinglich gegebenen Funktionselementen iiber- 
einstimmen, denn sonst wire die Behauptung unseres Satzes doch erfiillt. 
Wir wollen soleche Ausnahmerandmannigfaltigkeiten, sowie alle von ihnen 
umschlossenen, zu %§ gehdérigen Punkte kritische Punkte von § nennen. 
Wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzung kénnen kritische und _nicht- 
kritische Punkte innerhalb einer festen Hyperebene z =c nicht mit- 
einander zusammenhingen (vgl. den Beweis zu Satz 1!). Andererseits 
miissen aber bei stetiger Parallelverschiebung der Hyperebenen x = c 
kritische in kritische Punkte und nichtkritische in nichtkritische Punkte 
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iibergehen. Dieser Sachverhalt widerspricht jedoch der Voraussetzung, 
da8 § zusammenhingend sein sollte. Demnach ist /(w, z) doch eindeutig 
und regular (bzw. meromorph) in den ganzen abgeschlossenen Bereich 8 
hinein fortsetzbar. 

Ist das Hyperflichenstiick § einfach zusammenhiingend, so ist jedes 
auf ihm regulare (bzw. meromorphe) Funktionselement eindeutig. Fiir 
diesen Fall liefert unser Satz die Aussage, daB die Regularititshiille 5 (¥) 
von einen vierdimensionalen Bereich enthilt. Fiir den Beweis ist die 
Voraussetzung wesentlich, da8 § mit der Hyperebene 2) zusammen einen 
Bereich begrenzt; wir benutzen also eine Eigenschaft von § im Grofen. 
Im folgenden Paragraphen kommen wir nun zu Aussagen iiber Regulari- 
titshiillen vorgegebener Hyperfiichen, die sich lediglich auf Eigenschaften 
dieser Hyperflachen im Kleinen stiitzen. 


§ 2. 
Existenzsitze iiber die Regularititshiillen von Hyperflichen. 

Auch in diesem Abschnitt beschriinken wir uns zunichst auf Funk- 
tionen zweier komplexer Verinderlichen. Wir beweisen 

Satz 4: Das einmal stetig differenzierbare Hyperfjlichenstiick §: 
p(u, v, 2, y) = 0 habe mit der Hyperebene 3 den Punkt P gemeinsam und 
liege in einer Umgebung von P ganz auf einer Seite von 3. P sei ge- 
wohnlicher Punkt von p(u,v, z,y) = 0. Dann gibt es einen vierdimen- 
sionalen Bereich 8, in dem jede auf & regulire Funktion noch requlér ist. 

Beweis: Man darf ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, 
da8 3 die Hyperebene z = 0, P = (0,0,0,0) ist und daB § in einer 
Umgebung von P ganz auf der Seite z > 0 liegt. 3 ist Tangential- 
hyperebene von (u,v, 2, y) = 0 in P; da P gewoéhnlicher Punkt von 
p(u, v, % y) =O ist, muB g,(P)= o(P) = 9,(P)=9, 92(P) + 9 
sein. Daher la8t sich (u,v, 2, y) = 0 in einer Umgebung Uf von P 
nach z auflésen, und man erhialt die fiir U giiltige ,,normierte’* Dar- 


stellung von §: z = Q(u, v, y) 


Nach unserer Voraussetzung iiber § gibt es nun ein ¢ > 0, so daB fiir 
v+v+tysce 
Q(u,v,y) > 0 
ist, wobei das letzte Gleichheitszeichen nur fiir u = v = y = 0 gilt. Sei 
M>0O das Minimum von Q(u,v,y) fir vw+v+y =e. Wir be- 
trachten den Bereich 8, dessen Punkte den Bedingungen 
u? + v2 + y° < é, 
Q(u,x,y)<2<M 


stets 
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geniigen und der die Punkte (u,v, z, y) = (0,0,2,0) mit O0<2<M 
enthalt. Das zu § gehérige Randstiick R von B ist zusammenhingend; 
ferner bleibt jedes Funktionselement einer auf § reguléren Funktion auf 
R eindeutig. Auf den Bereich B ist nun Satz 3 anwendbar (die Rolle 
von ¥ spielt hier die Hyperebene z = M); jede auf § regulire Funk- 
tion /(w, z) ist also in das ganze Innere von % hinein fortsetzbar. 

Im folgenden zeigen wir, daB die Regularitatshiillen nichtanalytischer, 
zweimal stetig differenzierbarer Hyperflichenstiicke stets vierdimensionale 
Bereiche enthalten. 

Satz 5: Sei §: p (u, v, zc, y) = 0 ein zweimal stetig differenzier- 
bares Hyperflichenstiick, auf dem L(p) nicht tiberall Null ist. Dann gibt 
es einen vierdimensionalen Bereich 8, in dem jede Funktion, die auf 
¢ (u, v, z, y) = 0 reguldr ist, sich noch regulir verhdlt. 

Unter L(g) verstehen wir wie iiblich den Levischen Differential- 
ausdruck. 

Beweis: Auf (u,v, z, y) = 0 gibt es sicher einen gewdhnlichen 
Punkt P, in dem L(q@) ungleich Null ist. Es kann ohne Einschrankung 
der Allgemeinheit angenommen werden, daB P = (0, 0, 0, 0), L(gp) > 0 
und §: (u,v, x, y) = 0 dort in der wormierten Form 
(lI) psert+av’+a,v’+a,uv+auy+avy+ay+...=0 
gegeben ist. Die Bedingung L(y ) > 0 bedeutet 

b= 3(a,+4,) = t-L(gp) > 0. 
Dann verliuft die analytische Hyperfliche © 
z= —}(a,—a,—ia,)w+A-@+i-B-t (t-reell) 
oder reell: 
(dl) z= — }(a, — a,)(u® — vo) —a,uv+ A-?, 
y = 4a, (u* — v*) — (a, —a,)uv+ B-t 
(mit geeigneten reellen A und B) in einer Umgebung von P ganz auf 
der Seite g (u,v, z, y) > 0. Einsetzen von (II) in (I) liefert naimlich 
(III) p(S) = b(w’ + 0%) +4, But+a,Bvt+(A+a,B*)?+.... 


Fiir das Verhalten von S in einer Umgebung von P kommt es allein 
auf die in (III) auftretende quadratische Form der drei Variablen w, v, ¢ 
an. Damit sie positiv definit ist, ist hinreichend, da8 in der Koeffizienten- 
matrix 


b 0 }-a,-B 
( 0 b° «64-a,-B 
}-a,-B 4-a,-B A+a,-B 
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die geschachtelten Unterdeterminanten 
b 0 }$a,-B 
M= 0 b $a,: B 
a,-B 4a,-B A+a,-B 
gréBer als Null sind‘). Fiir die beiden ersten Determinanten trifft dies 
zu; die Ausrechnung der dritten Determinante ergibt: 


M = b[b(4 + a, BY) — = (a? + a3). 


Wahit man hier A > 0, ferner B geniigend klein und ungleich Null, so 
wird M>0; d.h. die mit diesen GréBen gebildete analytische Hyper- 
flache S verliuft in einer Umgebung von P ganz auf einer Seite von § 
und hat in P einen gewéhnlichen Punkt. Sei nun /(w,z) eine Funktion, 


die auf § regulir ist. Dann bilde man eine Umgebung U von P ver- 
mittelst der Transformation 


rT: z2=—t(a,—a,—ia)w’+A27+4iBz 


w= Ww 


b 0 


b, 
0 6 





auf einen (schlichten) Bereich Uf des (w, 2)-Raumes ab. Die analytische 
Hyperfliche S geht hierbei in die Hyperebene S:J(z) = 0 iiber, das 
Bild von § — es sei mit § bezeichnet — liegt in einer Umgebung von 
(0, 0, 0,0) ganz auf einer Seite von S, und die Funktion f(w, z) geht in 
eine regulire Funktion }(@, z) tiber; d. h. die Voraussetzungen von Satz 4 
sind erfiillt. Es gibt mithin einen Teilbereich 8 von i, in dem alle auf 
¥ regularen Funktionen noch regular sind. Geht man durch die zu T 
inverse Abbildung wieder in den (w, z)-Raum, so geht 8 in einen Be- 
reich 8 von der im Satz behaupteten Eigenschaft iiber. 

Folgerung: Die Regularitatshiille eines zweimal stetig differenzier- 
baren Hyperflaichenstiicks % : p (u, v, x, y) = 0, das nicht analytisch ist, um- 
faBt stets einen vierdimensionalen Bereich. Ist auf & tiberall L(q) groper 
als Null und hat § nur gewdhnliche Punkte, so besitzt jeder auf § ge- 
legene Punkt eine Umgebung U, derart, daB der auf der Seite p(u, v, x, y) <0 
liegende Teil von U zur Regularititshiille von § gehért. 

Verschwindet L(g) auf § langs einer zweidimensionalen Mannig- 
faltigkeit 2, so kann die Regularitatshiille von § lings 2 in mehrere ge- 
trennte Bereiche zerfallen, wie folgendes Beispiel zeigt: Man betrachte 
das Hyperflachenstiick 


Se: gp=et+yt+uy =0. 
L(y) = — 2y(y + u). 


6) Siehe etwa Dickson, Modern algebraic theories. 


Es ist 
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Langs der analytischen Ebene z = 0 ist L(y) = 0. Nun kann die Regu- 
laritatshiille von § sicher keinen Punkt der Hyperebene y = 0 enthalten 
(auBer den auf z = 0 gelegenen Punkten), denn jede der Funktionen 


f (w, z) = 


ist auf § regular, dagegen singular in der auf y = 0 gelegenen Ebene 
z=a. Die Hiille von § umfaBt also mindestens zwei getrennte Be- 
reiche. Man ersieht auch aus diesem Beispiel, da8 die Regularitatshiille 
einer nichtanalytischen Hyperiliche § im allgemeinen lings jeder auf § 
gelegenen analytischen Flache 2 zerfallen wird. (Langs jeder solchen Fliche 
ist L(g) = 0!) 

Andererseits braucht die Hiille eines nichtanalytischen Hyperflachen- 
stiicks nicht zu zerfallen, wenn L(q) lings einer nichtanalytischen 
zweidimensionalen Fliche 2 verschwindet. Man betrachte z. B. das 
Hyperflachenstiick 


S:¢y=v-—z=0 (-l<u< )). 





(a reell und + 0) 


z—@ 


Es ist 

L(g) = 6u. 
Langs der nichtanalytischen Ebene u = z = 0 verschwindet L(g). Die 
Regularitatshiille §(%) ist jedoch nach den Ergebnissen des niachsten 
Paragraphen mit der euklidisch-konvexen Hiille von § identisch, und diese 
enthalt sicher nur einen einzigen vierdimensionalen Bereich. 

Im Gegensatz zu den hier bewiesenen Siatzen zeigen die analytischen 
Hyperflichen ein véllig anderes Verhalten. Wir beweisen: 

Satz 6: Sei § ein analytisches, zweimal stetig differenzierbares Hyper- 
flachenstiick und P, ein gewohnlicher Punkt auf ihm. Dann gibt es eine 
Umgebung von P,, derart, daB das in dieser Umgebung gelegene Stiick 
von % lediglich sich selbst zur Regularitdtshiille hat. 

Beweis: Man darf annehmen, daB P, der Punkt (0,0, 0,0) ist. 
Aus der Voraussetzung iiber P, folgt, daB sich die § darstellende Gleichung 

gy (u, v, z, y) = 0 


in einer Umgebung von P, nach einer Verinderlichen auflésen laBt; § be- 
sitzt demnach dort etwa die Darstellung 


—f(u,v,y) = 0. 
In einer Umgebung U von P, ist L(z — f(u,v,y)) = 0. Da die Variable 
z in der Gleichung z — / (u,v, y) = 0 nur linear auftritt, kann die Funktion 
F (u,v, 2, y) = L(x — f (u,v, y)) 


nicht mehr von ihr abhingen und mu8 also, als Funktion u,v, y be- 
trachtet, in einer Umgebung von (0,0, 0) identisch verschwinden. Hieraus 








op Seal 
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ergibt sich, daB der Levische Differentialausdruck auch fiir alle Nachbar- 


hyperflachenstiicke z—f(u,v,y =e (e reel) 


verschwindet. Um P, laBt sich eine Dizylinderumgebung U*, die ganz in 
U liegen mége, abgrenzen, derart, daB durch jeden darin gelegenen Punkt P 
genau eines dieser Nachbarhyperflichenstiicke geht. Jedes analytische 
Hyperflichenstiick besteht aus einer einparametrigen Schar analytischer 
Flachenstiicke; daher geht durch jeden solchen Punkt P auch ein analyti- 
sches Flachenstiick, das § uicht trifft, falls nicht P auf § liegt. Das 
in U* gelegene Stiick von § hat sich selbst zur Hiille: Ist naimlich Q 
ein innerhalb U*, aber nicht auf § liegender Punkt, so gibt es eine 
Funktion g(w,z), die in Q singular, auf § aber regulir ist, und die U* 
zum Existenzbereich hat. Dies folgt aus der Cousinschen Ubertragung des 
WeierstraBschen Produktsatzes; danach gibt es eine in U* existierende 
Funktion, die die durch Q gehende analytische Flache als Polmannig- 
faltigkeit besitzt, sonst aber iiberall in U* regular ist. Andererseits bleibt 
jedes Funktionselement, das auf dem in U* gelegenen Stiick von § regular 
ist, dort eindeutig. Demnach ist die Regularitatshiille des in U* liegenden 
Stiicks von mit diesem Hyperflachenstiick selbst identisch. 

Fiir diesen Beweis ist die Voraussetzung wesentlich, da8 P, gewohn- 
licher Punkt ist, d.h. daB p(u,v,2,y) = 0 nach wenigstens einer Ver- 
anderlichen auflésbar ist. Andernfalls braucht namlich L(g) fir die 
Nachbarflichenstiicke (u,v, x,y) = € nicht zu verschwinden, auch falls 
dies fiir p(u,v,z,y) = 0 zutrifft. Man beachte hierzu das folgende 
Beispiel: Sei § das Hyperflachenstiick 

(w+ v)—(2+y)=0, #@+0°+2?4+y¥ <1. 
Dann ist nach bekannten Sitzen iiber die Regularititshiillen Reinhardt- 
scher Kérper jede Funktion, die auf § regular ist, im ganzen Dizylinder 
(jw| <1, |z| < 1) regular. 

Die Verallgemeinerung: von Satz 6 auf (2-1)-dimensionale analytische 
Hyperflachen im Raum von n komplexen Verinderlichen bietet keine 
Schwierigkeit; dagegen erfordert die Ubertragung von Satz 5 besondere 
Uberlegungen. Wir beweisen 

Satz 7: Sei §: p(x, y,3 La, Yos --+3 Las Yn) = 0 ein zweimal stetig 
differenzierbares nichtanalytisches Hyperflichenstiick. Dann gibt es einen 
2n-dimensionalen Bereich 8, in dem jede Funktion f(z,, ...,%,), die sich 
auf gp = 0 analytisch verhilt, noch analytisch ist (n > 2). 

Beweis: Fihrt man in 9(z,, 4,;...; %,Yn) = 0 nach dem Vorgang 
von Wirtinger die neuen ,,Koordinaten“ 

Sat pat t 


: cea M 
y= 2,—ty, m) 
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ein, so besagt die Voraussetzung iiber }, da die Hermitesche Form 
(I) D Pus (2, ze, ove an) 24° 2, 
“uy 
unter der Nebenbedingung 
(IT) J Ou (2, ,.. 2) +e = 0 
“ 


nicht in allen Punkten (2) von § identisch verschwindet’). Angenommen, 
(I) nehme fiir den auf § gelegenen gewdhnlichen Punkt P: 2 = 0 unter 
der Nebenbedingung (II) einen positiven Wert an. Dann gibt es nach 
Krzoska eine ,,Parabel* 


Z =a,t+b, (t komplex; pw = 1,2,...,n), 


die in einer Umgebung von P ganz auf der Seite g > 0 liegt. Man 
bilde diese Parabel in einer Umgebung von P mittels einer in P ein- 
eindeutigen analytischen Transformation auf die zweidimensionale Ebene 


2=...=2%=0 


ab. Das ist, da nach Krzoska nicht alle a, und 6, gleichzeitig ver- 
schwinden, stets méglich. Die Hyperfliche » = 0 geht hierbei in eine 
zweimal stetig differenzierbare Hyperfliche § : @ = 0 iiber; die analytische 
Ebene 2, = ........ = z, = 0 liegt in einer Umgebung von P ganz auf 
der Seite @ > 0. Hieraus folgt, daB die partiellen ersten Ableitungen 
von @ nach z, und y, in P verschwinden; da P jedoch gewéhnlicher Punkt 
auf @ = 0 ist, mu8 eine der partiellen ersten Ableitungen, etwa @,,, in 
P ungleich Null sein. Man betrachte das dreidimensionale Hyperflachenstiick 
B* : D (Lys Yi5 Ve, Yg3 9,0; ...;0,0) = 0 

im Raum der zwei komplexen Verinderlichen z,,z,. %* ist sicher kein 
analytisches Hyperflachenstiick, weil im R, kein analytisches Hyperflachen- 
stiick die analytische Tangente in einem gewéhnlichen Punkt ganz auf 
einer Seite l48t. Eas gibt also in jeder Umgebung von P Punkte auf §*, 
in denen L(g) + 0 ist. Man darf annehmen, daB P seibst ein solcher 
Punkt und L(@p) > 0 ist. Nach Satz 5 gibt es nun einen Bereich 
B.,—...=2,—<0 nz, =... = 2, = 0, in dem jede Funktion f (z,,...,z,), die 
auf §* regular ist, sich in bezug auf z, und z, noch regular verhilt. 
Wegen der zweimal stetigen Differenzierbarkeit von @ (2,, ¥,;..-3; Zns Yn) 
gibt es ein positives ¢, so daB auf allen Nachbarhyperebenen 


2 = 2,...,2% = 2 mit || <e (i = 3,...,n) 


7) Vgl. J. Krzoska, Uber die natirlichen Grenzen analytischer Funktionen 
mehrerer Verinderlichen. Dissertation Greifswald 1933. 
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ebensolche Bereiche B 0) o existieren, und zwar hangen die B w) xO) 
ee - a - 


in dem Sinne stetig von z,.. ..2 ab, daB es um P eine 2n-dimensionale 
Umgebung U(P) mit folgender Eigenschaft gibt: Fiir jeden innerhalb 
U(P) auf der Seite 9 (z,,y,....,%n, Yn) <0 gelegenen Punkt (2, .. ., 2%) 
gilt, daB (2,..., 2) in Bi), , x liegt. (Man vergleiche die Beweise zu 


Satz 4 und 5!) Bezeichnet man den auf der Seite ¢ (z,, y,,..., Zn: Yn) <0 
gelegenen Teilbereich von U(P) mit B, so ist also die Funktion / (z,,...,z,, 
in jedem Punkte von % in bezug auf z, und z, regular, wahrend sie auf 
@ (Zs Yy, +++» Lay Yn) = O in bezug auf alle Variablen regulir ist. Daraus 
ergibt sich nach einer Verallgemeinerung eines bekannten Hilfssatzes von 
Hartogs*), daB /(z,,...,2,) in ganz 8 in bezug auf alle Variablen regular ist. 

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes zusammen zu 

Satz 8: Sei §: p(x, Yq,---s Zn Yn) = O(n S} 2) ein zweimal stetig 
differenzierbares Hyperflichenstiick. Notwendig und hinreichend dafiir, dag 
die Regularitétshiille jeder (2n-1)-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit von § 
2n-dimensionale Gebiete umfapt, ist, dab & kein (2n-1)-dimensionales analy- 
tisches Hyperflichenstiick ale Teilmannigfaltigkeit enthdlt. 

Beweis: Die Bedingung ist notwendig. In der Tat! Enthielte § 
ein (2n-1)-dimensionales analytisches Hyperflachenstiick, so gibe es auf ihm 
einen gewéhnlichen Punkt P und dazu eine Umgebung U(P), derart, dab 
das in U(P) gelegene Stiick von § lediglich sich selbst zur Regularitits- 
hiille hatte. 

Die Bedingung ist auch hinreichend. Denn die Regularitiatshiille jeder 
(2m-1)-dimensionalen nichtanalytischen Teilmannigfaltigkeit von § enthilt 
nach Satz 5 bzw. Satz 7 stets 2n-dimensionale Gebiete. 

Wir haben uns in unseren Uberlegungen bisher auf regulire Funktionen 
beschrinkt. Fast alle erhaltenen Ergebnisse lassen sich indessen un- 
mittelbar auf meromorphe Funktionen iibertragen. Entsprechend der zu 
Anfang gegebenen Definition der Regularitiatshiille eines Hyperflichenstiicks 
la8t sich zunichst der Begriff der Meromorphiehiille einfiihren. Die Satze 
des Paragraphen 1 gelten fiir meromorphe Funktionen, weil, wie bereits 
hervorgehoben, der fiir die Beweise grundlegende Kontinuitiitssatz fiir solche 
Funktionen gilt. Das gleiche trifft auf die Siitze 4 und 5 zu. Auch 
Satz 6 laBt sich in einfacher Weise iibertragen. Dagegen stéBt der Ver- 
such einer Ubertragung von Satz 7 noch auf Schwierigkeiten. Das liegt 
daran, daB von dem am SchluB des Beweises benutzten Hartogsschen 
Hilfssatz nicht bekannt ist, ob er auch fiir meromorphe Funktionen giiltig 


’) Siehe z. B. Osgood, Lehrbuch der Funktionstheorie Bd. II, 1 (2. Aufl.), 8. 249. 
Der dort bewiesene Hilfssatz laBt sich leicht in der gewiinschten Form auf Funk- 
tionen von n komplexen Veranderlichen tbertragen. 
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ist. Alle Beweisversuche in dieser Richtung sind bisher fehlgeschlagen. 
Setzt man aber von der im Beweise zu Satz 7 auftretenden Hermiteschen 
Form 

] Pur (2, ..., 2) 2, +2, 

a, 
voraus, da sie positiv definit ist, so liBt sich das Verfahren des Beweises 
zu Satz 5 iibertragen, denn in diesem Falle gibt es nach Krzoska ein 
(2m-2)-dimensionales analytisches Flichenstiick, das das gegebene Hyper- 
flachenstiick 

P (ys Yrs -- +s Zar Yn) = O 
in 2°) =... = 2“ = 0 beriihrt und in einer Umgebung dieses Punktes ganz auf 
einer Seite unseres Hyperflichenstiicks liegt. In ahnlicher Weise wie oben 
laBt sich zeigen, daB es dann sogar eine (2n-1)-dimensionale analytische 
Hyperfliche mit der gleichen Eigenschaft gibt. Unter dieser einschrin- 
kenden Voraussetzung gilt Satz 7 demnach auch fiir meromorphe Funktionen. 


§ 3. 
Die Hiillen Reinhardtscher Kreishyperflichen. 

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir eine Bedingung fiir die 
Existenz 2n-dimensionaler Regularitatshiillen von (2n-1)-dimensionalen Hyper- 
flichenstiicken aufgestellt. In diesem und dem folgenden Paragraphen soll 
es sich nun darum handeln, fiir die Spezialfille der Reinhardtschen und 
Hartogsschen Hyperflichenstiicke im Raum zweier komplexer Verinder- 
lichen genauere Aussagen iiber die Gestalt der Regularitatshiillen zu machen. 
Wir bemerken, daB die folgenden Uberlegungen in gleicher Weise fiir 
regulire wie fiir meromorphe Funktionen gelten. Der Einfachheit halber 
formulieren wir sie nur fiir regulare Funktionen. 

Definition: Als Reinhardtsches Kreishyperflaichenstiick bezeichnen 
wir ein Hyperflichenstiick, das jede der Transformationen 

w = we 


, 


+ mace (—-o <0, 0, < + ~) 
in sich zulapt. 

Wendet man auf ein Reinhardtsches Kreishyperflichenstiick §, das 
keinen Punkt mit den Achsen w= 0 und z= 0 gemeinsam hat, die 
Transformation 

w = log w, 

z = logz 
an, so geht § in ein Hyperflichenstiick § iiber, das mit einem Punkt 
(Uo, %, Zp, Yo) auch alle Punkte (u,, %,Z,, y) mit beliebigen 0 und # ent- 
halt. Uber Bereiche mit dieser Eigenschaft beweisen wir 
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Hilfssatz 1: Sei B ein Bereich, der mit einem Punkt (u,, v,, 2, Yo) 
alle Punkte (u,, v, 2, y) mit — oe <v, y< + o enthdlt. Dann ist die 
Regularitatshiille §(B) von B die euklidisch-konvere Hiille von B. 

Beweis: Sicher enthalt §(%) mit einem Punkt (u,, v,, z,, y,) auch 
alle Punkte (u,, v, z, y) mit beliebigen v und y. Denn $ wird durch 
alle Transformationen 

w= w—ia, 
een (a, 6 reell) 


>—_ 


“ 


in sich iibergefiihrt, und jede analytische Transformation, die einen Bereich 
auf sich selbst abbildet, ist auch ein Automorphismus der Regularitits- 
hiille. Wir zeigen, daB der Schnitt S von §(%) mit der Ebene v = y = 0 
euklidisch-konvex ist. Hierzu ist hinreichend, da8 S mit zwei Punkten P, 
und P,, die innerhalb S durch einen aus zwei Strecken S, und S, be- 
stehenden Polygonzug verbindbar sind, auch ihre Verbindungsstrecke ent- 
hilt. Sei P, der Schnittpunkt von S, und S,, ferner f (w, z) eine in B 
regulire Funktion. Durch eine reelle affine Transformation 
uo = 4,,U+4,,7+ 4,9, 
a = dy, U+Gy,%+ Ay, 
fiihre man P,, P,, P, in die Punkte P, = (— 1,1), P; = (1,1), P, = (0,0) 
iiber. Durch die Transformation 

w’ = 4,,W+4,,2+ a4, 


a! 


2’ = Ay, W + G,42+ Ay, 
geht dann $% in einen Bereich 8’ iiber, der wie 8 mit einem Punkt 
(uy, vo, x, y') alle Punkte (uo, v’, 2, y/) mit beliebigen v’ und y’ enthilt; 
ferner §(%) in §(%’) und /(w,z) in eine in B’ regulire Funktion g(w’, z’). 
Diese ist insbesondere reguliér in allen Punkten (u’, v’, 2’, y’) mit 
uz—gz?= 0, 0<7 sl, 
weil diese Punkte von den Bildern von S, und S, gebildet werden. Jedes 
auf dieser Mannigfaltigkeit regulire Funktionselement bleibt dort ferner 
eindeutig. Sei nun P = (uw), 0, x, 0) ein Punkt in dem Dreieck mit 
den Eckpunkten P;, P,, P;. Dann lassen sich zwei reelle Zahlen A und B 
so bestimmen, da die Parabel 
a =Aw?+B (4 > 0) 
durch P,, P:, P, lauft. Wir betrachten die analytische Hyperfliche 
z= A(w?-—v*)—AS B, 
9: \y e mh) : met (t reell):; 


ihr im Innern des Bereiches 


D:uv?-272<0, 0<2a< 1 
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gelegener Teil sei mit Yp bezeichnet. Yp ist ein dreidimensionales (auf 
Y gelegenes) Gebiet mit zusammenhangendem Rande, und zwar besteht 
dieser Rand nur aus Punkten der Hyperebenen u’*?— az’ ?=0. Trans- 
formiert man Y durch die auf ¥) analytische und umkehrbar eindeutige 
Abbildung 

w’ = w* 


2 =A w**—Az2**+i2*+B 


in die Hyperebene 3 (z*) = 0, so geht Yo in einen auf 3(z*) = 0 gelegenen 
(dreidimensionalen) Bereich 9% mit zusammenhaingendem Rande iiber. 
Y% ist beschrinkt, denn fiir 


vitvw?+f>M (M geniigend groB) 


verliuft die Hyperfliche 9 ganz auBerhalb von D. Auf YH laBt sich 
nun Satz 1 aus §1 anwenden. Geht man wieder zu Yy zuriick, so er- 
gibt sich, daB g(w’,z’) in ganz Yy, also auch in Pj, regular ist. Was 
wir fiir die inneren Punkte des Dreiecks P, P; P; gezeigt haben, gilt 
auch fiir die Strecke P, P,, denn man kann das Dreieck P, P, P; durch 
ein etwas gréBeres ersetzen. 


Demnach ist S und folglich auch §(%) euklidisch konvex. Anderer- 
seits ist die euklidisch-konvexe Hiille R(S) von B Regularitatsbereich. 
Daher ist §(B) mit R(B) identisch. 


Die fiir den vorstehenden Beweis wesentliche Tatsache, daB zur Regu- 
laritatshiille eines Paares von Hyperhalbebenenstiicken, die sich in einer 
nichtanalytischen Ebene schneiden, ein voller vierdimensionaler Teil des 
von ihnen eingeschlossenen Winkelraums gehért, bleibt nicht allein auf 
Hyperebenen beschrankt. Es gilt vielmehr noch 


Hilfssatz 2: Die beiden einmal stetig differenzierbaren H yperflaichen- 
stiicke %,:9,(u,z) = 0 und §,: y,(u, z) = 0 mégen sich in der nicht- 
analytischen Ebene €:u=u,, « =, schneiden und dort verschiedene 
Tangentialhyperebenen besitzen. Mit §f und FF seien diejenigen Stiicke 
von %, und %, bezeichnet, fiir die Min (@,,~,) = 0 ist. Dann gibt es eine 
Umgebung von €, so daB jede auf &T und FF regulire Funktion f(w, z) 
sich reguliir in denjenigen Teil dieser Umgebung fortsetzen lapt, fiir den 
Min (¢,, ~,) > 0 ist. 

Beweis: Durch Ausfithrung einer geeigneten linearen analytischen 
Transformation la8t sich erreichen, daB € die Ebene u = z= 0 wird 
und daB %f und §F in einer Nachbarschaft |u| << ¢, |x| < ¢ von € (mit 
geniigend kleinem positiven ¢) die Darstellungen 9, =z — y,(u) = 0 
(—exSus0) und 9, =2z— y,(u) (OS ue) besitzen; dabei sei in 
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den entsprechenden Intervallen stets y,(u)< 0 bzw. y,(u) > 0, ferner 
gelte y,(— «) = y,(e) = «. Durch jeden innerhalb des Bereiches 


z— y,(u) > 0, 
B:{ s—y,(u) > 0, 
0O<t<e 


gelegenen Punkt l48t sich nun, genau wie im Beweis zu Hilfssatz 1, eine 
analytische Hyperflache von der Form 

z= A(u?—v*)—At’+ B, 

y =2Auv+t+C 
angeben, die zusammen mit §f und fF einen in B gelegenen beschrankten 
Bereich begrenzt. In gleicher Weise wie oben folgt, daB sich jede auf §f 
und %} regulare Funktion / (w, z) regular in jeden im Innern von 8% liegenden 
Punkt dieser analytischen Hyperflache fortsetzen laBt. 

Demnach gehért ganz 8 zur Regularitiatshiille des Hyperflachenpaares 
(7, 7), und unser Hilfssatz ist bewiesen. 

Wir kénnen nun beweisen: 

Satz 9: Es sei §:@(\wl|,|z|) = 0 ein endliches Reinhardtsches 
Kreishyperflichenstiick, das mit den Ebenen w = 0 und z = 0 keinen Punkt 
gemeinsam habe. (|w\|,|z|) = 0 sei zweimal stetig differenzierbar wnd in 
jedem Punkte nach |\w| oder |\z| auflésbar. Dann stimmt die Regularitats- 
hiille $(%) von % mit der logarithmisch-konvexen Hiille von % bis héchstens 
auf Randmannigfaltigkeiten tiberein. 

Beweis: Durch die Transformation 

w’ = log w, 

z’ = logz 
geht § in ein Hyperflichenstiick §: p(u’, 2’) = 0 und §(%) m §(F) 
iiber. Wir betrachten die beiden Méglichkeiten L(y)=0 und L(y) +0: 

1. L(y)=0. Da p(w’, 2’) = 0 iiberall nach einer Verinderlichen 
auflésbar ist, ergibt sich, daB % ein Hyperebenenstiick ist; denn sei etwa 
x’ —z(u’) = 0 das Ergebnis der Auflésung in einem willkiirlich gewahlten 
Punkt auf §’, so besagt L(x’ — y(u’))=0, daB x eine lineare Funktion 
ist. Fiir diesen Fall ist aber die Giiltigkeit des Satzes klar; denn die 
Regularitatshiille wie auch die konvexe Hiille unseres Hyperebenenstiickes 
besteht lediglich aus diesem Hyperebenenstiick selbst. 

2. L(y) +0. Wir wahlen auf % eine Ebene €: wv = w, 2’ = x, 
langs der L(y) + 0 ist. Nach Satz 5 gibt es um € eine vierdimensionale 
Halbumgebung U, die zur Regularititshiille von §’ gehért; U enthalt mit 
jedem Punkt (u;, v;, 2}, y;) alle Punkte (u;, v', x, y’) mit beliebigen v’, y’. 
Es sei 8 der gréBte Bereich, der in der Regularitatshiille von § ent- 
halten ist und zugleich U umfaBt. Nach Hilfssatz 1 mu8 8 konvex 
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sein. Wir behaupten, daB jeder Punkt von % innerer oder Randpunkt 
von % ist. Wire dies nicht der Fall, so gabe es auf § eine Ebene €*: 
u’ = u'*, 2’ = a'*, die F so in zwei Teile zerlegt, daB der eine Teil in 
einer Umgebung von €* nur innere oder Randpunkte von $8 enthilt, der 
andere aber — er sei mit %* bezeichnet — in jeder Nachbarschaft von €* 
auch fuBere Punkte. Da 8 konvex ist, lat sich durch €* ein Hyper- 
ebenenstiick 9 legen, das nicht mit der Hypertangente an § in €* zu- 
sammenfillt und ganz in % liegt. Hilfssatz 2, angewandt auf §* und Y, 
lehrt nun, daB es um €* im Widerspruch zu unserer Annahme eine volle, 
durch das Hyperflachenstiick  begrenzte Halbumgebung geben muB, die 
zur Regularitatshiille §(%’) von § gehdrt. 

Der Bereich 8 umfaBt demnach die konvexe Hiille K(f’) von F. 
Andererseits kann §(%’), und damit %, nicht gréBer sein als K(f’), denn 
RK (%’) laBt sich als konvexer Bereich approximieren durch konvexe Be- 
reiche — also durch Regularititsbereiche —, die ihn ganz umfassen °). 

Damit ist unser Satz bewiesen. 

Die Einschrankung, daB §(%) mit der logarithmisch-konvexen Hille von § 
nur bis auf Randmannigfaltigkeiten tibereinzustimmen braucht, ist notwendig. Denn 
nach unserer Definition der Regularitatshillen von Hyperflachenstiicken kénnte § (%) 
sowohl abgeschlossen wie nichtabgeschlossen sein. Fiir beide Méglichkeiten lassen 
sich leicht Beispiele angeben. 

Zur Bestimmung der Regularitatshiille eines zweimal stetig differen- 
zierbaren Reinhardtschen Kreishyperflaichenstiicks §: p(|w|, |z|)= 0, das 
Punkte mit den Achsen w = 0 oder z = 0 gemeinsam hat, ist noch eine 
zusitzliche Betrachtung erforderlich. Nach Satz 9 ist klar, daB $(%) die 
logarithmisch-konvexe Hiille von § umfaBt, aber sie kann sich von dieser 
auch héchstens um Randmannigfaltigkeiten sowie um Punkte auf den 
Achsen unterscheiden. Wir bezeichnen die Kurve ¢(|w|, |z|) = 0 in der 
(|w|, |z|)-Ebene mit ©, ferner setzen wir 


C, = log |}, 
fC, = log |z| 


und nennen das Bild von € in der (¢,, ¢,)-Ebene €. Enthalt nun € etwa 
einen Punkt auf der Achse z = 0, der von dem Koordinatenanfang ver- 
schieden ist, so besitzt € eine zur negativen ¢,-Achse parallele Asymptote. 
Daraus folgt, daB jeder € umfassende konvexe Bereich, also auch die 
konvexe Hiille von €, jede zur negativen ¢,-Achse parallele Halbgerade 
enthalt, deren Endpunkt ein Punkt € ist Fir das Bild von §(%) in 
der (|w|, |z|)-Ebene bedeutet dies, daB zu ihm die Punkte aller Lote ge- 
héren, die von € aus auf die | w|-Achse gefallt werden kénnen, eventuell 


®) ,,Ganz umfassen“ bezieht sich hier nur auf Punkte im Endlichen. 
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abgesehen von den FuBpunkten auf dieser Achse. Wir behaupten, dab 
durch diese FuSpunkte genau die Punkte der Ebene z = 0 gekennzeichnet 
werden, die zu §(§) gehéren. Denn jede auf § regulare Funktion /(w, z) 
bleibt in einer Umgebung dieses Stiickes €* der Ebene z = 0 regulir; 
wire sie in einem Punkte von €* singular, so miiBte dies auf Grund des 
Kontinuitatssatzes in jedem Punkt von €* der Fall sein; das ist aber 
ausgeschlossen, weil /(w, z) ja in denjenigen Punkten von €* regular ist, 
die zu § gehéren. Andererseits kann § () nicht auBer €* noch weitere 
auf z = 0 gelegene Punkte enthalten, denn die durch €* ergiinzte loya- 
rithmisch-konvexe Hiille von § ist ein Regularititsbereich, der durch 
Regularitatsbereiche approximiert werden kann, die § umfassen. 

Enthalt % den Koordinatenanfang**), so ist nach bekannten Siatzen 
jede auf § regulaire Funktion in den kleinsten eigentlichen logarithmisch- 
konvexen Reinhardtschen Kérper ®, der § umfaBt, regular fortsetzbar, 
und 5(§) ist mit R, abgesehen héchstens von Randmannigfaltigkeiten, 
identisch. 


§ 4. 
Uber die Regularititshiillen Hartogsscher Hyperflichen. 


Definition: Unter einer Hartogsschen Hyperfliche sei eine Hyper- 
fliche verstanden, die jede der Transformationen 


| wo = w-el? 


(-2 << 0< + a) 


\ vA = 2 

bzw. s 
[er 6 ow SHE Hw 
\ z2=z-ed 


in sich zuldpt. 
Im folgenden betrachten wir nur solche Hartogsschen Hyperflichen- 
stiicke, die sich in der Form 
|w| = h(z, y) >0 
darstellen lassen, wobei h(z, y) eine zweimal stetig differenzierbare Funk- 
tion ist. Ubt man auf ein Hartogssches Hyperflichenstiick § die Trans- 
formation 


st sl 
I 


log w, 
z 


aus, so geht § iiber in ein zweimal! stetig differenzierbares Hyperflachen- 
stiick, das durch eine Gleichung 
a =7(Z, ¥) 
1) Vgl. hierzu P. Thullen, Die Invariens des Mittelpunktes von Kreiskérpern, 
Math. Annalen 104 (1931), Hilfssatz 2, S. 255. 


Mathematische Annalen. 114. 36 
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dargestellt wird, in der also die Verinderliche ¢ nicht mehr auftritt. 
Uber solche Hyperflichenstiicke beweisen wir folgenden 


Hilfssatz: Auf dem Hyperflichenstiick S: 


u =g(z, y) 
set tiberall L (g(x,y) —u) <0. (Abgekiira: L(S) <0). Dabei mégen x 
und y in dem einfach zusammenhingenden Gebiet B* variieren, das von 
der stiickweise glatten Jordankurve © begrenzt werde. g(x, y) sei im Innern 
und auf dem Rande von 8” zweimal stetig differenzierbar. Dann gelangt 
man zur Regularititshiille §(S) von S in folgender Weise: Man lise mit 
den durch g(x, y) auf © gegebenen Werten die Randwertaufgabe der 
Potentialtheorie fiir das Gebiet B=” und erhilt so eine in B®” reguldre 
Potentialfunktion (zx, y). Der vierdimensionale Teil der Regularitdtshiille 
von S ist dann identisch mit dem von den beiden Hyperflichenstiicken 
u=g9(z, y) 
und 


| u = 9(z, y) 
begrenzten Bereich ©. 


Beweis: Zunichst ist unmittelbar ersichtlich, daB die Bedingung 
L(S) <0 mit der Bedingung 4q(z, y) <0 gleichbedeutend ist. Aus 
der Theorie der superharmonischen Funktionen"') folgt, daB im Innern 
von 8 iiberall g(z, y) > p(x, y) ist. Daher begrenzen die Hyper- 
flichenstiicke u = g(z, y) und u = p(z, y) wirklich einen einzigen, ein- 
fach zusammenhingenden Bereich ©. Wir zeigen nun, daf erstens jede 
auf © regulire Funktion f(w, z) in © hinein regular fortsetzbar ist, und 
zweitens, da&S © durch Regularititsbereiche approximierbar ist, die © 
und © umfassen. 

1. Man erkennt zunachst unmittelbar, daB jedes auf S regulire 
Funktionselement einer Funktion f(w, z) bei jeder méglichen Fortsetzung 
langs S eindeutig bleibt. Angenommen, /(w,z) sei nicht in ganz © 
hinein fortsetzbar! Dann wihle man in 8” einen beliebigen Punkt 
P, = (x, y,) und ziehe € iiber eine Schar stiickweise glatter Jordan- 
kurven €(t) auf P, zusammen. Dabei sei €(0) = €, €(1) = P, und 
O0xt=1. Jedes C(t) umschlieBt ein Gebiet B*”(t); fiir jedes 
B= y(t) lése man die Randwertaufgabe der Potentialtheorie mit den 
durch u = g(z, y) auf C(t) gegebenen Werten. Man erhilt so eine Menge 
von Potentialfunktionen g(z, y; ¢). Die Regularitiatshiille $(S) von © 
haingt nun von der Koordinate v nicht ab; auBerdem lat sich wegen 
der Voraussetzung L(S) <0 zu jedem Punkt auf S eine Umgebung U 
angeben, so da8 der auf der Seite g(z, y) — u > 0 liegende Teil von U 


1) Siehe B.-Th. Bericht, S. 47. 
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zu §(S) gehért. Daher existiert ein gréBtes t, mit 0 <¢, <1, so daB 
sich {(w, z) nicht regular in alle inneren Punkte des Hyperflichenstiicks 
u= p(x, y; t,) (z, y in B*(t,)) von dessen Rand aus fortsetzen liBt. 
In dem von den Hyperflichenstiicken u = g(z, y) und u = @(z, y; t,) 
(x, y in B® ”(¢,)) begrenzten Bereich ist f(w, z) dann regular und wegen 
des einfachen Zusammenhangs dieses Bereichs auch eindeutig. Man er- 
setze €(t,) durch eine im Innern von 8” (¢,} liegende Nachbarkurve §, 
derart, daB die Punkte (u, v, z, y) mit u = (z, y; t,) (x, y auf R) noch 
in §(S) liegen. f(w, z) ist also regulir und eindeutig in den Punkten 
u= (z, y; t,) (x, y auf RK); dagegen singulir in gewissen Punkten 
P = (uv',v,2', y') mit wv = plz’, y'; t) (2, y’ innerhalb 8). AuBerdem 
ist f{(w,z) regulér und eindeutig auf allen Hyperflichenstiicken 
u= p(z, y;t,) +e (2, y auf und innerhalb 8; 0<e<e, fiir ge- 
eignetes €,). Sei nun P* = (u', v', z', y') ein auf u = p(z, y; t) ge- 
legener singularer Punkt von /(w,z). Man bilde die zu (z, y; t,) 
konjugierte Potentialfunktion y(z, y) mit dem Anfangswert v' = y(z’, y') 
und setze (zx, y; t,) +t y(z, y) =C(z). Dann ist f(w, z) singulair in 
dem auf w = {(z) gelegenen Punkt P'; dagegen regulir und eindeutig 
in den Punkten w = €(z’) (z’ auf S) und auf allen Nachbarflichen- 
stiicken w = €(z)+e (2 auf und innerhalb 8; O<e<-e,). Dieser 
Sachverhalt widerspricht aber dem Kontinuititssatz; das erkennt man 
unmittelbar, wenn man die analytischen Flichenstiicke w = £(z) + ¢ 
durch die Transformation 
v= w— C (2) 


#=>2 


auf Ebenenstiicke abbildet. /(w,z) ist demnach regular in das ganze 
Innere von © hinein fortsetzbar, und diese Fortsetzung bleibt dort wegen 
des einfachen Zusammenhangs von & eindeutig. 

2. Um zu zeigen, daB §(S) nicht gréBer als G ist, geben wir eine 
Folge von Regularititsbereichen ©, an, die © und G umfassen und © 
approximieren: Ein Punkt (u,v, z, y) gehére dann und nur dann zu 6,, 
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 


1. (a, y) n B*Y, 
, 1 
2. p(z, y) <u<g(z,y) +>, (a == 1, 3, ...). 


Wir zeigen, da die ©, Regularitatsbereiche sind; die iibrigen oben an- 
gegebenen Ejigenschaften sind unmittelbar ersichtlich. Hierzu geben wir 
zu jedem Randpunkt P, eines ©, eine Funktion fp, (w, z) an, die in 6, 
regular ist, in P, aber singulir wird. Beziiglich P, = (u,, v%, 2%, 4) 
unterscheiden wir drei Fille: 

36* 
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a) P, = (z,, y,) liege auf der Randkurve € von B*”. Es sei h(z) 
eine analytische Funktion von z, die das Gebiet 8@” zum Existenz- 
bereich hat. Dann ist 
fp, (w, 2) = h(z) 
eine Funktion der gesuchten Art. 

b) Py =(z,, y) liege im Innern von 8*”, und fiir (u,, 2, y,) 
gelte u, = (z, y,)- Ist p(z, y) die zu g(x, y) konjugierte Potential- 
funktion mit dem Anfangswert v, = y(z,, y,) und setzt man 

H(z) = 9(z, y) +t yp(z, y), 
80 ist 
1 
fr, (®, 2) = —aAD 


eine Funktion der gesuchten Art. 
ce) Fiir (u,, 2, y) gelte u, = 9(z, yo) + =. Es existiert eine 
Funktion F (w, z), die in dem Bereich 


f (z, y) in Be y) 
" lu<g(s, y+ 


regular ist und ihn zum Existenzbereich hat. Fiihrt man nimlich die 


Transformation 
w’ = e* 


’ 
2=>2 


aus, so geht ©, in einen Hartogsschen Kérper ©}, iiber, der vollkommen 
ist, falls man noch die Punkte (0, 0, 2’, y’) hinzufiigt. G,, erfiillt aber 
genau die hinreichenden Bedingungen, um Regularitatsbereich zu sein "). 
’ F(w, z) ist also eine Funktion der gesuchten Art. 

Damit ist der Hilfssatz vollstindig bewiesen. Aus unseren Uber- 
legungen geht noch hervor, daB die gesamte Regularititshiille von S aus 
dem (offenen) Bereich 6 und dem Hyperflichenstiick S selbst besteht. 

Es ergibt sich nunmehr unmittelbar 

Satz 10: Sei &:|w| = g(x, y) ein im einfach zusammenhingenden 
Bereich 8 der (x, y)-Ebene definiertes Hartogssches Hyperflichenstiick. 
BY sei von der stiickweise glatten Jordankurve € berandet; g(x, y) sei 
im abgeschlossenen Bereich B*”) zweimal stetig differenzierbar, ferner sei 
dort tiberall g(x, y) > 0 und L(%) + 0. Dann erhilt man die Regularitats- 
hiille von §, indem man nach der Vorschrift des Hilfssatzes die Regularitats- 


12) Siehe B.-Th., Bericht, 8. 55. 
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hiille § des Hyperflachenstiicks % = logg (x, y) (x, y in B%”) konstruiert 
und auf § noch die Transformation 


“ 


w= 


ns) 


2 


I 


ausiibt. 


§ 5. 
Bemerkungen iiber Regularitatshiillen zweidimensionaler 
Mannigfaltigkeiten im Raum zweier komplexer Veranderlichen. 


Die bisherigen Uberlegungen haben ergeben, daS die Regularitats- 
hillen von Hyperfiichenstiicken im Raum zweier komplexer Verinder- 
lichen drei- oder vierdimensionale Stiicke enthalten kénnen. Es zeigte 
sich, da8 fiir die Dimension der Hiille die fiir die Funktionentheorie 
wichtige Klassifizierung der Hyperflichen in analytische und _nicht- 
apalytische entscheidend ist. 


Die zweidimensionalen Flichen zeigen in dieser Hinsicht ein wesentlich 
komplizierteres Verhalten. Man erkennt unschwer, daB die Regularitats- 
hiillen von beschrankten Stiicken analytischer oder nichtanalytischer Ebenen 
die Ebenenstiicke selbst bzw. Uberlagerungsflichen dieser Ebenenstiicke 
sind. Die Unterscheidung zwischen analytischen und nichtanalytischen 
Flachenstiicken ist daher fiir die Dimension ihrer Hiillen ohne Bedeutung. 


Beispiele fiir dreidimensionale Hiillen zweidimensionaler Mannigfaltig- 
keiten liefern die Sitze 1 und 2 aus §1. Im Gegensatz zu der Allgemein- 
heit des dem Satz 2 im Vierdimensionalen entsprechenden Satzes ist hier 
die Bedingung wesentlich, daB die den Bereich D begrenzende Ebene € 
analytisch ist. Das zeige folgendes Beispiel: D sei gegeben durch 


—-l<v<c4+l], «<t+l, u—2>0, y=. 


Die Rolle von € spielt hier die nichtanalytische Ebene wu = 1. Dann ist 
die Funktion 
1 


f (w, 2) wet. 


(0<e<l) 
auf dem nicht zu uw = 1 gehérenden Randstiick von D regular, dagegen 
singulir in dem Punkt u = ¢, v = ¢ = y = 0. Es 1aBt sich leicht zeigen, 
da8 jeder nicht auf dem Rande von D gelegene Punkt singulirer Punkt 
einer Funktion werden kann, die auf dem nicht zu u = 1 gehérenden 
Randstiick von D regular ist. Dieses Randstiick hat sich also selbst zur 
Regularitatshiille. 
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Noch ein zweites Beispiel fiir die Méglichkeit dreidimensionaler 
Regularitatshiillen von zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten sei angefiihrt: 
Gegeben sei das analytische Hyperflichenstiick 9): 


lw| = jw] +0; fz| < }2,| + 0. 


Es geht durch die Transformation 


liber in den in der Hyperebene 9: 
liegenden Kreiszylinder 


/(w, z) sei nun eine Funktion, die auf der zweidimensionalen Mannig- 
faltigkeit 


|w| = | |, 

Mm: |z| =|2,| und 
{ w= W,, 
2} |%| 


regular ist. Dann ist f(w,z) in ganz 9 regulir. Durch die Trans- 
formation T geht M namlich iiber in den Rand des Kreiszylinders 
iz} lz], Br) =O, 
zu dem noch die Stiicke der Ebenen 
= 2n2 (n jede ganze Zahl) 


treten, die den Zylinder in beschrankte Teile von der Hohe 227 zerlegen. 
Auf diesen Randmannigfaltigkeiten ist nun /(w,z), als Funktion von w 
und z betrachtet, regulir und eindeutig; nach Satz 1 laBt sie sich daher 
in das ganze Innere des Zylinders 


lz} <|z|, 3(@) =—0 
regular fortsetzen. Als Funktion von w und z ist /(w,z) also auf ganz 


regular. 


Verlangt man noch, daB f{(w,z) auBer in M noch auf der Mannig- 
faltigkeit 
{ 2=% 


| | w | S |», | 
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regular sein soll, so hat man ein Beispiel fiir eine zweidimensionale 
Mannigfaltigkeit, deren Regularitatshiille ein vierdimensionaler Bereich ist. 
Die Funktion /(w,z) mu8 dann namlich auf dem Rande des Dizylinders 


{ |w| <|~|, 
|2| Ss | 2, 
regular sein, mithin in seinem ganzen Innern. 

Ein weiteres Beispiel: Man betrachte die zweidimensionalen Kanten 
eines von fiinf linear unabhingigen Punkten des R, aufgespannten 
Simplex GS, ferner eine auf ihnen regulare Funktion /(w,z). Jede solche 
Funktion bleibt sicher bei beliebiger Fortsetzung lings der zweidimensio- 
nalen Kanten von S eindeutig. Nach Satz 1 ist*nun f(w,z) zunichst 
auf jedem Begrenzungshyperebenenstiick, also auch im ganzen Innern 
von © regular. 

Die oben erwahnten Sitze 1 und 2 aus §1 lassen vermuten, da 
sie fiir zweidimensionale Mannigfaltigkeiten in beliebigen analytischen 
Hyperflichen giiltig sind. Das ist in der Tat der Fall, wenn es sich um 
Hyperflachen handelt, die in der Form 

w= @g, (8; t), 

2 = Q, (8; ¢) 
darstellbar sind. Dabei seien gy, und q, fiir festes ¢ analytische Funk- 
tionen der komplexen Verianderlichen s, und stetige Funktionen von s 
und ¢ (¢ reell). Wir begniigen uns mit der Ubertragung von Satz 1 und 
formulieren 

Satz 11: Die Hyperfliiche 3 besitze die oben angegebene Darstellung. 
D sei ein in 3 gelegener Bereich, dessen Bild im (s,t)-Raum beschrénkt 
ist. Dann ist jede Funktion {(w,z), die auf dem Rande von D regular 
und eindeutig ist, in das ganze Innere von D hinein regulér und eindeutig 
fortsetzbar. 

Der Beweis verliuft genau wie der des Satzes1 in § 1, falls wir 
iiber einen Kontinuitatssatz verfiigen, der nicht nur fiir analytische Ebenen 
ausgesprochen ist, sondern fiir beliebige, in der Form 


w= g, (8) 
z= g, (8) 
gegebene analytische Fliichen gilt. Diese Verallgemeinerung des ge- 


wohnlichen Kontinuititssatzes ist enthalten in folgendem 
Hilfssatz: Die analytischen Flachenstiicke 


Ba: | 


(g; (8) analytische Funktionen von s) 


w = g, (8; n) 


z= g, (8;”) 


(s = 1, 2, ...) 
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mégen mit wachsendem n gegen das analytische Flachenstiick 
Bo: | . iS " a 

= 9, (8; 9) 
konvergieren. Dabei variiere s in dem fiir alle n festen Gebiet B” der 
8-Ebene. Ist dann die Funktion {(w,z) reguldr und eindeutig auf allen §,,, 
ferner auf dem Rande von §, (d. h. in den Punkten, fiir welche s auf dem 
Rande von B® liegt), so ist sie auf ganz %, reguldr. 

Beweis: Wir fassen /(w,z) als Funktion der drei unabhingigen Ver- 
anderlichen w, z,s auf und fiihren die folgenden Betrachtungen in dem 
zugehérigen sechsdimensionalen Raum durch. Wir diirfen annehmen, dab 
%, die zweidimensionale analytische Ebene w = 0, z = 0 ist (eventuell 
ist noch die Transformation 
{ ot (s; 0), 
— 92 (s; 9), 


@t w Si 


w 
2 
8 


auszufiihren!). Wire die Funktion f(w,z) nicht auf ganz §, regular, so 
gabe es nach dem gewéhnlichen Kontinuititssatz eine positive Zahl e, 
derart, daB /(w, z) auf jeder Ebene w = 6,, z = 4, (s in B; |d, |< e,|6,|< e) 
singulire Stellen hat, wahrend sie auf dem Rande dieser Ebenenstiicke 
regulir und eindeutig ist. Man wahle nun ein n,, fiir welches 


lg(sm)| Sz (i = 1, 2), 
und betrachte die Schar der analytischen Flachenstiicke 


{w = g, (83m) + ¢, { 
\z= Go ($5) + ty \ 
/ (w,z) ist nach Voraussetzung regular und eindeutig auf ganz %,, 
sowie auf dem Rande aller * (t,,¢,); amdererseits gibt es jedoch ge- 
wisse £(, 4), so daB f(w,z) auf den zugehdrigen %* (¢,) singulare 
Stellen hat. Dieser Sachverhalt steht aber im Widerspruch zum gewéhn- 
lichen Kontinuitatssatz; man erkennt dies, indem man die %* (t,, ¢,) mittels 
der Transformation 


B* (t,, t,): t, komplex, |t;| < >): 


pen ene 
| z2—Js (8; No), 
8 
in eine Schar von Ebenenstiicken iiberfiibrt. 
Dieser Beweis gilt wértlich fiir meromorphe Funktionen. Daher lat 
sich Satz 11 auch fiir meromorphe Funktionen aussprechen; das gleiche 
trifft auf die anderen oben angegebenen Beispiele zu. 
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Behnke hat kiirzlich den Kontinuitatssatz fiir analytische Funktionen 
auf beliebige in der allgemeinen Form /(w,z) = 0 gegebene analytische 
Flachenstiicke ausgedehnt’*). Mithin kann Satz 11 auch auf geschlossene 
Mannigfaltigkeiten in analytischen Hyperflichenstiicken, die in der Form 
/ (w,z; t) = 0 (t reell) gegeben sind, ausgedehnt werden. Es ist indessen 
noch nicht gelungen, den Behnkeschen Beweis, der sich auf den Begriff 
der Regulirkonvexitét sowie auf das Maximumprinzip stiitzt, auf mero- 
morphe Funktionen anzuwenden. Aus diesem Grunde ist auch eine Uber- 
tragung von Satz 1l auf meromorphe Funktionen unter den oben an- 
gegebenen allgemeinen Voraussetzungen bisher nicht médglich. 


13) H. Behnke, Der Kontinuitaétssatz und die Regulirkonvexitét, Math. An- 
nalen 118 (1936), S. 392. 


(Eingegangen am 23. 1. 1937.) 








Uber eine Eigenschaft der ebenen Komplexe. 
Von 


K. Wagner in Koln. 


Einleitung. 

Wir bezeichnen die Komplexe'), die der Fig. 1a bzw. 1b oder einer 
Unterteilung*) derselben homéomorph sind, mit K, bzw. K,. Den fol- 
genden Satz von Kuratowski*) wollen 
wir als bekannt voraussetzen: 

I, Ein Komplex im Raum [aBt sich 
dann und nur dann in die Ebene ein- 
betten, wenn er weder einen K, noch 
einen K, als Teilkomplex enthilt. 

Bezeichnen wir einmal die Gesamt- 
heit der Komplexe, die keinen K, enthalten, kurz mit a (analog b), so 
ist also die Gesamtheit der ebenen Komplexe gleich dem Durchschnitt a-b 
(= schraffiertes Gebiet in Fig. 1’). Die ebenen Komplexe sind also durch 
die K, und K, charakterisiert. Die folgenden Be- 
trachtungen beschriinken sich nun auf eine Teil- 
menge (= a* in Fig. 1’) von a, die die ebenen 
Komplexe umfa8t. Zunachst einige Bezeichnungen: 
1. Wir sagen kurz, daB wir einen Komplex K, auf 

Fig. 1. einen Komplex K, zusammenziehen kénnen, wenn 

man mit Hilfe des folgenden Prozesses, beliebig oft 

nacheinander ausgefiihrt, K, aus K, erhilt: Man lasse eine Kante auf die 
Lange Null zusammenschrumpfen und lésche hiernach von je zwei Kanten 
eine derselben aus, falls sie die gleichen Ecken (also zwei Ecken doppelt) 


%, 


Fig. la. Fig. 1b. 





1) Ein Komplex K ist ein System endlich vieler Jordanbégen (— Kanten von 
KX) im Raum und der Endpunkte derselben (= Ecken von K). Je zwei Kanten 
sind, héchstens bis auf gemeinsame Endpunkte, punktfremd, und je zwei Ecken sind 
durch héchstens eine Kante verbunden. — Wir kénnen annehmen, daB die Kanten 
speziell Strecken sind, da bekanntlich jeder Komplex einem Streckenkomplex und 
insbesondere jeder ebene Komplex einem ebenen Streckenkomplex homéomorph ist 
(s. Jahresbericht der Dtsch. Math.-Ver. 46, S. 28). 

*) Ein Komplex entsteht durch Unterteilung eines gegebenen Komplexes, in- 
dem man einfach auf den Kanten des letzteren neue Ecken einfihrt. 

5) Sur le probléme des courbes gauches en topologie. Fund. Math. 15. 
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verbinden‘). 2. Wir sagen von einem Komplex, daf er die ELigenschaft E 
hat, wenn er sich nicht auf einen K, zusammenziehen la8t. 3. Einen 
Komplex mit der Eigenschaft E bezeichnen wir mit A*. Insbesondere 
bezeichnen wir einen K* mit K?, wenn jeder K* +k") die Eigenschaft EZ 
nicht mehr hat, sich also auf einen K, zusammenziehen laft. Die K* 
sind also in bestimmtem Sinne vollsténdig. 

Aus I. und einer Arbeit*) des Verfassers folgt unmittelbar: 

Il. Jeder ebene Komplex ist ein K*, hat also notwendig die Eigen- 
schaft E. Jeder Dreieckkomplex K,") ist ein K}. 

Die A* (und K?) sind also durch die Eigenschaft EZ, d.h. durch die 
K,, allein charakterisiert. Wir interessieren uns nun fiir die Gesamtheit 
der K* (= a* in Fig.1’), insbesondere der Kf. Wir wollen also mit 
anderen Worten untersuchen, wie weit uns die K* noch aus der Ebene 
hinausfiihren. Im folgenden soll gezeigt werden, daB man die Gesamt- 
heit der A? und mithin der K* als deren Teilkomplexe vollkommen be- 
herrscht. 

Betrachten wir einmal alle diejenigen Dreieckkomplexe K, (= einfache 
K,), die keinen von einem Dreieck verschiedenen Dreieckkomplex als 
echten Teilkomplex entbalten, ferner den Komplex A, (Fig. 15’), der aus 
der Kontur eines Mébiusschen Bandes sowie vier Kanten besteht, die 
das Mébiussche Band in vier Rechtecke zerlegen. Die Gesamtheit dieser 
Komplexe sei 8. Also 

= {einfache K,, K,}. 

Die folgenden Untersuchungen fiihren zu dem 

Satz: Die Gesamtheit der Komplexe K: 

K= 5 K, (alle K, beliebig aus B; n = 1, 2,...) mit der Bedingung 


i=1 


(fiir n * Y): 
K;- r K, =k, oder = D,; (= Kante oder = Dreieck, i = 2, 3,..., n, 


j= 


und mit der Einschraénkung*), daB im 1. Falle, falls K, ein Dreieckkomplex 


‘) Besteht K aus einer Kante & allein, so la4Bt sich A nur auf den Null- 
komplex 0 zusammenziehen, abgesehen von dem trivialen Fall, daB K unverandert 
bleibt, der obige ProzeB also Null mal ausgefiihrt wird. 

5) k (= Kante) verbindet zwei beliebige Ecken von K* (= Endpunkte von k), 
die durch keine Kante von A* bereits miteinander verbunden sind, und ist sonst 
mit K* punktfremd. 

*) Zwei Bemerkungen iiber Komplexe. Math. Annalen 112, 8. 317, Bemerkung A. 

7) Ks = ebener Streckenkomplex, bei dem jedes der Gebiete, in die er die 
Ebene zerlegt, von einem Dreieck berandet wird. 

%) Ist die Einschrankung nicht erfillt, so erhalten wir wohl einen K*, aber 
keinen K?. 
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ist, die Kante k, zu keinem Dreieckkomplex der Summe gehért, d.h. K, 
nicht an einen Dreieckkomplex geheftet wird) ist mit der Gesamtheit der K* 
identisch (bis auf die trivialen Elemente 0 = Nullkomplex und k = Kante). 
D. h. jeder K} (ausschl. 0 und k) lapt sich, wie oben angegeben, aus den Ele- 
menten von B zusammenheften und jeder Kompler K, den wir so aus den 
Elementen von 8B zusammenheften, ist ein K*. 

$ bildet also in bestimmtem Sinne eine Basis der K*. Der Satz ist 
von einer allgemeineren Bedeutung, weil er in einem engen Zusammenhang 
mit dem Vierfarbenproblem steht und hier zeigt, an welche Eigenschaft 
der Ebene der Vierfarbensatz eigentlich gebunden ist. Einer Landkarte L *) 
wollen wir dual denjenigen ebenen Komplex K zuordnen, der in jedem 
Land genau eine Ecke hat und dessen Kanten je zwei Ecken aus benach- 
barten"®) Lindern von LZ verbinden. Léschen wir einmal in L die ge- 
meinsame Grenze'') zweier benachbarter Lander aus. L’ sei die Land- 
karte, die auf diese Weise aus Z entsteht, K’ ihr dualer Komplex. K’ 
entsteht dann aus K, indem man die Kante von K, welche die beiden 
benachbarten Lander von L verbindet, auf 0 zusammenzieht. Léscht 
man nun in J nacheinander die gemeinsamen Grenzen mehrerer Lander 
aus, so wollen wir hierfiir kurz sagen, da wir einige Lander von L ver- 
einigen. Man sieht also, daB mit der Vereinigung einiger Linder von L 
das Zusammenziehen des dualen Komplexes in bestimmtem Sinne parallel 
geht. Der Vierfarbensatz besagt nun, daB wir die Lander einer jeden 
Landkarte Z in der Ebene oder dual die Ecken eines jeden ebenen Kom- 
plexes K mit héchstens vier Farben fairben kénnen™). Wir wollen jetzt 
einmal die Landkarten L abstrakt als Systeme von Dingen (= Lander) 
betrachten; hierbei sei willkiirlich (d. h. unabhangig von der Anschauung) 
zwischen je zwei der Lander eine Festsetzung getroffen, ob dieselben be- 
nachbart sind oder nicht. Wir kénnen nun jeder (abstrakten) Landkarte L 
(analog der Ebene) dual einen Komplex K im Raum zuordnen™). L labt 


*) L = Aufteilung der Ebene in endlich viele, punktfremde Gebie te (— Lander 
von L). 

10) Zwei Lander heiBen benachbart, wenn es um einen gemeinsamen Rand- 
punkt derselben eine Kreisscheibe gibt, in der jeder Punkt zu einem der beiden 
Lander oder deren Rand gehért. Vgl. die Arbeit: Bemerkungen zum Vierfarben- 
problem (I); Jahresbericht der Dtsch. Math.-Ver. 46 (1936), 8. 26. 

11) = Menge der Randpunkte, die eine Umgebung besitzen, in der nur Punkte 
der beiden Lander oder Randpunkte derselben liegen. 

12) So daB je zwei benachbarte Lander von L, bzw. je zwei Ecken an derselben 
Kante von K verschieden gefarbt sind. 

18) Die Lander von L sind eineindeutig den Ecken von K zugeordnet. Zwei 
Ecken von XK sind dann und nur dann durch eine Kante von K verbunden, wenn 
die den beiden Ecken entsprechenden Lander von L benachbart sind. 
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sich dann und nur dann in der Ebene realisieren, wenn der duale Kom- 
plex K von LZ sich in die Ebene einbetten laBt. Ferner ist der duale 
Komplex K von L dann und nur dann ein K*, wenn L die folgende 
Eigenschaft E hat: In L gibt es keine fiinf paarweise (d.h. zu je zwei) 
benachbarten Linder, gleichgiiltig wie wir die Lander von L vereinigen. 
Wie aus dem Satz iiber die Basis der K} folgt, ist jeder K}, mithin auch 
jeder K* mit héchstens vier Farben farbbar*), sofern der Vierfarbensatz 
richtig ist. Also folgt: Falls der Vierfarbensatz richtig ist, so kénnen wir 
die Lander einer jeden Landkarte L, welche die Eigenschaft EZ hat, mit 
héchsvens vier Farben farben ™*), gleichgiiltig ob wir Z in der Ebene reali- 
sieren kénnen oder nicht. Mit anderen Worten ist also die Eigenschaft Z 
fiir die Giiltigkeit des Vierfarbensatzes hinreichend und notwendiy "). 


§ 1. 
Die Basis der Kt. 

Wir beweisen zunichst einige Hilfssiitze iiber die Kt. 

I. Voraussetzung: K = K,+K,, 

K,-K, = D [= Dreieck oder = k (Kante), = e (Ecke), = 0 (Null- 
komplex)}], K la8t sich auf einen K, zusammenziehen. 

Behauptung: Entweder K, oder K, laBt sich auf einen K, zu- 
sammenziehen. 

Beweis: Nach Voraussetzung liBt sich K auf einen K, zusammen- 
ziehen. Hierbei werde K, bzw. K, auf K, bzw. K, zusammengezogen. 
Also ist 

K, = K,+ Ki, wobei der Durchschnitt von K, und Kj, entweder D 
oder k, e, 0 ist. Hieraus folgt aber, daB K, ganz entweder in K, oder 
K, liegt. D. h. es ist entweder K, = K, oder K, = K,, w. z. b. w. 

Aus I. folgt: 

I’. Voraussetzung: K = K,+ K, (K, und K, + 0), 

K,-K, =e (oder = 0). 

Behauptung: K + Ky}. 

Beweis. Wir kénnen annehmen, da8 sich K auf keinen K, zu- 
sammenziehen la8t, da sonst die Behauptung erfiillt ist. Im ersten 


14) Ahnlich dem Zusammenziehen kénnen wir in einem Komplex K, zwei be- 
liebige Ecken, die durch keine Kante verbunden sind, identifizieren. Gelangen wir 
mit Hilfe dieses Prozesses, beliebig oft nacheinander ausgefiihrt, von K, zu Ky, 80 
sagen wir hierfir, daB A, aus K, durch Identifizieren entsteht. Der Vierfarben- 
satz ist dann mit dem allgemeineren Satz dquivalent: Jeder K* 148t sich durch 
Identifizieren in ein Tetraeder (Dreieck oder Kante) iberfihren. 
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Faile K,-K, =e sei k, bzw. k, eine an e liegende Kante von K, und 
Ky. & sei eine neue Kante, die die beiden von e verschiedenen Ecken 
von k, und k, verbinde. Es sei k, + k,+k = D. D, K, und desgleichen 
K, la8t sich auf keinen K, zusammenziehen, also nach }. auch die Summe 
K,+ D und (K,+D)+ K,=K-+k. D.h. K + Kj}. Im aweiten Falle 
K,-K, = 0 sei k eine neue Kante, die eine Ecke von K, mit einer Ecke 
von K, verbinde. Wie angenommen, la8t sich K, also K, und K,, und 
natiirlich & auf keinen K, zusammenziehen, also nach I. ebenso auch 
(K,+4)+K,=K+k. D.h. K + K}, w. z. b. w. 
Il. Voraussetzung: K = K,+ K,, 
K,-K, = D. 

Behauptung: X ist dann und nur dann ein K}, wenn sowohl K, 
wie K, ein K} ist. 

Beweis: Wir setzen zunichst voraus, daB K, wie K, ein K? ist. 
Nach I. laBt sich dann K auf keinen K, zusammenziehen. Wir miissen 
also noch zeigen, daB K beziiglich der Eigenschaft E vollstandig ist. 
Angenommen, K sei nicht vollstandig, d.h. K +-k lieBe sich nicht auf 
einen K, zusammenziehen. Wegen der Vollstindigkeit von K, und K, 
verbindet dann k eine Ecke e, von K, mit einer 
Ecke e, von K,, wobei weder e, noch e, auf D 
liegt. e sei eine Ecke von D, k’ die Kante mit 
den Endpunkten e, und e, und k” die Kante mit 
den Endpunkten e, und e (Fig.2). Dann folgt zu- 
nichst, daB k’ zu K, und k” ma K, gehért, falls 
" es einen Polygonzug P in K gibt, der entweder e¢, 

Fig. 2. oder ¢, mit e verbindet und bis auf seinen End- 

punkt e mit D fremd ist. Denn P liege etwa 

in K,. Dann la8t sich K, + P +k auf K, + #, mithin auch K + k auf 
K,+k zusammenziehen. Wegen der Annahme laBt sich somit K, + hk’ 


LI 
~, 
law 
hey 


Fig. 3. 1. Fall. 2. Fall. 3. Fall. 








auf keinen K, zusammenziehen. Da K, vollstindig ist, gehért also k’ 
zu K,. Wir kénnen nun K,+k +k auf K,+k” zusammenzichen. 
Hieraus schlieBt man analog, daB k” zu K, gehért. Wir miissen also drei 
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Fille unterscheiden, je nachdem e, (desgl. e,) mit einer Ecke, zwei oder 
drei Ecken von D verbunden ist (Fig. 3). Im 1. Falle folgt aus I’. K, + K?. 
Im 2. Falle sei D, das mit D benachbarte Dreieck durch e,, k, die ge- 
meinsame Kante von D und D,, und k’ verbinde die beiden k, gegen- 
iiberliegenden Ecken von D und D,. Nun laBt sich D+ D, +k’ sowie 
(K, — D) +4, auf keinen K, zusammenziehen, mithin nach I. auch deren 
Summe K, + k’; d.h. K, + Kj. Im letzten Fall ist e,, desgleichen e, mit 
den drei Ecken von D verbunden. Diese sechs Kanten bilden zusammen 
mit D und k einen K, im Widerspruch zur Annahme. Mit den drei Fallen 
ist der erste Teil der Behauptung bewiesen. — Umgekehrt sei nun K 
ein K}. Dann folgt 1. K, und K, lassen sich auf keinen K, zusammen- 
ziehen, und 2. K, und K, sind vollstandig. Denn andernfalls kénnen wir 
K, und K, durch Hinzufiigung weiterer Kanten in vollstindige Komplexe 
iiberfiihren. Dann ware aber nach dem ersten Teil der Behauptung K 
kein Kf} gewesen. Hiermit ist die Behauptung bewiesen"®). 

Ill, Voraussetzung: D, sei ein Dreieck in K,. k, sei eine Kante 
von D,. In K, sei analog D, und k, gegeben. Wir heften K, und K, 
lings k, und k, zusammen und verbinden die k, 
und k, gegeniiberliegenden Ecken von D, und D, 
durch eine neue Kante k. Wir bilden also den 
Komplex (Fig. 4): 

K=K,+K,+k, K,-K, =k, =k. 

K, wie K, sei ein Kf. 
Behauptung: XK ist ein Kf. 
Beweis: D,+ D,+k& ist ein K?. Also ist nach II. auch 
K,+ D,+k ein Kf, mithin auch 
K,+ K, +h, w. z. b. w. 

IV. Voraussetzung: K = K,+K,, K,-K, =k. 

Behauptung: KX ist dann und nur dann ein Kf, wenn K, wie K, 
ein Kf? ist und es wenigstens in einem der beiden Komplexe K, und K, 
kein Dreieck durch & gibt. 

Beweis: Wir nehmen zunichst an, daB K ein Kf ist. Dann ist 
auch K, und K, ein Kf. Denn erstens laBt sich K, und K, auf keinen 
K, zusammenziehen und zweitens ist K,, desgleichen K, vollstandig, da 
sonst nach I. K + K} wire. Nach III. gibt es somit wenigstens in einem 
der K, und K, kein Dreieck durch k. Umgekehrt sei jetzt K, wie K, 
ein K} und wenigstens in einem der beiden Komplexe K, und K, — 
etwa in K, — gebe es kein Dreieck durch k (Fig. 5). Zuniachst folgt aus I., 





Fig. 4. 


1%) Mit Hilfe der Dreieckkomplexe K, erbalt man nach dem Hilfssatz nicht- 
ebene Ky. 
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daB sich K auf keinen K, zusammenziehen la8t. Wir miissen uns also 
noch davon iiberzeugen, dab K vollstindig ist, d. h. daB sich K+ k auf 
einen K, zusammenziehen la8t. Da K, und K, vollstandig sind, miiBte 

k eine Ecke e, aus K, mit einer Ecke e, 


3 = aus K, verbinden, wobei weder e, noch e, 
< auf k& liegt. Wir kénnen nun e, mit jeder 
% “2 der beiden Ecken von k& durch einen Polygon- 

zug in K, — k verbinden, da andernfalls nach 
¥ ee I’. K, kein Kf} wire. e sei eine Ecke von k, 


die mit e, durch keine Kante von K, ver- 
bunden ist. Ferner sei P ein Polygonzug in 
K,—k, der e, mit e verbindet. Dann lat sich wegen der Vollstandig- 
keit von K, der Komplex K, +k’ + P, mithin auch K + k’ auf einen K, 
zusammenziehen. Also ist K ein K*, w. z. b. w. 

V. Voraussetzung: K’ sei ein echter Teilkomplex von K, 

K’ wie K sei ein K? (K’ + 0, k und D). 

Behauptung. K = K,+K,, K,-K, = D (K, und K, + D) oder 

K = K,+K,, K,-K,=k (K, und K, + hk). 

Beweis: e sei eine Ecke von K, die nicht zu K’ gehért. Es gibt 
eine solche Ecke e, da K’ ein echter Teilkomplex von K ist und beide 
Komplexe vollstindig sind. Die Gesamtheit der Kanten, zu denen man 
in K von e aus gelangen kann, ohne eine Ecke von K’ zu passieren, 
bildet einen Komplex K,. XK, sei der Komplex aus den iibrigen Kanten 
von K, K, =K—K,. K, enthilt also K’. Nach Konstruktion liegen 
die gemeinsamen Ecken von K, und K, samtlich auf K’. Also sind diese 
Ecken paarweise, d. h. zu je zwei durch Kanten von K’, mithin von K, 
verbunden. Denn zwei beliebige dieser Ecken von K’ sind durch zwei 
Polygonziige P und P’ in K, mit e verbunden. Nun laBt sich K’ + P+ P’ 
auf K’+ k zusammenziehen, wobei k die beiden Ecken von K’ verbindet. 
K' +k la8t sich also auf keinen K, zusammenziehen; d. h. k gehért zu K’. 
Da K sich auf keinen K, zusammenziehen JiBt, kann also K, mit K, 
héchstens drei Ecken, d. h. ein Dreieck gemeinsam haben. Nach I’. muB 
aber K, mit K, mindestens zwei Ecken, d.h. eine Kante gemeinsam 
haben. Hiermit ist die Behauptung bewiesen. 

Im Anschlu8 an V. bezeichnen wir einen K* als einen einfachen K*, 
wenn er keinen von 0, k und D verschiedenen K} als echten Teilkomplex 
enthalt. Wie aus V., II. und IV. folgt, bildet also die Gesamtheit der 
einfachen K* in bestimmtem Sinne eine Basis der K*. Zu dieser Basis 
gehéren sicher alle einfachen Dreieckkomplexe K,, die also keinen von 
einem Dreieck verschiedenen Dreieckkomplex als echten Teilkomplex ent- 
halten. Im folgenden lernen wir noch einen nichtebenen, einfachen Kt 


Fig. 5. 
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(= K,) kennen"). Es wird gezeigt, da die Basis der K* mit diesem 
K, und den einfachen K, (und den trivialen Elementen & und 0) bereits 
erschépft ist. 


§ 2. 
Aufstellung der Basis. 


Wir kommen nunmehr zu den entscheidenden Hilfssiitzen. 

VI. Voraussetzung. K* nicht eben (d.h. A* laBt sich nicht in 
die Ebene einbetten). 

Behauptung. K* = K, + K,, wobei K, und K, genau drei oder 
zwei Ecken'’) gemeinsam haben und auBerdem die Eckenzahl von K, 
wie von K, im ersten Falle > 3, im zweiten Falle > 2 ist. 

Beweis. Wir kénnen zuniichst annehmen, da8 A* zusammenhiingend 
ist'*). Es sei dann K ein ebener Teilkomplex von A* mavrimaler Kanten- 
zahl. Es folgt, daB auch K zusammenhingend ist, da K von maximaler 
Kantenzahl ist. Ferner verbindet jede Kante von A* — K zwei Ecken 
von K. Wir wollen im folgenden jede solche Kante eine Briicke von K 
nennen. Es sei nun 6 eine Briicke von K. K +5 ist nicht eben. Da 
K +56 infolge der Definition des A* keinen A, enthilt, muB es also 
nach dem Satz I der Einleitung in K + 6 einen K, (Fig. 1b) geben. Also 
liegt in K + 6 die Fig.6""). P ist das e, und e, (= Endpunkte von 5) 
trennende Polygon. Die Gesamtheit der 
Briicken von K, die zwei Ecken im Inneren 
(bzw. im AuBeren) von P oder eine Ecke im 
Inneren (bzw. AuBeren) von P mit einer Ecke 
auf P verbinden, bezeichnen wir einmal mit ? 
B, (bzw. B,). Ferner sei B,, die Gesamtheit 
der Briicken, die eine Ecke im Inneren mit 
einer Ecke im AuBeren von P  verbinden. 
Sodann bezeichnen wir einmal die Gesamt- Fig. 6. 
heit der Kanten, die von e, (bzw. ¢,) aus 
in K + B, + B, erreichbar sind, ohne P zu passieren, mit K, (bzw. K,). 
Durch Hinzufiigung weiterer Kanten zu K, und K; konstruieren wir nun 





6) K, enthaélt kein Dreieck, so daB also auch der Hilfssatz 1V an dem Aufbau 
der K> aus den Elementen der Basis beteiligt ist. 

1) Und eventuell Kanten, die diese Ecken verbinden. 

18) D.h. K* laBt sich nicht als Summe zweier punktfremder, von © ver- 
schiedener Komplexe darstellen. 

*) Hierbei kann speziell der Polygonzug, der in der Fig. 6 von e,, desglicichen 
é,, nach der niichsten mit O markierten Ecke verlaiuft, 0 sein. In den Zeichnungen 
stellen wir der Ubersicht wegen eine Briicke durch einen Bogen dar. 
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schrittweise die beiden Teilkomplexe K’ und K” von K* wie folgt. Wir 
nehmen an, da® wir dabei bereits bei den beiden Teilkomplexen K‘, und 
K;,, von K* angelangt sind. Von K;, und Ky, setzen wir voraus: 1. Der 
Durchschnitt von K, und K‘, besteht héchstens aus Ecken von P, 2. von 
K;,, desgleichen K;, aus kann man keine weiteren Kanten von K + B, + B, 
erreichen, es sei denn, daB man P passiert. Es sei nun b,, eine Briicke 
aus B,,, die nur eine Ecke mit K,-+ K,, — etwa mit K}, — gemeinsam hat. 
Wir fiigen nun zu Kj, die Kante 6,, und die Gesamtheit der Kanten hin- 
zu, die man von K,, aus iiber b,, in K + B,+ B, erreichen kann, ohne 
P zu passieren. Auf diese Weise erhalten wir aus K;, einen Komplex 
Ki,.,. Fir K,,,, und Kj, gelten nunmehr die analogen Sitze 1. und 2., 
mithin auch fiir die Komplexe XK), und Kj,,, zu denen wir schlieBlich am 
Ende der Konstruktion gelangen. Jede Briicke aus B,, ist also entweder 
mit K;, + K;,, punktfremd oder ihre beiden Endpunkte liegen auf 
K,,, + Ki, Der Komplex K’ (s. oben) entstehe aus Kj, durch Hinzu- 
fiigung aller Briicken aus B,,, deren Endpunkte beide auf K;, liegen. 
(Analog K" aus K,,,.) Die Sitze 1. und 2. behalten also auch fiir K’ 
und K” ihre Giiltigkeit. Es sei B,, die Gesamtheit der Briicken aus B,,, 
die eine Ecke von K’ mit einer Ecke von K” verbinden. Dann folgt: 
Jede Kante k von P = K* —(K’ + K” + B;,) hat mit K’ + K” + Bi, 
héchstens Ecken auf P gemeinsam, d.h. 3. der Durchschnitt von P mit 
K’' — K" + Bi. besteht héchstens aus Ecken von P. Denn wir unter- 
scheiden die beiden Fille, daB k entweder zu K + B, + B, oder zu B,, 
gehért. Hitte dann k mit K’ -- K” + B), eine Ecke gemeinsam, die nicht 
auf P liegt, so hatte im ersten Falle k nach Konstruktion von K’ und K” 
in einem der beiden Komplexe aufgenommen werden miissen; im zweiten 
Falle wiire die Konstruktion der K;, und K;, nicht zu Ende gefiihrt 
worden. Insgesamt haben wir also K* zerlegt in: 
K* = K' + K"” + Bi, + P. 

Nach 1., 2. und 3. sind K’ und K”, sowie K’ + K” und P hichstens 
bis auf Ecken von P punktfremd. B), ist die Gesamtheit der Briicken 
aus B,,, die K’ mit K” verbinden. Nach der Fig. 6 hat K’, desgleichen 
K” mit P, d.h. mit P mindestens zwei Ecken®) gemeinsam. 

Wir beweisen zunichst die Behauptung fiir den Spezialfall, daB B,, 
nur aus der Briicke b besteht (Fig. 6). Also: 

Annahme. B,, = b. 

Es folgt dann sofort, daB entweder A’ oder K” héchstens zwei Ecken 
(d.h. nach Fig.6 genau zwei Ecken) mit P gemeinsam hat. Denn 


*°) Im folgenden ist entscheidend, daB sich in der Fig. 6 die beiden Ecken- 
paare von AK’ und K”" auf |’ trennen. 
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andernfalls gabe es von e, aus auBer den beiden Polygonziigen P; und P; 
der Fig. 6 noch einen weiteren P; in K’, die in drei verschiedenen 
Punkten von P enden und sonst mit P punktfremd sind. Desgleichen 
gibe es analog von e, aus drei Polygonziige P;, P; und Py in K”. 
Dann lieBe sich aber unter Beriicksichtigung der FuBnote *) der Kom- 
plex P+ P,+Pi:+P;+ Pi + Pi + P; +6 auf einen K, zusammen- 
ziehen, mithin auch K*, im Widerspruch zur Definition. Wir kénnen 
also annehmen, da8 K’ mit P nur zwei Ecken gemeinsam hat. Die 
beiden Komplexe 

K,= K' +}, 

K, = K"+P 


erfiillen dann aber die Behauptung, womit der Spezialfall bewiesen ist. 

e’ sei eine beliebige, feste Ecke von K’, die nicht auf P liegt®). Wir 
bezeichnen nun einen Teilkomplex von K’ als ein Ende E um e’, wenn 1. 
e’ zu E gehért, 2. E mit P fremd ist und 3. E mit dem Komplex 
K' — E uur eine Ecke e gemeinsam hat. e trennt also E von K’ — E. 
Wir nennen e die trennende Ecke von E£. Jedes Ende ist zusammen- 
hiingend, da dasselbe fiir K’ gilt. FE sei ein anderes Ende um e’ mit 
der trennenden Ecke @. Dann liegt entweder e in FE oder @ in E. Denn 
wir verbinden e’ mit e durch einen Polygonzug in E. Falls dieser aus E 
austritt, so mu8 dies in é geschehen, d.h. @ gehért zu Z. Andernfalls 
liegt e in BE. Wir behaupten nun, daB auch E + E ein Ende um é’ mit 
der trennenden Ecke e oder @ ist. Denn E + E£ erfiillt die Bedingungen 1. 
und 2. Nach 3. hat E+E mit K’ — (E+ E) entweder nur eine der 
beiden Ecken e und @ (evt. e = e) oder beide zugleich gemeinsam. Der 
erste Fall liefert die Behauptung. Im zweiten Falle lagen aber beide 
Ecken e und @ sowohl in K’ — E wie in K’ — E und, wie wir eben sahen, 
entweder in E oder F entgegen der Definition von E und E. Mithin ist 
E+E ein Ende um e¢’. Also gibt es ein gréftes Ende E’ um e’ (evt. 
E’ = 0). Wir bezeichnen E’ als ein Ende von K’. Je zwei Enden von 
K’ sind also punktfremd. Die folgenden Betrachtungen kénnen wir da- 
durch vereinfachen, daB wir uns alle Enden von K’ und K” auf 0 zu- 
sammengezogen denken. Wir wollen also im folgenden annehmen: 

A. AuBer 0 gibt es in K’ und K” kein Ende. 

Wir miissen dann bei der Zerlegung von K* in die beiden Summanden 
K, und K, nur darauf achten, daB alle Briicken aus Bj,, die eine Ecke 
gemeinsam haben (d.h. deren Endpunkte urspriinglich in demselben Ende 


21) Die Betrachtungen gelten analog fir KX”. 
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von K’ oder A” lagen), zugleich entweder in K, oder K, aufgenommen 
werden. e’ sei jetzt eine beliebige, nicht auf P gelegene Ecke von K’, 
Wir behaupten: 

B. Es gibt von e’ aus in K’ zwei bis auf e’ punktfremde Polygonziige 
nach P, von denen wenigstens einer in e, oder ¢, der Fig. 6 endet. (Ana- 
log fiir e” und A”). 

Denn nach der Fig. 6 und der Konstruktion von K’ gibt es iiber- 
haupt zwei Polygonziige in K’, die e’ mit den beiden Ecken e, und e; von 
P verbinden. Nun sei P, einer dieser beiden Polygonziige, etwa der- 
jenige, der in e, endet. Betrachten wir einmal einen weiteren Polygonzug 
P, in K’, der von e’ aus zunichst ein Stiick auf P, bis zu einer Ecke 
e + e, von P, verliuft, sich dann von P, trennt und, ohne wieder P, zu 
treffen, auf P endet. Wir unterscheiden dann die beiden Fille: 1. alle e’ 
und P verbindenden Polygonziige von K’ passieren die Ecke e, und 2. es 
gibt einen Polygonzug P’ in K’, der e’ mit P verbindet, aber e meidet. 
Im 1. Falle folgt e = e’, also B., da nach A. jedes Ende von K’ gleich 0 
ist. Im 2. Falle kénnen wir P, (exklusive e;) und P, mit Hilfe von P’ so 
abiandern, daB das gemeinsame Stiick [e’e] der beiden Polygonziige ver- 
kiirzt wird. Durch Wiederholung der Betrachtungen auf die beiden ab- 
geinderten Polygonziige erhilt man schlieBlich die beiden gesuchten 
Polygonziige von B. Wir beweisen nun allgemein die Behauptung des 
Hilfssatzes VI fiir den 

Fall I. K’ hat auf P mindestens drei Ecken. 

Dann hat K” auf P nur zwei Ecken, da sich sonst mit den Schliissen 
des Spezialfalles K* auf einen K, zusammenziehen lat. Nach B miissen 
wir die Fille a), b) und c) der Fig. 7 unterscheiden. 





Fig. 7a. Fig. 7b. Fig. 7c. 


Wir machen zunachst fiir a) und c) die Einschrankung, daB e; von 
e; und e; verschieden ist. V’ sei nun die Gesamtheit der Kanten von 
K’, die von den Kanten von B), aus auf einem Polygonzug in K’ zu 
erreichen sind, ohne e, oder eine Ecke von P zu passieren. Verfolgen wir 
einmal einen solchen Polygonzug P’ von ¥’. Wie man sich leicht an 
Hand der Fig. 7a, b und c iiberzeugt, passiert P’ keine Ecke von 
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P, + P, + P;, da sich andernfalls K* auf einen K, zusammenziehen laBt; 
ferner endet P’ auf P héchstens in den Ecken e; oder e;. Also hat V’ 
mit K’ — V’ und P héchstens die Ecken e,, e; und e; gemeinsam. Fiir 


V’ + 0 erfiillt also 
K, = K" + B,4+ V’ 


(1) K, = (RK’ —V')+ P 

die Behauptung, und fiir V’ = 0 (d.h. alle Kanten von Bj), enden in e,): 
K, = K"” + By 

K, = K' + P. 

Es bleibt noch iibrig, daB fiir a) oder c) e; = ej oder e; = e; ist. Aus 
Symmetriegriinden kénnen wir annehmen: e; = e, (Fig. 7’a und c). Im 
Falle a) sei V’ wie oben bestimmt. P’ sei ein Polygonzug von V’ 
P’ passiert die Polygonziige P, oder P, nicht, da andernfalls entweder 
K* sich auf einen AK, zusammenziehen laBt oder (falls P’ zuvor noch 
P; passieren wiirde) man zur Fig. 7b gelangt, die erledigt ist. Des- 
gleichen endet P’ auf P héchstens in e; =e; oder e;. Mithin erfiillen 
die Gleichungen (1) oder (2) die Behauptung. Im letzten Falle c) be- 
riicksichtigen wir, daB wir die folgende Annahme machen kénnen: In K’ 


(2) 





Fig. 7'a. Fig. 7'c. 


gibt es keinen Polygonzug, der (e;e,]**) + (e,e) mit (ee), (ee) oder P 
(exklusive e, = e und ey) verbindet und bis auf seine Endpunkte mit 
der Fig. 7’c punktfremd ist. Denn ein Polygonzug, der (e;e,] mit (e¢;], 
(ee,] oder mit P (exklusive e; und e,) verbindet, verhilft uns zu den in 
Fig. 7 und 7’a erledigten Fallen. Verbindet der Polyyonzug im anderen 
Falle (e,e) mit (ee,] oder (ee;], so kénnen wir das gemeinsame Stiick [e, e] 
analog den Schliissen des Beweises von B. verkiirzen. In dem letzten 
Falle schlieBlich liegen die Endpunkte des Polygonzuges auf (e,e) und P, 
wobei der Endpunkt auf P von den vier markierten Ecken auf P der 
Fig.7’c verschieden ist. Wir kénnen dann aber den Polygonzug an 


*2) Kurze Bezeichnung fir den Polygonzug, der in der Fig.7'c von e nach 
e, Verlauft. Die eckige Klammer bedeutet inklusive, die runde Klammer exklusive 
des betreffenden Endpunktes. 











582 K. Wagner. 


Stelle von (ee) oder (ee,) in die Fig. 7’c setzen, so daB sich die beiden 
Eckenpaare auf P wie bisher trennen. Da hierdurch das gemeinsame 
Stiick [e,e] verkiirzt wird, gelangen wir also am Ende entweder zu der 
Fig. 7'a, die erledigt ist, oder zu der Fig. 7’c, in der die gemachte An- 
nahme erfiillt ist. V’ sei nunmehr die Gesamtheit der Kanten von K’, 
die von den Kanten von B,, aus auf einem Polygonzug in K’ zu er- 
reichen sind, ohne e oder P zu passieren. P’ sei ein Polygonzug von V’, 
der also weder e noch eine Ecke von P iiberschreitet. Unter Beriick- 
sichtigung der letzten Annahme endet P’ auf P héchstens in e; = e; 
oder e;. Mithin hat V’ mit K’ — V’ und P héchstens die drei Ecken 
e, €; und e; gemeinsam. [e, ¢,] sowie [e, e] ist in V’ enthalten, da 6 in 
e, + e endet. Also erfiillt 
(3) K, = K" + B,, + Vv, 

K, = (K’—V’)+P 
die Behauptung. 


Mit den drei Fallen ist der Fall I vollstindig bewiesen. 

Fall Il. K’ wie K” hat auf P genau zwei Ecken. 

Nach der Bemerkung B liegt also in K* die Fig. 8. Wie im Fall I 
miissen wir mehrere Fille unterscheiden. 

1. By, enthalt zwei punktfremde Briicken 6, und b, (Fig. 9), die mit 
e, + e, punktfremd sind (d. h. 6, b, und 6, sind paarweise punktfremd). 

Wir behaupten, daB sich dann K* auf einen K, zusammenziehen 
148t. Wir nehmen einmal die folgende Behauptung als bewiesen an: 

C. Von den drei Briicken b, 6, und 6, greife man zwei willkiirlich 
heraus (etwa 6, und 6,). Dann gibt es in K’ zwei punktfremde Polygon- 
ziige P’ und Q’, von denen FP’ eine der beiden herausgegriffenen Briicken 
mit P, und Q die Endpunkte der beiden anderen Briicken, ohne P zu 
beriihren, miteinander verbindet. (Analog P” und Q” in K”). 





Fig. 8. Fig. 9. 


Aus Symmetriegriinden kénnen wir dann annehmen, daB P’ b, mit 
P, und P” 6b, mit P verbindet. Ziehen wir nun P’, Q’, P” und Q” auf 0 
zusammen, nehmen b, zu K” und 6, zu K’ hinzu, so laBt sich K* mit 
den Schliissen des Spezialfalles auf einen K, zusammenziehen. 
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Wir miissen uns also noch von C, iiberzeugen. Nach B. liegt nun in 
K' +- P die Fig. 9’, in der die mit o markierten Ecken die Endpunkte von 6, 
und 6, sind und die beiden mit einem Pfeil angedeuteten Polygonziige 
in zwei beliebigen, verschiedenen Punkten der beiden anderen Polygon- 
ziige von K’ der Fig. 9’ enden. Da die beiden Ecken o der Fig. 9’ in K’ 
verbindbar sind, ohne P zu beriihren, kénnen wir annehmen, daB wenig- 
stens einer der beiden Endpunkte der beiden Pfeile von e, und e, ver- 
schieden ist. Insbesondere kénnen die beiden Endpunkte 0 von 6, und 


! 
Fig. 9’. Fig. 9'a. Fig. 9’ b. Fig. 9°. 


b, auf einem von ¢, nach e, fiihrenden Polygonzug von K’ liegen. Wir 
miissen also die drei Fille der Fig. 9’'a, b und c unterscheiden. An 
Hand der drei Figuren iiberzeugt man sich unmittelbar von C., gleich- 
giiltig wo e, liegt. Der Fall 1. kann also nicht auftreten. 

2. B,, enthalt zwei punktfremde Briicken 6, und b,, von denen 6, 
mit ¢, +e, und b, mit e, punktfremd ist (Fig. 10). 


F ee 


& 





Fig. 10. Fig. 11. 


Auch dieser Fall scheidet aus. Denn nach B. gibt es cinen Polvgon- 
zug in K’, der den Endpunkt von 6, mit P verbindet, ohne e, zu pas- 
sieren. Wir ziehen diesen Polygonzug auf 0 zusammen und wenden C. 
auf 5, b, und K” an. Wie wir bei dem Fall 1. sahen, lieBe sich dann 
aber K* auf einen K, zusammenziehen. 

3. B,, enthalt zwei punktfremde Briicken 6, und 6,, von denen }, 
mit e, und 6, mit e, punktfremd ist (Fig. 11). 

Auch dieser Fall fiihrt zu einem Widerspruch, da wir sonst K* mit 
den Schliissen des 2. Falles auf einen A, zusammenziehen kénnen. 
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4. Bi, enthalt eine Briicke b,, die mit e,+ e, fremd ist (Fig. 12). 
Aus 1., 2. und 3. und Symmetriegriinden folgt zunichst, daB B,, 
mit 6 und 5, bereits erschépft ist. — Wir nehmen zunichst einmal an, 
daB jeder Polygonzug in K’, der e’ mit e; 
(analog e,) ohne Beriihrung von e, verbindet, 
e, passiert. V’ sei dann die Gesamtheit der 
Kanten von K’, die wir von e’ aus in K’ 
erreichen kénnen, ohne e, oder e, zu tiber- 
schreiten. Nach der Annahme hat V’ mit 
K’ — V’ héchstens die beiden Ecken e, und 
e, gemeinsam. Also erfiillt in diesem Falle 
Fig. 12. K, = V’+65,, - 
K, = K’'—V'+ K"+6+P 
die Behauptung. Andernfalls liegt in K* die Fig. 12’ (e, + e, eventuell 
e’ = e, entsprechend in K”), aa wir e’ erstens nach B. durch zwei bis auf den 
gemeinsamen Anfangspunkt punktfremde Polygonziige in K’ mit P und 
zweitens, da K’ zusammenhangend ist, durch einen mit P punktfremden 
Polygonzug in K’ mit e, verbinden kénnen. Wir behaupten nun, daB 
alle Polygonziige in K’, die 
e, mit e, oder e’ verbinden 
und héchstens bis auf den 
Endpunkt e, mit P fremd 
sind, e passieren miissen. 
Denn andernfalls gibe es 
von e, und ebenso von e, 
Fig. 12°. Fig. 12”. aus drei Polygonziige, die in 
den drei verschiedenen mit 1 
bzw. 2 bezeichneten Ecken des geschlossenen Poiygons e’e e,e;e e” é 
(Fig. 12”) enden. Die Fig. 12” la8t sich also auf einen K, zusammen- 
ziehen. Mithin wiirde dasselbe fiir K* gelten entgegen der Definition. 
— Die Gesamtheit der Kanten von XK’, zu denen wir nun in K’ von e, 
aus gelangen kénnen, ohne e oder P zu passieren, wollen wir mit V’ be- 
zeichnen. V’ hat also mit K’ — V’ héchstens die beiden Ecken e und e, 
gemeinsam. Ferner gehért e’ nicht zu V’. Also erfiillt 
K, = V’ +6, 
K, = (K’ — V’) + K” + 6, + P die Behauptung VI. 
Es bleibt noch iibrig: 
5. Alle Briicken aus B,, enden auf K’ in e, (oder auf K” in e,). 
Wir setzen : 








K, = K" + B, 
K, = K’ + P. 





et 
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Mit diesen fiinf Fallen ist also der Fall II vollstindig erledigt und 
mithin der Hilfssatz VI bewiesen. 

VII. Voraussetzung: K? nicht eben. 

Behauptung: Es gilt einer der drei folgenden Fille: 


(1) K?} = K,+K,, K,-K, =k (K, und K, + hk), 
(2) K} = K,+ K,, K,-K, = D (K, und K, + D), 
(3) Ki? = K,+ 7, K,-T =e, +e,+¢, (Fig. 13). 


Der Komplex T besteht aus drei Kanten, die eine Ecke (= Spitze von 7) 
gemeinsam haben. Keine Kante von K, verbindet zwei der Ecken e,, 
e, und e, (= FuBpunkte von 7). 

Beweis: Nach VI. gilt die Zerlegung K? = K, + K,, wobei K, und 
K, genau entweder zwei Ecken e und e’ oder drei Ecken e,, e, und e, 
(und eventuell die diese Ecken verbindenden Kanten) gemeinsam haben. Im 
ersten Falle sei k die Kante ee’. Nach dem Hilfssatz I’ kénnen wir K, 
wie K, auf k, also A} auf K, +k und 


K,+ k zusammenziehen. Nach dem Hilfs- 4 —_ “2 
satz I laBt sich mithin die Summe 4 

K,+K,+k= Kj} +k 7 
auf keinen K, zusammenziehen, d. h. k | 
gehért zu K?. Also gilt (1). Im zweiten ’ Y 
Falle sei D das Dreieck mit den Ecken e,, Fig. 13. Fig. 14. 


e, und e,. Wir nehmen dann zuniachst an, 
daB sich sowohl K, wie K, auf D, d.h. K? auf K,+ D und K, + D 
zusammenziehen Ja6t. Aus dem Hilfssatz I folgt dann: D gehért zu K7, 
mithin (2). Andernfalls kénnen wir annehmen, daB sich K, nicht auf D 
zusammenziehen laBt. Da nach VI. die Eckenzahl von K, > 3 ist, gibt 
es in K, eine von e,,e, und e, verschiedene Ecke. Wir kénnen an- 
nehmen, daB wir diese Ecke mit e,, e, und e, durch drei Polygonziige 
in AK, verbinden kénnen, da der Fall (1) erledigt ist. Also liegt in K, 
die Fig. 14. (ee,] laBt sich mit (ee,] oder (ee,] nicht durch einen 
Polygonzug in K, verbinden, der die Ecke e meidet, da wir andernfalls 
K, auf D zusammenziehen kénnten. Also folgt entweder der Fall (1) 
oder [ee,] = k, (Kante), desgleichen [ee,] = k,, [ee,] = k,; d. h. K, = T, 
w. z. b. w. 

Nach dem Hilfssatz I] des § 1 erhalten wir durch Zusammensetzung 
der Dreieckkomplexe K, lauter At. Wir wollen einen solchen Komplex 


eed | 


mit KY bezeichnen. Es sei also AST = Y KY mit KY. Y KY = D, 


(= Dreieck), i = 2, 3,..., n*). = ™ 


23) K* ist also in bestimmtem Sinne ein verallgemeinerter Dreieckkomplex. 














586 K. Wagner. 


Vill. Voraussetzung: 1. AK} = K,+T7; K,-T=e+e,+¢8, 
(Fig. 13); keine Kante von K, verbindet zwei der Ecken e,, e, und e¢, 
(entsprechend dem 3. Fall des Hilfssatzes VII.), 

2. K* enthalt keinen anderen von 0, k und D verschiedenen A* als 
echten Teilkomplex, d. h. K} gehért zur Basis der Kf, 

3. k, und k, seien zwei Kanten des Dreiecks durch die drei FuB- 
punkte von 7 (= gemeinsame Ecken von T und K,). K,+k, +k, ist 
Teilkomplex eines Kf. 

Behauptung: K} = K,, wobei K, der Komplex der Fig. 15 ist. 

Beweis: Wir iiberzeugen uns zunichst davon, daB K, ein K? ist. 
Erstens laBt sich K, auf keinen K, zusammenziehen; denn gleichgiiltig, 
wie wir K, auf einen Komplex mit 5 Ecken zusammenziehen, so hat dieser 
héchstens 9 Kanten, da K, aus 8 Ecken und nur 12 Kanten besteht, 
entgegen der Kantenzahl des K, der Fig. la. Zweitens kénnen wir 
K, + k**) auf einen K, zusammenziehen. Denn Fig. 15 ist der Fig. 15’ 
homéomorph. Wie ersichtlich besteht letztere, mithin K, aus der Kontur 
1, 2, 3, ...,8, 1 eines Mébiusschen Bandes, sowie den vier Kanten [15], 
[26], [37] und [48], die das Mébiussche Band in vier Rechtecke zerlegen. 

Aus Symmetriegriinden 
. brauchen wir also nur 

die beiden Fille k = [13] 
“% und k = [14] zu unter- 
‘ suchen. In beiden Fiil- 
4 3% len kénnen wir aber an 

Hand der Fig. 15 leicht 

¥ K,+k auf einen K, 

Fig. 15. zusammenziehen. Also 

ist K, ein K*. Aus V. 

folgt dann, da& K, ein Element der Basis ist. — Wir beweisen zunichst 

die Behauptung fiir den speziellen Fall, daB in der Voraussetzung 3. 
Kj = K, ist. Also: 








g Annahme: K} = K,, d.h. K,+k,+k, 
t ist eben. 
: b sei die Kante, die e, mit e, ver- 
|| bindet (Fig.16). Dann ist 
K,+k,+k,+6 
N\A nicht eben, da sonst nach dem Hilfs- 
’ satz I] des § 1 Kf nicht zur Basis ge- 
Fig. 16. Fig. 16a. héren wiirde. Also liegt nach I. der Ein- 


*4) k verbindet zwei beliebige, nicht durch eine Kante von K, bereits ver- 
bundene Ecken von Ky. 
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leitung in K, + k, +k, + 6 entweder ein K, oder K,, der die Kante b ent- 
halt. In beiden Fallen gibt es demnach in K, ein e, und e, trennendes 
Polygon durch e, (Fig. 16a). Denn K, bzw. K, liegt bis auf die Kante 6 in 
der Ebene. Nun besteht im ersten Faille K, aus fiinf Ecken, die paarweise 
durch Polygonziige (= Polygonziige von K,) verbunden sind. Von jedem 
der beiden Endpunkte desjenigen Polygonzuges von K,, der 6 enthilt, 
gehen dann in der Ebene drei Polygonziige von K, aus. Die drei End- 
punkte dieser sechs Polygonziige sind durch drei weitere Polygonziige von 
K, in der Ebene verbunden, die zusammen das e, und e, trennende 
Polygon bilden. Zum zweiten Falle vergleiche man die Fig. 6. Die 
Schliisse sind dem ersten Falle analog. Das e, und e, trennende Polygon 
geht durch e,, da e, e, und e, e, durch die Kanten k, und k, verbunden sind. 
Es sei nun P das kleinste Polygon dieser Art. (d. h. es gibt in K, kein 
anderes mit dem AuBeren von P fremdes Polygon, das e, und e, trennt). 
K’ sei die Gesamtheit der Kanten von K,, die wir von e, aus in K, 
erreichen kénnen, obne eine Ecke von P zu passieren. Analog sei im 
AuBeren von P der Komplex K” definiert. K’ und desgleichen K” hat 
auf P mindestens zwei Ecken, da sonst nach dem Fall (1) von VII. K* 
kein Element der Basis wire. Wir behaupten nunmehr: Es gibt auf P 
zwei Punktepaare (eines aus K’, das andere aus K”), die sich auf P trennen. 
Zum Beweis betrachten wir die Polygonziige, in die P durch die Ecken 
von K” zerlegt wird (Fig. 16b). Ware die Behauptung nicht erfiillt, so 
miiBten alle gemeinsamen Ecken von A’ mit P auf einem dieser Poly- 
gonziige — etwa auf P’ — liegen. Denn in dem Falle, daB K’ auf P 
eine Ecke hat, die nicht zu K” gehért, ist dies selbstverstandlich; im anderen 
Falle hat K’ auf P 


héchstens, d.h. genau ‘ 0g ’ 
zwei Ecken, da sich : . 

sonst K,+T = Kt 

auf einen K, zusam- 

menziehen lieBe. Die P ‘ 
beiden Ecken sind 

dann speziell die End- 


punkte des gesuchten Fig. 16b. Fig. l6c. Fig. 16d. 
P’. P” sei der kom- 

plementire Polygonzug von P’ auf P. Auf P” liegen also alle gemein- 
samen Ecken des K” mit P. K” + P” hat mit K, —(AK” + P”) nur 
die beiden Endpunkte von P” gemeinsam, da P das kleinste Polygon war. 
Fiigen wir nun die Kanten von 7 zu K” + P” oder K, — (K" + P”) 
hinzu, je nachdem der Endpunkt der Kante zu dem einen oder dem 
anderen Komplex gehért, so ist hiermit A* in zwei Komplexe mit drei 
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gemeinsamen Ecken zerlegt. Die Kantenzahl eines jeden der beiden Kom- 
plexe ist > 3. Dann ist aber nach VII. A? kein Element der Basis, ent- 
gegen der Voraussetzung 2. Hiermit ist die letzte Behauptung bewiesen. 
Es folgt nun, da8 sowohl K’ wie K” héchstens, also genau zwei Ecken 
auf P haben. Denn hitten K’ und K” beide drei Ecken auf P, so lieBe 
sich unter Beriicksichtigung der letzten Behauptung K’ + K” + P+ T, 
also K} auf einen K, zusammenziehen. Hitte etwa K’ zwei Ecken, da- 
gegen K” drei Ecken auf P, so miissen wir die beiden Fille unterscheiden, 
je nachdem e, zu K’ gehért oder nicht. Der erste Fall (Fig. 16c) scheidet 
aus, da dann, wie man mit VII. feststellt, K* kein Element der Basis 
wire. Im zweiten Falle ware die Spitze von T mit e, und iiber e, in 
K’ mit zwei weiteren Ecken von P und desgleichen e, in K” mit drei 
Ecken von P verbunden. K’+ K” + P+4-T lieBe sich dann aber auf 
einen K, zusammenziehen. Wir sehen also, daB K’ wie K” genau zwei 
Ecken auf P hat, die von e, verschieden sind. Mithin liegt in K, die 
Fig. 16d, die zusammen mit 7 den Komplex KA, (bis auf eine Unter- 
teilung der Kanten von K,) liefert. Also folgt unter Beriicksichtigung 
von VII. (1. Fall) aus der Vollstindigkeit von K,: K} = K,, womit der 
Spezialfall bewiesen ist. 


Im allgemeinen Falle liegt K,+k,+ 4, in einem K}. Wir wollen 
einmal K} aus seinen K,, entsprechend dem Hilfssatz II, zusammenheften 
und dabei versuchen, K} in die Ebene einzubetten. Nach Konstruktion 
des K} gibt es darin einen K,, der k, +k, enthialt. Wir legen zunichst 
diesen K, in die Ebene (groBes Dreieck in Fig. 17). Es bietet keine 
Schwierigkeit, hierzu einen weiteren K, des K} in die Ebene einzubetten, 
falls das Dreieck in der Ebene, an das K, geheftet werden soll, im Inneren 
oder AuBeren frei von Ecken und Kan- 
ten ist. Sonst miissen wir zwei Fille 
unterscheiden: 1. das Dreieck in der 
Ebene, an das K, zu heften ist, enthalt 
k, +k, entweder im Inneren (inklusive 
Dreieck) oder im AuBeren (inklusive 
Dreieck); 2. das Dreieck enthalt k, im 
Inneren und k, im AuBeren oder um- 
gekehrt. Der 1. Fall fihrt zu einem 
Widerspruch, da K} durch das Dreieck 

Fig. 17. in zwei Teilkomplexe geteilt wird, die 

Eckenzahl eines jeden der beiden > 4 

ist, mithin nach VII. K} kein Element der Basis ware im Widerspruch 
zur Voraussetzung 2. Mit den Schliissen des 1. Falles folgt im 2. Falle, 
da8 K, auBer dem Dreieck, das an das Dreieck in der Ebene geheftet 
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werden soll, aus einem Kantentripel 7” mit einer gemeinsamen Ecke (= Spitze 
von 7”) besteht (Fig. 17). Es folgt also, daB K* bis auf einige Kanten- 
tripel T’, T”, ... in der Ebene liegt. Hierbei sind die drei FuBpunkte 
von 7”, desgleichen von 7”’ ... die drei Ecken eines Dreiecks von K? in 
der Ebene, das e, und e, trennt und durch e¢, geht (Fig. 17). Da der 
Spezialfall eines ebenen Kf erledigt ist, so kénnen wir annehmen, daB es 
ein Kantentripel 7’ gibt. Wir wollen ferner annehmen, da8 das Dreieck D’ 
durch die drei FuBpunkte von 7” e, im Inneren enthiilt und das kleinste 
dieser Art ist. Alle FuBpunkte von 7” ... liegen also auf D’ oder im 
AuBeren von D’. Aus diesem Grunde wollen wir 7”... im folgenden 
zum AuBeren von D’ rechnen, so daB also Kt — (T + 7’) in Inneres und 
AuBeres von D’ aufgeteilt ist. k’ sei die e, gegeniiberliegende Kante von D’. 
Wir ziehen die an e, liegende Kante von 7” auf 0 zusammen (Fig. 18). 
Wir behaupten, daB die in D’ (analog im AuBeren von D’) liegende Teil- 
figur von K* — T die Fig. 19 oder 19’ ist. Zum Beweis betrachten wir 
zunachst den speziellen Fall, daB wir e, auf K} — T im Inneren von D’ 
(analog e, im AuBeren 
von D’) nur mit zwei 
Ecken von D’ ver- 
binden kénnen. Da e, 
mit e, durch keine 
Kante von K* ver- 
bunden ist, so folgt 
mit den bereits mehr- Fig. 18. Fig. 18’. 

mals angewandten 

Schliissen, daB die in D’ liegende Teilfigur von K} — T die Fig. 19 ist. 
Wir kénnen also nunmehr annehmen, daB e, auf K}— T mit den drei 
Ecken von D’ im Inneren von D’ verbindbar ist (desgl. im Auferen 
von D’ fiir e,, eventuell die analoge 
Fig. 19 fiir das AuBere von D’). 
Dann liegt also in D’ die Fig. 18’. 
e, liegt auf einem der drei Polygon- 
ziige P}, P; oder P; (eventuell e, = e). 
Wir iiberzeugen uns zuniichst davon, 
daB von P;, P; und P; = (ee,] keine Fig. 19. Fig. 19’. 

zwei durch einen Polygonzug in D’ 

verbunden sind, der e meidet. Wir legen dazu der folgenden Betrachtung 
die Fig. 18’ zugrunde. Ist etwa (e e,] mit P; oder P, verbunden, so 
andern wir P; und P, ab und verkiirzen hiermit das Stiick [ee,}. Lagen 
die Endpunkte des Polygonzuges auf (e, e,] und P; oder auf P; und P,, 
so kénnten wir den Polygonzug zusammen mit P; 4- P; + P; und 7” in 
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jedem Falle auf D’+ P;+ P;+ P;*) und somit Kf nach den bekannten 
Schliissen auf einen K, zusammenziehen. Unter Beriicksichtigung des 
1. Falles von VII. und der Voraussetzung 2. folgt hiermit unmittelbar, 
daB die Fig. 19’ die in D’ 
gelegene Teilfigur des K? 
ist. Die letzte Behauptung 
ist damit bewiesen. Die 
im Inneren (analog im 
AuBeren) von D’ gelegene 
Teilfigur von Kv ist also 
die Fig. 19 oder 19’. Wir 
erhalten damit fiir K} —(7+ 7") die drei Faille: Fig. 20a, b und ec. 

Der 3. Fal) (Fig. 20c) scheidet aus, da von e, aus nur zwei Kanten 
des K} ausgehen wiirden. Die Fig. 20b bildet zusammen mit 7 + 7” 
den Komplex K,. Wegen der Vollstandigkeit des K, scheidet damit aber 
der 1. Fall (Fig. 20a) aus. Mit diesen drei Fallen ist der Hilfssatz VIII 
allgemein bewiesen**). — Aus den Hilfssitzen folgt der 

Satz: Die Basis der K? ist mit K, und den einfachen K, (sowie den 
trivialen Elementen 0 und k) bereits erschépft. 

Beweis: Andernfalls sei K ein weiterer Komplex der Basis der K* 
minimaler Eckenzahl. Dann gilt nach VII. K=K,+T. k, +k, ver- 
binde die drei FuBpunkte von 7. Nach VIII. ist K, + k, +k, in keinem 
K} enthalten. Also mu8 wegen der minimalen Eckenzahl K, + k, + k, 

in einem Kf? liegen, der sich aus K, und 





Fig. 20b. Fig. 20c. 


: den K, entsprechend den Hilfssiitzen II 

und IV zusammensetzt. Falls dieser K? + K, 

_-~~ ist, so zerfaillt also K, + k, + k, in zwei Teil- 
, in \ a komplexe die nur zwei Ecken gemeinsam 
a Pn a \ haben (Fig.21). Aus der Fig. 21 und dem 


Hilfssatz VII folgt aber sofort, da8 dann K 
kein Element der Basis ist. Es bleibt also 
nur der Fall K} = K, iibrig, d.h. K, +4, +4, liegt in K,. An der k, 
und k, gemeinsamen Ecke lagen dann aber nur zwei Kanten von K. Das 
ist unméglich. Also gibt es keinen weiteren Komplex K der Basis, w. z. b. w. 

25) Wobei die drei Polygonziige P}, Pj und P’; die Ecke e, gemeinsam haben, 
in D’ liegen und in den drei Ecken von D’ enden. 

26) Wahlen wir in der Fig. 15 das an der Ecke 8 gelegene Kantentripel als 7, 
so erhalten wir fiir k, — [14] und k, —([47] einen ebenen X, +k, + k, (K, = K, —T), 
wabrend fiir k, [47] und k, =([71] der Komplex K,+k,+&, nicht eben ist. 
Man sieht also, daB in dem letzten Hilfssatz der Spezialfall eines ebenen K¥ und der 
allgemeine Fall eines nichtebenen K¥ beide tatsichlich auftreten. 


(Eingegangen am 12. 1. 1937.) 


Fig. 21. 














The solution of linear boundary-value problems in 
physics by means of the Laplace transformation. 
Part I. 


A theory for establishing a solution in the form of an 
integral, for problems with vanishing initial conditions. 


Von 


R. V. Churchill in Ann Arbor (USA). z. Z. Freiburg i. Br. 





It is well known that many boundary-value problems in differential 
equations can be translated into much simpler problems by applying the 
Laplace transformation to the differential equations and tie boundary 
conditions'). This is true in particular of problems in partial differential 
equations which have the following characteristics: a) their differential 
equations and boundary conditions are linear in the dependent variables 
and their derivatives; b) at least one of the independent variables ¢, with 
respect to which the transformation is made, can assume all real positive 
values; and c) the coefficients of the dependent variables and of their 
derivatives are not functions of ¢. The discussion which follows is espe- 
cially concerned with problems of this type which are two-dimensional; 
in this case the transformed problem is one in ordinary differential equa- 
tions. But any modifications necessary when the original problem is one 
in ordinary differential equations, or in partial differential equations with 
more than two independent variables, will be evident. 


1) This was pointed out by G. Doetsch as early as 1923 and used by him 
and others since then in the solution of boundary-value problems. See for instance 
the series of five papers by G. Doetsch, Probleme aus der Theorie der Warme- 
leitung: I (with F. Bernstein). Eine neue Methode zur Integration partieller 
Differentialgleichungen. Der lineare Warmeleiter mit verschwindender Anfangs- 
temperatur, Math. Zeitschr. 22 (1925), S. 285—292; II. Der !ineare Warmeleiter 
mit verschwindender Anfangstemperatur. Die allgemeinste Lisung und die Frage 
der Eindeutigkeit, Math. Zeitschr. 22 (1925), S. 293—306; III. Der lineare Warme- 
leiter mit beliebiger Anfangstemperatur. Jie zeitliche Fortsetzung des Warme- 
zustandes, Math. Zeitschr. 25 (1926), S. 603;—626; IV (with F. Bernstein). Die 
riumliche Fortsetzung des Temperaturablaufs. Bolometerproblem, Math. Zeitschr. 26 
(1927), S. 88—98; V. Explizite Lésung des Bolometerproblems, Math. Zeitschr. 28 
(1928), S. 567—578. For an application of the method to a problem with variable 
coefficients see A. N. Lowan, On the cooling of a radioactive sphere. Physical 
Review 44 (1933), pp. 769—775. Further applications are to be found in some of 
the references given below. 
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Let F (x,!) be a dependent variable in a boundary-value problem of 
two dimensions. Its Laplace transformation with respect to ¢ is defined by 
(1) 2 {F (x, t)} = { e~*'F (2, dt = f(a, 8). 


The derivatives with respect to ¢ of the object-function F of this trans- 
formation are known to correspond to algebraic operations on the result- 
function /, according to the following lemma. 


a" F\ 





Lemma 1%). If for a fixed x the integral & ia" ~ — is simply convergent 
21 
for a real s, >0 and, in nevery finite interval O<t< T, aa exists and is con- 
a" 
tinuous while i is continuous except possibly for a finite number of ordinary 
t 
discontinuities, then for all s with R(s) > s,, 2|F} = f is absolutely con- 
vergent and 
a” F (x, 8)\ 
2 g {TALEO gn (z,8 
( ) | at" | It ) 
: a F (x, 0) ; “—e®, peta 
— | F (x, 0) s"—*! + ————— 24+ wl + 
[ (z, 0) dt at "oem? 


The formal process of solving a two-dimensional SOR: = prob- 
lem consists first in the application of the operator 2 to the differential 
equation and the boundary conditions. According to (1) and (2) then, 
this gives a new boundary-value problem in ordinary differential equations 
which must be satisfied by the result-function /(z,s). This new problem 
has the independent variable z and the parameter s. After its solution 
f(x, s) is found, the final step is that of finding the object-function F (z, t) 
corresponding to f(z, 8). 

It seems natural to attempt to set up practical conditions under 
which each step in this process is valid“). The first to be used are con- 


*) This lemma was established by G. Doetsch, Der Faltungssatz in der Theorie 
der Laplace-Transformation, Annali della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa (2) 4 (1935), 
pp. 71—84; it is given there as Hilfssatz 2 for the case n — 1; its statement for any 
n is an immediate consequence. The differentiation formula (2) was established 


: , a F 
earlier by the same author by assuming the integral 2 | absolutely convergent: 
(dt 


G. Doetsch, Die Integrodifferent‘algleichungen vom Faltungstypus, Math. Annalen 
89 (1923), S. 192—207 [S. 198]. The condition introduced in the above form of the 
lemma, that the derivative of order n may have finite discontinuities if F and its 
derivatives of lower order are continuous, can be used in either of Doetsch’s proofs. 
The formula (2) does not always apply when F itself is discontinuous; it is not true 
for the simple function F(t) = 0 for 0< t<1, =! fort > 1. 

3) A discussion of some of these conditions is given by G. Doetsch, Les équa- 
tions aux dérivées partielles du type parabolique, L’Enseignement Mathématique 
35 (1936), pp. 43 —87. 
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ditions under which F(z,t) and its derivatives have Laplace transfor- 
mations for some domain of s and all x involved, and that the relation (2) 
be valid. In addition there are conditions for the interchange of order 
of the operator 2 with differentiation and limits with respect to z. But 
to show finally that the object-function corresponding to f(z, s)*) is a 
solution of the origina] problem, it would be necessary to show that a 
solution exists which satisfies all conditions introduced, and that there 
is only one. The difficulty in establishing such existence and uniqueness 
proofs for general types of problems makes this method unpromising. 

The alternate procedure is that of carrying out the formal process 
and verifying the result. The necessity of this last step in order to 
rigorously establish a solution is by no means peculiar to the method of 
the Laplace transformation. All methods which apply to general rather 
than to only special problems introduce a number of conditions; but in 
many cases the verification that the solution obtained is a true solution 
is either omitted because it is difficult, or forgotten. 

In applications of the method of the Laplace transformation to par- 
ticular problems the verification has been made in cases in which F (z, t) 
could be written in closed form in terms of functions of known proper- 
ties®), and when F (z,t) could be written as a complex integral‘). It 


‘) The object-function F is uniquely determined by the result-function / except 

for a null-function; that is, two object-functions which correspond to the same f 
t 

can differ at most by a function N (t) whose indefinite integral [N(r)dr vanishes 
identically. 0 

5) See for instance the second paper of the series by G. Doetsch cited under’), 
For the simple hyperbolic differential equation an inversion process has been intro- 
duced which gives the function F as a finite series, the number of whose terms 
depends on the value of t: (i. Doetsch, Elektrische Schwingungen in einem anfanglich 
strom- und spannungslosen Kabel unter dem EinfluB einer Randerregung. — Fest- 
schrift d. Techn. Hochsch. Stuttgart zur Vollendung ihres ersten Jahrhunderts. 
Verlag Springer (1929), S.56—78. Also see R. V.Churchill, The inversion of the 
Laplace transformation by a direct expansion in series and its application to boundary- 
value problems, Math. Zeitschr. 42 (1937), S. 567—579; in the example solved in this 
paper the closed form given for the solution was found with the aid of a series form. 

*) R. V. Churchill, Temperature distributibn in a slab of two layers, Duke 
Math. Journ. 2 (1936), pp. 405—414; here the process used to obtain the complex 
integral form is too indirect to be generally useful. 

For conditions on the coefficients in a somewhat general problem, under which 
the solution can be written as a contour integral, see W. Machler, Laplace’sche 
Integraltransformation und Integration partieller Differentialgleichungen vom hyper- 
bolischen und parabolischen Typus. Commentarii Mathematici Helvetici 5 (1933), 
S. 256—304. These conditions are quite narrow; in fact they are not satisfied by 
the example of displacements in a bar, given by the author in the last paper cited 
under ®), when the external force is constant. 

Mathematische Annalen. 114 38 
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also happens in some problems, especially in those which can be solved 
by older methods of orthogonal functions, that F can be found in the 
form of a series whose properties are well enough known to make the 
verification possible’). But generally the inversion process of finding F 
from f/ does not yield a function of familiar character. This is especially 
true in the most interesting cases in which the boundary-value problem 
is not adapted to the older methods of solution. 

The method presented here for verifying solutions of boundary-value 
problems is essentially one of showing that {(x,s) satisfies certain sufficient 
conditions, rather than one of studying F (x,t) in each problem. This method 
has an important advantage in simplicity, because the result-function /, 
being a solution of a linear ordinary differential equation, is usually 
much simpler than the object-function. The method is described in § 1. 
Uniqueness of solutions is not considered here, — the purpose of the 
method is to accurately establish one solution of the problem. 


$1. 
The process of establishing a solution. 


Suppose that the transformation of the original boundary-value prob - 
lem is made and that the solution /(z,s) of the transformed problem is 
determined. Conditions on / (z,s) are given in §3 and §4 under which 
the corresponding object-function can be written as an integral, 


yromt 
1 
2a 





lim ( e*' f (x, z) dz. 

y—ot 
Although it is written in the form of a complex integral, when the solu- 
tion F (z, t) is real, as is the case in most problems in physics and engineer- 
ing, the integral can be written as a real infinite integral. This is shown 
in §3 (Theorem 2). It is this integral form of F(z,t) which is used 
here. Since f (z, s) is generally found in closed form, the form of F (z, ¢) 
is also a closed one. 

It is important to note, however, that the first step of passing 
from F to f/ by applying the transformation £2 to the boundary-value 
problem is not to be made superfluous here. If this were done, the 
method of solution would become essentially the classical one of assuming 
the integral (3) is a solution and solving for /; but as is clearly shown 


(3) F(z,t) = 


1) The general series representation of F given by the author in the last 
paper cited under *), is more limited in its use than the integral form of the pre- 
sent paper, especially when applied to the derivatives of F. For in some of the 
applications in which the series is known to represent a differentiable function, the 
series obtained by termwise differentiation does not converge in the ordinary sense. 
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by the Laplace transformation method, this classical process is limited 
even formally to problems with vanishing initial (¢ = 0) conditions. Instead, 
the transformation 2 is made, and thus the initial conditions are intro- 
duced in the application of the differentiation formula (2). After / is 
found its object-function F is written in the integra) form (3) if possible. 
But as will be pointed out in § 5, when the initial conditions are not all 
zero, the integral forms of the derivatives of F with respect to t are not 
those found by simply differentiating the integral (3) inside the integral. 

The process of verifying F(z,t) as a solution of the boundary-value 
problem then consists of establishing sufficient conditions on f(z, s) under 
which those derivatives and limits of F(z,t) which are involved in the 
problem, exist and have integral forms of the type (3). The verification 
can be made then by examining the integrands of these integrals; in 
fact, the satisfaction of those boundary conditions involving the variable z 
follows at once from the fact that /(z,s) satisfies the corresponding 
conditions of the transformed problem. 

Since the process is designed for use in applied problems, it is important 
that our sufficient conditions on f(z,s) be broad enough to apply to a 
large class of such problems. The functions which appear in the problems 
of physics and engineering usually belong to a restricted class of real 
functions, — for instance, they may be bounded and have derivatives 
except at certain points. In order to indicate the nature of the conditions 
which can reasonably be imposed on f(z,s), the following section (§ 2) 
is devoted to some necessary conditions which such result-functions must 
satisfy if their object-functions belong to some of these restricted classes. 
These conditions may be considered as eligible for use in our further 
theorems; moreover when they are so used, a class of functions to which 
F(z,t) belongs will be known. Other advantages of these preliminary 
theorems will appear later. 

Sufficient conditions on {(z,s) in order that the integral form of 
F(z,t) be continuous in t, differentiable with respect to ¢ with continuous 
derivatives, continuous with respect to z, and differentiable with respect 
to x, are established in this order in § 4 to §7. The integral forms of 
the limits and derivatives are indicated by the theorems. One combi- 
nation of special cases of these conditions is given in § 8 (Theorem 10). 
In case a solution of sufficient regularity exists, this theorem alone can 
be used to show that F(z, t) satisfies all conditions of its boundary-value 
problem. This theorem can be recommended to the reader who wishes 
to see a compact (but narrow) set of conditions. 

The solutions of several particular examples of boundary -value 
problems have accompanied the development of the present theory. Some 
38* 
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of these will be given in Part II of this paper. These will not only 
illustrate the process but also show the advantages of the method of the 
Laplace transformation over older methods. 


When a function F(z,t) is established by the present method, it 
obviously has the function {(z,s) for its Laplace transform. This fact 
is of considerable importance in applied problems because one of the 
most useful ways of finding the properties of the new function F(z, t) is 
by studying the behavior of its Laplace transform *). 


The theory in the present part of this paper is designed to be 
applicable to a large group of problems with vanishing initial conditions; 
that is, the limits with ¢ approaching zero (¢ frequently represents time 
in applied problems) appearing in the boundary conditions all vanish. 
The theory for non-vanishing initial conditions will be presented later. 


Since the method of the Laplace transformation includes that of the 
Heaviside operational calculus’), the present method of course is one for 
verifying the results of this formal! process of solving differential equations. 


§ 2. 
Preliminary theorems on the character of f(s) '°). 


There are some conditions which the result-functions / (s) must 
satisfy when the object-functions F(t) belong to somewhat restricted 
classes which include the functions involved in many applied problems. 
The conditions established in the following theorems are of this character. 


Theorem A. If F(t) is real and has the Laplace transform f(s) at 
a point s, then {(s) =f(s), where the bar denotes the conjugate complex 
number. 


*) Theorems of Tauberian character with respect to the Laplace transformation 
are examples of this method of determining the properties of F. Theorems of 
this type are given by G. Doetsch in his papers: Satze von Tauberschem Charakter 
im Gebiet der Laplace- und Stieltjes-Transformation, Sitzungsber. d. Berlin. Akad. 
1930, S. 144—157; and, Ein allgemeines Prinzip der asymptotischen Entwicklung, 
Journ. f. d. reine u. angew. Math. 167 (1932), S. 274—293. 

%) T. von Staché, Operationskalkiil von Heaviside und Laplacesche Trans- 
formation, Acta Litt. ac Scient. Szeged 3 (1927), S. 107—120; and G. Doetsch, Die 
Anwendung von Funktionaltransformationen in der Theorie der Differential- 
gleichungen und die symbolische Methode (Operatorenkalkiil), Jahresber. D. M. V. 48 
(1934), S. 238—251. 

1) Hereafter we shall write simply /(s) and F(t) in those parts of the theory 
in which the variable z is not concerned. 
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This follows immediately from the fact that 
f(s) = j e—*t F(t) dt. 
For the conjugate of the integrand is e—*' F(t) and the integral of this 
is f (8). 

The functions F(t) with which we are principally concerned here 
have Laplace transforms which are not only bounded in certain half- 
planes of their variable s, but have quite narrow properties of order. 
This is shown in the following theorems. 

Theorem B. If F(t) ts integrable in each finite interval OS tT 
and, for some real a >0O it is true that |F(t)|\e—*' is bounded for all 
t > 0, then for any fixed y > a, f(s) is analytic in R(s) > y and 


l 
f(o+ in) =0(—) (° >>). 
When s = o+i7 with o > y, then 


(4) fle" FO|dt < fee Pesta <—™ 
0 0 
where M is an upper bound of | F (t)|e~“‘ fort >0. But o—aD>y—a>0, 
so this integral converges. Since F(t) is bounded and integrable in every 
finite interval in t > 0 it follows that 
f(s) = fem F (de 
0 
converges, and converges absolutely for R(s) > y, and it is well known 
that 2(F) represents an analytic function in its half-plane of convergence. 
From (4) it follows that 
M M 


olfie+ini|s -s (x< y), 
1 





aoe Mee 
a 
and the theorem is proved. 4 

It is desirable later on to use the condition that | s/(s)| be bounded 
in a half-plane. The next two theorems give classes of functions F (t) 
for which this is true. 

Theorem C. Let F(t) be a real function such that, for allt >0 
and some fixed « > 0, F(t)e—*' is bounded and monotone by segments of 
minimum length A>. Then for any y >«, its transform f(s) is an- 
alytic in R(s) > y and 


f(s) = 0 (77) (8 (8) > »). 


|s| 


The hypotheses here mean that the positive t-axis can be divided 
into a denumerable number of segments (t,t, 41), none of whose lengths 
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is less than A, in each of which F(t)e-“* is a monotone function of ¢ 
for the particular a selected (2 > 0). It is clear then that F(t) satisfies 
all conditions of Theorem B, and so f(s) is analytic in R(s) > y. Now 
consider the Laplace integral over any one of the segments, for s = o + in 
and 6 >}: 


tn+1 tn+a1 


° 1 
< e-" F()dt = = | (F(t) e-**)e- 4-0 (5 — a) dt, 
By breaking the integrand up into its real and imaginary parts, and 
writing o = o — a, this can be written 





‘n+1 


(s — a)Q, = j F (t) e— “* [e—*' (o' cos nt + 7 sin nt) 
‘n + ie—"'(—o’ sin nt + 7 cos Ht)|\ dt. 

Since F(t)e-“* is bounded and monotone and the real and imaginary 

parts of the function in brackets are bounded and integrable in (t,,¢, .,), 

the second theorem of the mean can be applied to the real and imaginary 

parts of the integral: 


R ((s “0% a) Qn) 


= F(t,) e~“'"| e-“*(o' cos nt + 7 sin nt) dt 


tn 


tn+1 
+ F (tn4:)e° 7+? j e-“t(g' cos nt-+ 4 sin nt) dt 
$n (tn S fn S tn) 


0 


= F (t,)e~*™ (e~“"" cos nt, — e~” ™ cos 7 &,) 


— F(t, 44) "+1 (e~” "+1 cos nt, +, — e~ ” cos 7 &,). 


The absolute value of each of the four terms appearing in parentheses 
is not greater than &~”'™, and since | F(t)e~*'| << M for all t>0, it 
follows that 
|R((s — «)Q,)| << 4Me~"™. 
The corresponding steps for the imaginary part of (s — «)Q, give 
the result 


|3((s —a)Q,)| <<4Me~°™, 


and hence 


\(s — a)Q,|< 8Me-*'n, 
Now thi —t 2A (n= 0, 1, 2, ...; 4, = 0) and so t, >nd. Hence 
ot, > nd(o — a) > nA(y — a), and therefore 


24-e7-* | sage“ 


1.1 <<, 


(a < 7). 


—a| = |e! 1-2 
Y 
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Since © 
f(s) = 2, Qn; 
then 
8M 8M l 
1s | 1F(9)| < 3'\s0 < su ve Re i ee 


? 
The last member is finite and independent of s, when R(s) > y > a, 
so the theorem is proved"). 

In place of the conditions involving monotoniety by segments, con- 
ditions involving the derivative of F(t) can be written. The author is 
indebted to G. Doetsch for the following simple, but useful theorem 
which gives such conditions. 

Theorem D. Let F (t) have a continuous") derivative F’ (t) in every 
finite interval 0 <t< T. If 2{F’(t)} converges for s = « > 0 and is bounded 
for R(s) >a (this is true in particular if 2 {F’ (t)} converges absolutely for 
s = a), then for any y > «, 

fis) = (>) for R(s) > y. 

According to Lemma 1, 

2 F’} = sf (s) — F(0) for R(s) > y. 
Since 2{F’} is assumed to be bounded, it follows that s/(s) is bounded 
in the half-plane R(s) > y. 

When Theorem C is applied to the derivatives of F(t) narrower 
order-properties of f(s) are found, together with other useful relations 
between F and f. This is illustrated in the two theorems following. 

Theorem E. Let F(t) have a continuous") derivative F' (t) in every 
finite interval O<t=<T such that, for all t > 0 and some fized « > 0, 
F’ (t)e—** is bounded and monotone by segments of minimum length 2 > 0. 
Then for any y > a, f(s) is analytic in R(s) > y and 
(5) sf (s) — F (0) = O(=) for %(s) > y. 
Moreover for any F satisfying these conditions, a necessary and sufficient 
condition that F (0) = 0 is that 


(6) t(s) = 0(=5) for R(s) > y. 


11) Conditions which are similar to those in Theorem C, but broader, are 
stated by W. v. Koppenfels, Der Faltungssatz und seine Anwendung bei der In- 
tegration linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, Math. 
Annalen 105 (1931), S. 694—706 [S. 699], to be sufficient in order that 


f(e)= o(= le wa)? + but his proof of their sufficiency seems to be faulty. 


12) F’ (t) may have ordinary discontinuities at a finite number of points in every 
finite interval 0 =t=T provided F (¢) is continuous in every such interval (cf. Lemma 1). 
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Since F’ (t) satisfies the conditions of Theorem C, there is a number 

N such that 

jsQ(PY|<N for R(s) > y. 
But it follows from our hypotheses that F’ is bounded and integrable 
in each finite interval and that 2 {|F’|} converges; also that F is contin- 
uous at ¢ = 0. Under these conditions (Lemma 1) F(t) has the analytic 
transform /(s) and 

2 (F’| = f(s) — F(0), 

and the property (5) follows. The necessity of the condition (6) in order 
that F(0) = 0 is obvious. Its sufficiency is easily seen from (5), for if 
|s?/(s)| is bounded then |s F (0)| must be bounded, for all s in R(s) > y. 
This is possible only when F (0) = 0. 

Corresponding theorems involving conditions on the derivatives of F 
of higher order are sufficiently illustrated by the following theorem, which 
is easily proved by the argument used in the foregoing proof. 

Theorem F. In every finite interval O<t=<T let F(t) have a 
continuous derivative F’ (t) and an F” (t) which is continuous except possibly 
for a finite number of ordinary discontinuities. Also for some fixed « > 0 
let F’’ (t)e—“* be bounded and monotone by segments of minimum length 
A> 0 for allt>0 Then for any y > «, f(s) is analytic in R(s) > y and 

s* f(s) — 8 F (0) — F' (0) = 0(=) in R(s) > y. 

For any F satisfying these conditions, a necessary and sufficient condition 
that F (0) = F’(0) = 0 is that 

ts) =0(—) for %(s) > y. 


Theorems similar to the last two can be easily written for the cases 
in which the derivatives of F satisfy the conditions of Theorem B and 
Theorem D. In applying Theorem D to F’, of course, a condition is 
imposed on F”, and so on for derivatives of higher order. 


§ 3. 
The integral form of F(t). 

The theorems given in §2 are of general Abelian character with 
respect to the transformation £2, that is, from the character of F they 
give information about the behavior of 2/F}. Hereafter the theorems 
are of general Tauberian character; they disclose the character of F from 
the properties of 2{F}**). It is this second type of theorem which can 


13) The theorems of Abelian and Tauberian Character which are given in the 
two papers cited unter *) deal with the behavior of the functions at particular 
points, including points at infinity. 
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be used in boundary value problems, after f/ is found, to determine 
whether the function F satisfies the conditions of the problem. 

Since the complex inversion integral is to be used here, broad con- 
ditions on f sufficient for the representation of 2-'{f} by this form are 
to be considered first. 

Theorem 1. For some fixed y, let {(s) be analytic in the half-plane 
R(s) > y and satisfy the following conditions"). 

y+ 

1°. lim | e'*{(z)dz converges for all t in each finite interval 
0x<t's fT, except for a set of measure zero. 

2°. In each interval OS t <= T, 

y+ 
| J fede] Sor 
yowi 
jor all w, where ®,(t) is integrable in (0, T)"*). 
3°. f(s) = o(=) in R(s) > v. 


Then for any s for which R(s) > y tt follows that 


(7) f(s) = fe" F (dt 
where . reo 
(8) F(t) = 5+ lim | ef (2) dz. 


It will be convenient in the sequel to designate this integral form (8) 
of the inverse of the Laplace transformation (7) (with R(s) > y) by the 
symbol 2; : 


y¥+oi 


(9) Gi} (f(8)) = ghz lim | ef (ede. 


2nat, 4 
y—-ot 
This Cauchy principal value can always be written as an ordinary 
integral : 
ty * ; . 
(10) 2h (F(0)) = S| Le + in) + Hen — ima, 
0 

In the proof of Theorem 1 it is convenient to use the following 

known result. 


4) Throughout this paper the statement that f(s) is analytic in R(s)>y¥ 
means that for some « < y, {(s) is analytic in the half-plane R(s) > x. 

‘*) Condition 2° is satisfied in particular if ®,.(t) is constant, that is, if the 
integral in 2° is bounded in (0, 7’) for all w. 
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Lemma 2"). Let f(z) be analytic and bounded in the halj-plane 
R(z) > y, and let lim |f(o+ y1t)| = 0 uniformly for all real yn. Then 


for any s with R(s) > y, f(s) is represented by its Cauchy integral taken 
over the boundary of the half-plane: 


¥+ot 


(11) I(s)=— sz lim | fa: (R(s) > »). 


23x a <> a S-=— 6 
To prove Theorem 1, consider first the finite Laplace integral of the 
function F(t) defined by (8) and condition 1°, 


T T y+ot 


J,= ([e"Fwat = gaz | (i lim | =f (2)dz)dt. 


0 0 7 oft 


The integral formed by inverting the order of integration will be denoted 
by J,: 


y+ y 
1 ‘ r r 
—— ae (z— 8)t 
J,= — tm f(2)dz | e dt 
y— oi 0 
yroe 
1 ° ae OF 0 
= 5-; lim | §@) 4's. 
net z—s 


yoro 


When J, converges, the integral J, converges and is equal to J, pro- 
vided the finite integrals corresponding to J, and J, exist and are equal 
for each w > 0, and the conditions 1° and 2° of the theorem are satis- 
fied in the interval (0, 7')*’). 

The convergence of J, can be seen from the second form given 
above for that integral. For the integrand is continuous in 7 (where 
z= y-+ 1%); and the integral is absolutely convergent as a result of 3°, 
since 
(12) (2) | < ee ae 


|z| |z—e! jz? |z—8s| |2\? 





for |z| > 2, where R(s) > y, and |(y + ni) f (y+ ni)| <M. 


©) The proof of this lemma is given by the author in the last paper cited 
under °); it appears there as the second part of the proof of Theorem 1 of that 
paper. 

17) These conditions are established in Hobson’s Theory of Functions of a Real 
Variable, Vol. II, 1926, p. 348; but in the set of conditions (2) given by Hobson 


one condition is omitted, namely, that j f(x, y)dy exists for almost all z. This 


is condition 1° in our theorem. 
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The function e*~**'f(z) is a continuous function of (7, t) when 
z=y-+71, in each rectangle —w <7 <0, 0 t <= T, and hence 
the finite integrals corresponding to J, and J, exist and are equal: 





T y+ y+wi r 
1 r ang = —~ 1 ,. ah 
2ni edt | e* f (z)dz = 5 f(z) dz { e=—t dt. 
° y¥—at yw 0 


With the aid of conditions 1° and 2° then it follows that, for each T > 0, 
J, =d,; that is, 


T y+oi 

‘ 1 " 4 e@—-OT_y 
| e F(t) dt = Ini Rawll | f(z) ———_4 Zz. 
0 yoo 


The inequality (12) shows that this last integral converges uniformly for 


et oT 


all J > 0. Moreover as T + o the function f(z) 





+ 0 uniformly 


for all 7 in each interval (— w,), so the limit of the integral may be 
taken inside the integral sign to obtain the result 


20 7+ wi 


: kw j ( 
(13) | eR (dt = — sr lim | LO) ae, 
0 yuo 





Since f(z) is analytic in the half-plane R(z) > y and has the order 


of = it satisfies the conditions of Lemma 2 and so the right member 
! 


of (13) is f(s). Hence 
fer @at=f(s) ee 


and Theorem 1 is proved. 
The condition 3°, that f(s) = o(=) in R(s) >y can be replaced 


by broader conditions'*) with only minor changes in the above proof. 
But in view of Theorems C and D, the condition 3° seems definitely 
the most useful one in the problems of physics. 

In the applications the number y in the integral Qj} {/| will usually 
be positive, according to Theorem B. It was not necessary to specify 
the sign of y in Theorem 1. 


18) It is sufficient to assume instead of 3° that the following three conditions 
Y +08 
are satisfied: |/(s)| is bounded in R(s) = y, lim hte) dz} 
wc J) 1+ \z| 
root 


converges, and 


(fo + 7%) =O(l1/c) for c>y (compare Theorem B). 
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Let u and v denote the real and imaginary parts of f, 


fy + 4%) = uly, n) +v(y, nt. 
If {/(y —ni) = u—vi, as is the case when f(y +71) is the Laplace 
transform of a real F(t) (Theorem A), then the integrand of 27} |/} also 
has this character. The integral forms (9) and (10) can therefore be 
written as real integrals: 
Theorem 2. When 2-'(f/| has the integral form (9) and f(y — 71) 
is conjugate of f(y + 7%), the integral can be writlen in the forms 


(14) ost =L[REor fy + nian 


0 


oo 


ty ~ 
& | [u(y, n) cos t — 0 (y, 1) sin f}d 9. 

Thus the inverse Laplace transformation with which we are chiefly 
concerned here is represented by a real infinite integral. 


§ 4. 
The continuity of F(t). 

The functions which occur in applied boundary-value problems are 
not always continuous. This is well known in the case of the hyperbolic 
differential equation; for instance in some of the simpler problems of the 
vibrating bar the derivative of the displacement has finite discontinuities 
at a denumerable set of instants ¢,, ¢,,.... In order to make the theory 
broad enough so that its application will not be restricted to problems 
of continuous character, uniform convergence of the integral {j,' {/} was 
not assumed in Theorem 1, and will be used in a qualified form in the 
following theorem. 

Let S denote a denumerable set of points on the t-axis (¢ > 0), 


oS ae ae 


having the property that only a finite number of these points lie in any 
finite interval. When the two conditions 1° and 2° of Theorem 1 are 
replaced by one of uniform convergence except at the points of a set S, 
F(t) is continuous except at these points: 

Theorem 3. Let f(s) be analytic in the half-plane R(s) > y and 
satisfy the following conditions. 


ytoi 
1° lim j ef? f(z) dz 


w> > yw 
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converges uniformly with respect to t, in each finite interval in t > 0 
which does not include a point of a set S, containing the points at which 
uniformity fails. 
‘ 1 
90 f(s) =O (+) for R(s) > y. 
Then F(t) has the integral form, 
F(t) = £5" (f(s), 

and this is a continuous function of t for t > 0 except at the points of 
the set S. 

It will be shown first that the Laplace integral of the function 


—1 
iF 
) fi 








ao oo 77 wi 
(15) Jeo roat = sh [ en lim | e* f(2)dz) dt, 
and the integral obtained by interchanging the order of integration, 
y+oi 20 y¥+ou 
(16) 5+— lim | fte)dz | ode = — 55; lim | Ma, 
yo 0 el 


exist and are equal. It was observed (equation (10)) that the limit 


y+oi 
(17) lim j et f(z)dz 
can be written as the sum of two infinite integrals whose variable of 
integration is »(z = y+ 1) with limits 0 and o; but the form (17) 
will be used here for convenience. 

The integrand e“—” /(z) of the integral (15) is a continuous function 
of (7, t) for all real 7» and t >0. Sufficient conditions of the character 
needed here under which the order of integration of a repeated infinite 
integral can be interchanged have been established by Pierpont'’). In 
terms of the integral forms used here, these conditions can be written 
as follows. 

The two repeated integrals (15) and (16), whose integrand is a con- 
tinuous function of (n, t), exist and are equal when 

ytwi 


(a) lim { ee—*) f(z)dz 
yw 


1%) Pierpont, The Theory of Functions of Real Variables, Vol. I, 1905, p. 488. 
His proof is valid when the exceptional points form on infinite set of type S, defi- 
ned above, although he does not state this fact. 
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converges uniformly with respect to t, in each finite interval in t > 0 
which does not contain a point of some set of the type S (S contains 
those points where the uniformity fails); 


oo 


(b) fee-f(eyde 
converges uniformly with respect to 7 in each interval (— ,), and is 
integrable in (— w, w); and 


¥t+wi t 


(c) lim j f(2)dz[ee—%dr 


OF Oy wi 0 


converges uniformly for all ¢ > 0. 
The condition (a) is satisfied by 1°; and (b) is satisfied because 


je@e-9| = e- *&@-y, and fe) is continuous. The integrand of the 


infinite integral in (c) satisfies the condition for uniform convergence in 
t > 0 since 





(z— &#) 
—|t < 21/@)| 
z—8s = |z—e| 


é 
f (2) 


and the last member is integrable on the line z = y + yi because of 2°. 

The integrals (15) and (16) are therefore equal. But according to 
Lemma 2 the Cauchy integral on the right of (16) converges to f(s), and 
so F(t) = 25" {f(s)} satisfies the Laplace integral equation, 


fe F (dt = f(s) for R(s) > y. 
0 
The continuity of the integral 2j,"{f}’ in each finite interval not con- 
taining a point of S follows from the uniform convergence of the integral 
and the fact that the integrand is a continuous function of (7, ¢). This 
completes the proof of the theorem. 

When the integral in 1° converges uniformly in every finite interval 
0 <=t =x T, the theorem is a special case of Theorem 1. 

The conditions of Theorem 3 are satisfied by the simple function 
f(s) = 1/s (R(s) > 0) which is frequently involved in boundary-value 
problems. For this function the set of points S at which the uniform 
convergence fails consists only of t = 0. The integral 2%’ {=} thus 


converges to the object function F(t), and F(t) is continuous for ¢ > 0. 
It is well known that F(t) = 1 for t > 0%). 


2°) It can easily be seen that the integral form gives this result by applying 
Theorem 3 of the last paper cited under °), The integral also gives F (0) = /». 
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Theorem 4. Let f(s) satisfy the conditions of Theorem 3 for the 
case in which t = 0 does not belong to the set S of exceptional points. Then 
F (t) = 25)' {f (s)} is continuous at t= 0. Also let 


lim | sf(s)| = 0 


uniformly for all n (s =oa-+-ni). Then 
y+ 


. im | trdé we 


2xt a, x0 


(18) F (0) = 





y-ot 
Since f(z) is analytic in R(z) >y its contour integral vanishes 
when taken around the boundary of the segment of a circle |z| = 9 (0 >|¥/}) 
to the right of the line z = y + 01, 


y+oi 


teas = — | fede + | fed: =o, 
y—wi (Cc) 
where C is the are of the circular segment. Except 
for a constant factor, the limit (w — o) of the first 
integral on the right is the integral (18) in the theorem. 
This is zero provided the integral over C approaches 
zero as o becomes infinite. 

For any given ¢ > 0 let a positive number 2 be 
selected so that |zf(z)| < ¢/4a when R(z) > Q. This 
is possible according to the final condition in the theorem. 
If M is an upper bound of |z/(z)| in R(z) > y (con- 
dition 2°, Theorem 3) then for any @ > Q (see the 
figure for the case y > 0), 





Fig. 1. 


If f(@dz|= fo ge! f (0 (ot ae + fenride+feersao 


© —% — 6, 
6, 6, 
<- | d0+2M [ae <£+2M(@,-6,) 
— 6; om 


since 0< O, < 2. Now it is clearly possible to find a number R > Q 
such that 0, — 0, < «/4M when o > R, and hence 
I[fedzj<e when 9 > R, 
© 
and the theorem is established. 
In this theorem the two conditions concerning the order of f(s) are 
clearly satisfied if 


sits) =0(4) for R(s) =o > y. 
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It is easily seen that this condition is always satisfied by the Laplace 
transform of a function F (t) for which F (0) = 0 provided F’ (t) satis- 
fies the conditions of Theorem B and F(t) satisfies Lemma 1 (n = 1). 

The simple function f(s) = e~**/s (a > 0) satisfies the conditions of 
Theorem 4 for any y > 0. In this case 

F(t) = 0 for OS t<a, 
> ae ts. 

An important special case of Theorem 4 is the following, which is 

not only simple to use but applicable in many problems. 


Theorem 5. If f(s) is analytic in R(s) > y and f(s) = o( ) 


|s/° 
in this half-plane, then F(t) = 25'{f}%"), and F(t) is continuous for 
t > 0 and vanishes at t = 0, 
F(0) = 

Moreover, any function F(t) for which F(0) = 0 and which satisfies the 
conditions of Theorem E, has a Laplace transform f(s) which satisfies the 
above conditions. 

The integral 2j,'{f/} converges uniformly with respect to ¢ in every 
finite interval 0 < ¢ < T since its integrand satisfies the inequality 


d», 
+ 7° 





let f(2)de] < 2 * TTF ray < el M 


The condition of order in Theorem 5 may of course be replaced by the 
condition that, for some k > 1, 


I(s) = O(—) for R(s) > y. 


§ 5. 
The derivatives of F(t). 


The theorems of the foregoing section give conditions on f under 
which F has the integral form 2,,'{/} and under which this F is contin- 
uous in ¢ and approaches zero with ¢. In the present section conditions 
are given under which F is differentiable with respect to ¢ with its deri- 
vatives represented by the integral forms obtained by differentiating 
2H'(f} inside the integral. For the first derivative, for example, this 
form is 


yt+or 


= 1 

(19) P(t) = gy lim | taf (edz = 25" (s/(9)}. 
™ Y e wi 

*1) The integral form of F was established under these conditions on f/ by 

Pincherle, Sur les fonctions déterminantes, Ann. Ec. Norm. 22 (1905), pp. 1—68 


{p. 31}. 
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But according to the formula (2), 
v {F’ (t)} = f(s) — F (0) 
F’ (t) = 2" (sf (s) — F(0)}. 


Hence it is to be expected that the conditions under which the form (19) 
is assumed will involve the vanishing of F(0). Similarly for the deri- 
vatives of higher order. The more general integral forms which may be 
assumed by the derivative of any order, when the function or any of 
its derivatives of lower order have non-vanishing limits at t = 0, are to 
be taken up in a later part of this paper. 

Theorem 6. Let {(s) be analytic in R(s) > y and, for a positive 
integer n, let the product s"{(s) satisfy the conditions of either Theorem 1 
or Theorem 3 for this y, so that 


or 


(20) g~* {" f(s) = 25," {8 f(s) 
Then for the same y, 
(21) qn ist f(s)} = hy {s” f(s)! (¢ = 0, 1, 2,..., # — 1), 


and each of these is a continuous function of t for t >0 which vanishes 


att=0. If, in addition, the er QF" (s" { (s)| converges a 


for all t in some interval t, <t < t, (t, > 0) then F(t) = Qh hf! has 
a continuous derivative of order n there, namely, 

(22) Fm (t) = Qi" (s" f(s) (,St¢sS4), 
as well as continuous derivatives of lower order for all t > 0 given by 
(23) F(t) = 25" {sf (s)} (q = 0, 1, 2, ....n—1; ¢ 0) 
and these vanish at t = 0: 

(24) F (0) = F’ (0) = F” (0) =... = F®-) = 0. 


According to the order-condition in Theorem 1 and Theorem 3, 
; 1 
3” f (3) =O (jay) 
so the condition of Theorem 5 is satisfied by s"—'/(s), 


s®—1 f(s) = 2) for R(s) > ». 





Consequently 
@ fe"—17(6)) = OF" Is" -*F (0) 
and this function is continuous for all ¢ > 0 and vanishes at ¢ = 0. 
Similarly for 2-1 (sv f(s)| (¢q = n—2, n—3,..., 0), so the statement 
in (21) is true. 
Mathematische Annaien. 114 39 
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According to the additional condition in the theorem, the integral 


y+ y+ 


1 tim | eta" f(z)dz = —. lim 2 (et 2*—1f (2)) dz 





owe 2ni 


y—wi y—ot 


converges uniformly in ¢, — t= t,. Then from the continuity of the 
integrand of this integral it follows that 


(25) 25" {e" 1 (8)) = S&H" (s*-* 4 (9)] , Sts4) 


and this is continuous in t. If »>1 the same argument applies to 
2'\s"— f (s)} which is uniformly convergent in each finite interval 
0<t=sT, 80 


(26) B5'{e"—"F(8)) = 5,80" (e"-*F (8)) (> 0). 


(If n= 2 this formula together with (21) gives the formulas (23) 
and (24)). From (25) and (26), then 


25 (ef (8)) = FE8a'(e"-24(0)) ts SESH), 


avd for n > 2 the formulas (22), (23), (24) follow from successive appli- 
cations of the above results. 

When »=2 the condition of order in this theorem is that 
# f(s) =O(— 
satisfied by the Laplace transform of any real F (t) satisfying the conditions 
of Lemma 1 (n = 2), for which F (0) = F’(0) = 0 and F” (t)e—* is 
bounded and monotone by segments of minimum length 4 > 0 for t > 0 
(Theorem F). A similar statement can be made for any n. 


). This, together with the condition of analyticity, is 


As a special case of the last theorem, s"/(s) may satisfy the con- 
ditions of Theorem 4, and then F(t) is also continuous at t= 0 and 
vanishes there. When there are no exceptional points S where uniform 
convergence fails, this case can be written as follows. 

Theorem 7. Let {(s) be analytic in R(s) > vy and, for this y, let 
the integral 2j" {s"f(s)} converge uniformly with respect to t in each finite 
interval O< t= T. Also let \s"*+*f(s)| be bounded in the half-plane 
o>y (s =a+ m1) and approach zro uniformly for all y, as o>o@. 
Then F(t) and its first n derivatives admit the integral form, namely, 


FO (t) = 2H" {s*f(s)} (¢ =0,1,2,...,n; t > 0); 
moreover each of these functions is continuous for t > 0 and 
F(0) = F’(0) = F’ (0) =... = F(0) = 0. 














Boundary value problems solved by Laplace transformation. I. 611 


§ 6. 
The continuity of F (a2, t) with respect to a. 

The following theorem is given for the purpose of verifying boundary 
conditions relative to a variable z, other than ¢, which appears in a 
boundary-value problem. The boundary conditions to which this theorem 
applies may ke conditions on any of the derivatives of the dependent 
variable in the problem, as well as on the variable itself. 

Theorem 8. Let 2—' (f(x, s)| have the integral form 

y¥+oi 


1_ iim | e* f{(x,z)dx 





5" t (2,8) = hg 
sie OO 
for every x in an interval z, = t < «,, and let this integral converge 
uniformly with respect to x in this interval for a fized t >0. Also let 
f(z, 8) (s = y+ 1) be a continuous function of (x,n) in the rectangle 
%S¢%°5%, -—® SS», for each real w. Then for the fixed t, 
F (x, t) = 2H (f(z, 8)| 
is a continuous function of x. If x, is not finite and {(x,s) satisfies the 
additional condition: 
lim f(x,8) = p(s) 


uniformly in each interval — wo <= yn < w (s = y+ ni), then 
lim F (x,t) = 2m" (p(s). 
This theorem follows directly from known criteria for the continuity 
of an infinite integral involving a parameter”). 


§ 7. 


The derivatives of F (x, t) with respect to x, 


Conditions on f under which the derivatives of F with respect to z 
have the integral form and are continuous can be written directly from 
known conditions for the differentiation of an infinite integral with respect 
to a parameter*’). The conditions given in the following theorem are of 
this character. 


Theorem 9. For a common value of y and for each x in some inter- 
val cz, = & Sf, let f(x,s) and its first m derivatives with respect to x 


22) See for instance p. 474 of the book cited under '). 
35) See for instance p. 359 of the book cited under 17), 
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admit the integial form of their inverse Laplace transformations. For a 
fixed t > 0 let each of these integrals 
Q—! ja” f (x, 8)| 


Su | (p = 1, 2, ..., m) 


aa" 
converge uniformly with respect to x in x, = © < 2, and let 
0” j(a,v 4+ yf) 
esr” (p = 1,2, ..., m) 
Ox" 


be continuous functions of (x, /) in the rectangle sr, [esl zy, —-o Sylow 


for each real w. Then for the fixed t, F (x,t) has the continuous derivatives 


0” F (x,t) »—1 [O” f(x, 4)| 
= p LAS a 
Ox" | @a" | 








(p = 1, 2,..., m) 


mz, 2 


IA 
8 


§ 8. 
Differentiability and continuity of F (a, ¢) with respect to a and ¢. 

As an illustration of the possible combinations of the conditions of 
the foregoing theorems the following one may be written. The conditions 
of this set, though narrower than they need be, are sufficient to make a 
complete verification of solutions of many boundary-value problems which 
have vanishing initial (¢ = 0) conditions. 

Theorem 10. Let {(zx,s) satisfy the following conditions when x lies 
in an interval a <r <= Bb. 

1°. f{(x,s) and its first m derivatives with respect to x are analytu 
functions of s in R(s) > y and continuous in (x,y), when s = y + ni, 
in the rectangle (a,b, — ™,m) for each real o. 

2°. For some fixed 2, > 0, |s"*'*" f(x,8)| ts bounded in R(s) > y 
for all z. 

3°. For some ¢, > 0 (which may depend on p), each of the functions 


f2 oP / (x, $) 
a2" 


g' + 


(p = 1, 2,..., m) 
is bounded in R(s) > y for all z. 


Then it is not only true that F (x,t) together with its first n derivatives 
with respect to t and its first m derivatives with respect to x exist and 


have the integral form, namely, 
- . 7 
a F(s. Da L;,' \s7 f (x, s} (q = 0, 1, 2,..., m) 
att 
O” F (x,t) 
a2” 


1 (0” f(x, 8)) 
= 2,’ jo" /(z, 8) 
(i) | ax? | 
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but also each of these functions is continuous with respect to x ina<r<b 
for each t > 0, and continuous with respect to t in t > 0 for each x, and 
vanishes at t = 0: 





(29) F (2,0) = 0, 72% _ 9, 2 Fl=% _ og 1,2.. 


= ‘9 =—1.2 
ait —. »+y 3 p = 1,2,...m). 


The conditions 1", 2° and 3° insure the uniform convergence with 
respect to z and with respect to ¢, of the integrals in (27) and (28). 


. , a 
As a result of 1° and 2° the functions F (z,t) and “* have the 
t’ 


integral form and are continuous in ¢ and vanish at t = 0 (Theorem 7). 
These are also continuous functions of 2, since s’/(z,s) (q = 0,1,..., ») 
satisfy the conditions of Theorem 8. Due to conditions 1° and 3°, the 
FP 

zs 


in x (Theorem 9). Finally, the conditions of Theorem 5 (modified to 


. . t 
derivatives 





have the integral representation and are continuous 


py F PR 
f(s) =O Ca): for k > 1) are satisfied by at and hence an are 





continuous in ¢ and vanish at ¢t = 0. 

It is well to note that, even when the comparatively narrow con- 
ditions of Theorem 10 are used, the solution F(z,t) of the boundary- 
value problem is not limited to functions which are regular in the sense 
that its derivatives of all order exist. Continuity is imposed on just 
those derivatives which are involved in the problem. 


(Eingegangen am 18. 1. 1937.) 











Uber eine Mittelwertseigenschaft der Potentialfunktionen. 


Von 


Miron Nicolesco in Cernauti (Czernowitz, Ruminien). 


In einer kiirzlich veréffentlichten Arbeit beweist Herr Leifur Asgeirs- 
son folgenden Satz’): 

Liegen zwei konfokale Ellipsen E, und E, mit ihren Innengebieten D, 
zw. D, ganz in einem Gebiete der (x, y)-Ebene, wo eine reguldre Potential- 
funktion u(x, y) gegeben ist, so sind die Mittelwerte von u tiber D, bzw. D, 
einander gleich. 

Es ist nicht uninteressant zu zeigen, wie dieser Satz aus anderen 
Grundlagen einfach hergeleitet werden kann. 

1. Zuvérderst gebe ich hier einen Satz wieder, der Herrn Pizzetti 
zuzuschreiben ist). Es sei u(z,y) eine Funktion mit stetigen, partiellen 
Ableitungen bis zu der Ordnung 27 einschlieBlich. Bezeichnen wir mit 
M(u;e) den Mittelwert von u(zy) iiber einen Kreis, der um den Null- 
punkt mit dem Radius o beschrieben ist. 


Dann gilt 
M (u; 0) = u, +a, 9? (44), +... +a), 97? —*(4?—'u), + R,, 
wo 
ae Fe py va ae 
Au= oxi + ay A*u = A(Au), ...; a, rT 


und der Index Null anzeigt, daB fiir die verschiedenen Funktionen im 
zweiten Glied der Wert im Mittelpunkt des Kreises zu nehmen ist. 
SchlieBlich ist 
R, = a, 0?” (A? u)ey, 
unter (4”u),. den Betrag von 4?u in einem gewissen von dem Nullpunkt 
um Oo entfernten Punkt verstanden (O < 1). 
2. Es sei nun u(z,y) die erwahnte Potentialfunktion und 


(E,): Satpwos=! (? <b) 





e—r 


1) Uber eine Mittelwertseigenschaft von Lésungen homogener linearer partieller 
Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstarniten Koeffizienten (Math. Annalen 118 
(1936), S. 321 —3486). 

*) P. Pizzetti, Sulla media dei valori che una funzione dei punti dello spazio 
assume alla superficie di una sfera (Rendiconti Lincei (5) 18, (1909), S. 309—316). 
Siehe auch: Miron Nicolesco, Sur les fonctions de n variables, harmoniques d’ordre p 
[Bull. de la Soc. Math. de France 60 (1932), S. 129—151]. 
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eine Ellipse, die vom Parameter r abhingt und das Gebiet D, einschlieBt. 
Es ist leicht zu zeigen, daB der Ausdruck 


1 


aie vie oss! Jue ew 


D 





r 


vom Parameter r unabhingig ist. Setzen wir zu diesem Zwecke 
z= &Ya* —?’, = 7 VR — Pr, 
w= M[U (En); 1), 


so wird 


wo 





U (é,n) = u(§ Va? — r*, 4 Vb? — 1°) 
ist. Die Formel von Pizzetti liefert folgende Entwicklung 
“= U,+a,(4U),+...+4,-,(4°-' U), + R,, 
wobei p willkiirlich ist und R, den Wert 


Dp - ay (AP U). 
hat. Es ist aber 
a a ’ a Pr oe 
AU =(@— 1) Fat -Y5R He Gath Tg Hose 
wo 2c der Fokalabstand der Ellipse ist. Allgemein wird 


Ort u 


AU = arr (¢ = : 2, oe a 





Demnach ergibt sich schlieBlich folgende Entwicklung 


Pu) grr PP ay 
w=ut a, o*(53),+ cos a, -,o9—2(< ) + a,ct»(—*). 
0 


ges a2? ?/y 





Erwahnen wir noch die bekannte Formel, die unmittelbar aus dem GauB- 
schen Mittelwertsatz entsteht'), 


Ou 
Oz 


4L 
aé(z, y)’ 








wo L die obere Schranke von |u| in dessen Regularitétsbereich und 
6(z,y) den Abstand des Punkts (z, y) von der Randkurve des Gebietes D 
bedeutet. 

Daraus folgt 
Pu 


4c? \p L 
= 2 
| R,| = a,c? az?” |, ( ) 


a? d? Pp! (p+ 1)!’ 


wobei d die untere Schranke der Entfernungen der Punkte auf den 
Randern D, und D bedeutet. 











3) Siehe z. B. die Thése von J. Favard: Sur les functions harmoniques presque- 
périodiques [Journal de Math. pures et appl. (9) 6 (1927), n. 12}. 
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Demnach folgt 


lim R, = 0. 

po = 
Es besteht also die endgiiltige Formel 
= rn ae 
(1) It u, + p. a,c (=) 


aus der hervorgeht, da8 « von r nicht abhangt. 

Wir bemerken noch, daB diese Reihe die Entwicklung des Mittel- 
werts der Funktion auf der Fokalachse FF’ der Ellipse darstellt. 

Ganz dhnliche Betrachtungen, deren Ausfiihrung wir uns wohl er- 
sparen kénnen, fiihren zu folgendem Satz: 

Der Mittelwert einer polyharmonischen Funktion p-ter Ordnung im 
Gebiete D, ist ein Polynom (p — 1)-ten Grades in 7’. 


(Eingegangen am 22. 3. 1937.) 


Berichtigung 


zu der Arbeit von P. Funk: ,,Uber Flachen 
mit einer Schar von kongruenten und geschlossenen geodatischen Linien“, 
Math. Ann. 75, 8. 425—427. 


Bei der Abfassung dieser Note hatte ich die Resultate der zitierten Zollschen 
Arbeit falsch in Erinnerung. Die im Text durchgefiihrte SchluBwei<e gilt nur fir 
solche geschlossene geodatische Linien, die zu den Schraubenlinien senkrecht stehen. 
Gerade aus der Zollschen Arbeit geht aber hervor, daB es noch andere geschlossene 
kongruente geoditische Linien geben kann. Ob sich daher die Behauptung des 
Textes rechtfertigen J4Bt, ist fraglich. Herr Professor Liebmann hat mich in 
dankenswerter Weise vor langerer Zeit auf meinen Irrtum aufmerksam gemacht. 
In der Zwischenzeit habe ich mich nochmals vergeblich bemiht den Sachverhalt 
klar zu stellen und muB diese Bemiihungen als gescheitert ansehen. 


P. Funk. 














Uber die Realitit der Nullstellen 
fast aller Ableitungen gewisser ganzer Funktionen. 


Von 


A. Wiman in Upsala (Schweden). 





1. Fiir die hier in Rede stehende Untersuchungsrichtung ist von vorn- 
herein die Beschrinkung auf reelle ganze Funktionen natiirlich. Es ist auch, 
wenigstens anfanglich, naheliegend, daS man den Ausgang von solchen 
reellen ganzen Funktionen nimmt, welche nur eine endliche Anzahl von Paaren 
imagindérer Nullstellen besitzen. Aus sofort ersichtlichen Griinden ist man hier, 
jedenfalls in erster Instanz, auf solche ganze Funktionen hingewiesen, bei 
denen die Exponentialfaktoren, welche in der kanonischen Entwicklung auf- 
treten, als Grenzfunktionen von ganzen rationalen Funktionen mit lauter 
reellen Wurzeln betrachtet werden kénnen. Die fraglichen Exponential- 
funktionen diirfen also nur Faktoren von der Gestalt e** oder e~ “* ent- 
halten, wo c eine reelle Konstante bedeutet. Es sind ja e* und e~“* bzw. 
Grenzfunktionen der Polynomfolgen 
c? 2? y 


a+ey, 0-2 


= (= = 1, 2, 3, ...). 
Hierdurch werden die ganzen Funktionen von den Geschlechtern 0 und 1 
herausgehoben, wozu noch ein spezieller Fall von Funktionen des Geschlechtes2 
hinzukommt, fiir welche durch Wegnahme eines Faktors e~°* das Ge- 
schlecht sich auf 0 oder 1 reduzieren laBt. Es wird also hier von einer reellen 
ganzen Funktion 

(1) e- °F (2) 

ausgegangen, wo c auch = 0 sein kann, und /(z) eine Funktion vom Ge- 
schlechte 0 oder 1 mit héchstens einer endlichen Anzahl imaginarer Null- 
stellen bedeutet. Vor mehr als 20 Jahren habe ich nun den Satz als wahrschein- 
lich ausgesprochen, da, falls eine Funktion (1) den obigen Bedingungen 
geniigt, thre Ableitungen von einer gewissen ab lauter reelle Nullstellen be- 
sitzen'). Soviel ich weiB, ist fiir diesen Satz der Beweis nur in zwei speziellen 
Fallen erbracht. Der erste von diesen Fallen wird durch eine Ordnung < 3? 


1) Im Druck wurde der Satz zuerst von M. Alander in seiner 1930 erschienenen 
Arbeit ,,Sur les dérivées successives des fonctions réguliéres‘ verdffentlicht. 
Zu demselben Satze kam spiter G.’Pélya in selbstindiger Weise, wie man in 
seiner Schrift ,,Some problems connected with Fourier’s work on transcendental 
equations“ [Quarterly Journal of Mathematics (Oxford Series) 1 (1930)] findet. 
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der ganzen Funktion (1) charakterisiert*); es ist also dann c = 0. Im anderen 
Falle, der durch mich selbst erledigt worden ist, hat man 


f(z) = e** h(2), 


wo h(z) eine ganze rationale Funktion bedeutet*). Die vorliegende Unter- 
suchung hat den Zweck, zu zeigen, wie von diesem letzteren Resultate aus der 
Beweis sich fiir allgemeinere Fille fiihren lapt. 

Es ist uns nicht gelungen, diese Aufgabe fiir véllig allgemeine Funktionen 
vom Typus (1) zu erledigen. Die nétige Bedingung la8t sich so formulieren, 
da8 die Nullstellen a,, a,,..., @,,... von f(z) sich so ordnen lassen, daB 
die Reihe 

1 
(2) Lc 
konvergiert. Hierbei hat man zwei Méglichkeiten, indem die Reihe 1. ab- 
solut 2. bedingt konvergieren kann. Dieser letztere Fall trifft zu, wenn 
sowohl bei Beschrinkung auf die positiven als auf die negativen Nullstellen 
die Reihe (2) divergiert. Auf den noch iibrigen Fall, wo von den beiden ge- 
nannten Reihen mit Gliedern gleichen Vorzeichens eine divergiert und die 
andere konvergiert, hat unser Beweis keine Anwendung. 

Wir benutzen diese Gelegenheit, um auf allgemeinere Fragestellungen, 
wo die Anzahl der imaginiren Nullstellen der reellen Funktion (1) nicht 
mehr endlich zu sein braucht, aufmerksam zu machen. Es gibt hier Aufgaben 
von zweierlei Art. Die strengste Forderung ist, da nach einer geniigenden 
Anzahl von Derivationen tiberhaupt gar keine imaginaéren Wurzeln existieren 
sollen. Man kann hier etwa von der Vermutung ausgehen, daB dies der 
Fall sein wird, wenn fiir simtliche Nullstellen der urspriinglichen Funktion 
der Abstand von der reellen Achse eine endliche obere Grenze hat‘). 
Weniger weit geht die Forderung, wenn die Nichtexistenz von imaginaren 
Wurzeln nur fiir einen beliebig vorgegebenen endlichen Bereich verlangt wird. 
Man kann z. B. fragen, wie es sich in dieser Hinsicht mit den Funktionen (1) 
verhilt, bei denen fiir den reellen Teil der Nullstellen keine endliche Haufungs- 
stelle z = 2 existiert. 


2) Beweis von Pélya und Alander in den oben zitierten Abhandlungen. Ohne 
Beweis findet man den Satz Lereits 1927 in einer Arbeit von Pélya. 

8) ,,Uber eine asymptotische Eigenschaft der Ableitungen der ganzen Funktionen 
von den Geschlechtern 1 und 2 mit einer endlichen Anzahl von Nullstellen“ [Math. 
Annalen 104 (1930)]. 

*) Man findet indessen aus Beispielen, wo die Funktion Nullstellen von be- 
liebig hoher Ordnung hat, daB hier noch weitere Bedingungen nétig sind. Aus dem 
Beispiel mit den n-fachen Nullstellen n* + in—* (mn = 1, 2,..., & > 2) ersieht man, 
daB es auch nicht geniigt, wenn die Summe der Abstande sdmtlicher Nullstellen 
von der reellen Achse endlich bleibt. 
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2. Wir zerlegen die zu betrachtende ganze Funktion in zwei Faktoren 
(3) G (2) = 9 (2) 9). 
Zu y (z) sollen hier die reellen (von Null verschiedenen) Nullstellen der Funk- 
tion gehéren. Nach den Voraussetzungen gibt es eine konvergente Entwicklung 


(4) 9) = [J (1- =). 


Man hat mithin , 

(5) g (z) = eC a8 zk f(z) (k > 0), 

wo die ganze rationale Funktion { (z) fiir die imaginaren Nvllstellen von G (z) 
verschwindet; doch hindert nichts, daB f(z) noch eine endliche Anzahl von 
reellen Wurzeln besitzt. Bei bedingter Konvergenz des Produktes (4) ist der 
Wert der Konstante c, in (5) von der Anordnung der Faktoren abhingig. 
Ist diese Anordnung solcher Art, daB die Summe der Reihe (2) = 0 wird, 
so erhilt man fiir c, denselben Wert wie in dem Falle, wo durch Hinzufiigung 


von Faktoren e*" (4) durch ein absolut konvergentes kanonisches Produkt 
ersetzt wird. Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn man sowohl die positiven als die 
negativen Nullstellen a, nach steigenden absoluten Betriigen ordnet und 
dabei positive und negative Nullstellen in solcher Weise wechseln laBt, daB 
jedesmal die Teilsumme 


= Yt (y = 1,2, 8,...) 
1 n 


vom kleinsten méglichen Betrage wird. 
Wir machen weiter die Zerlegung 


(6) a(2) = I (a~ =) I (1— =) = non). 
i N+1 


Es ist hier also g, (z) ein endliches und g, (z) ein unendliches Produkt. Offenbar 
laBt sich hier N so wahlen, da8 in einem beliebig gegebenen endlichen Bereich 
92 (z) beliebig wenig von 1 verschieden wird und eine endliche Anzahl seiner 
ersten Ableitungen sich beliebig wenig von 0 unterscheidet. 

Wir wollen zunichst nachweisen, daB, wenn N geniigend groB genommen 
worden ist, unser Satz iiber die Realitat der Nullstellen der Ableitungen fiir 
die Funktion 
(7) G, (2) = 9 (2) 92 (2) 

Giiltigkeit hat. Nach unserer bereits zitierten Arbeit gilt der Satz fiir g (2). 
Wir kénnen mithin eine bestimmte Ableitung, etwa g (z), fixieren, fiir welche 
die Nullstellen reell und verschieden sind. Die endliche Anzahl dieser Null- 
stellen wollen wir mit m bezeichnen. Nimmt man je zwei aufeinanderfolgende 
von diesen Nullstellen als Endpunkte, so erhailt man auf der reellen Achse 


40* 
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m —1 Teilstrecken. Die von diesen erfiillte vollstindige Strecke wird von 
zwei Nullstellen begrenzt. Wir fiigen zu dieser Strecke noch zwei Teilstrecken, 
so daB auch die beiden letzteren Nullstellen innere Punkte der vollstandigen 
Strecke werden, welche also aus m + 1 Intervallen besteht. Es ist méglich, 
eine GréBe 6 > 0 zu bestimmen, so daB es in jedem von diesen m + 1 Inter- 
vallen einen Punkt gibt, fiir welchen |g” (z)| und, da g, (z) im ganzen Inter- 
valle als beliebig wenig von 1 verschieden betrachtet werden kann, auch 
|g" (z) ge (z)| > 6 ist. Diese Punkte kénnen wir als Endpunkte fiir m zu- 
sammenhangende Intervalle nehmen. Unser Zweck ist nachzuweisen, da8 es 
méglich ist, N so zu bestimmen, daB G';” (z) je eine Nullstelle in jedem von 
diesen m letzteren Intervallen besitzt. 

Wir haben die Entwicklung 

(8) Gy” (2) = g (2) 9, (2) + 9g" — (2) 95 (2) + --- + 9 (2) 99 (2). 
Die Koeffizienten auf der rechten Seite von (8) sind feste von v abhingige 
Zahlen. Wenn man sich auf einén gegebenen endlichen Bereich beschrinkt, 
so lassen sich fiir |g (z)|, |g’ (z)|, ... und |g” (z)| feste obere Grenzen 
feststellen. Da man iiberdies durch Wahl von N |g, (z)|, |g, (z)|, :.. und 
|g’ (z)| in diesem Bereiche beliebig wenig von 0 verschieden machen kann, 
so versteht man, da8 es sich erreichen laBt, da8 an den Endpunkten der zuletzt 
erwahnten m Intervalle der Betrag des ersten Gliedes rechts in (8) die Summe 
der Betriige der iibrigen Glieder iiberwiegt. Da nun dieses erste Glied an den 
Endpunkten eines Intervalles verschiedene Zeichen hat, so folgt, daB G{” (z) 
in jedem der m Intervalle wenigstens eine Nullstelle haben muB. 

Um hieraus den Schlu8 ziehen zu kénnen, da8 G” (z) keine imaginaren 
Nullstellen hat, betrachten wir einen endlichen Bereich. etwa in der Gestalt 
eines Rechtecks, dessen Seiten je mit der reellen und imaginaren Achse 
parallel sind. Dieser Bereich soll in seinem Inneren nicht nur die obige Strecke, 
sondern auch denjenigen Bereich, wo man von vornherein weiB, daB die 
etwaigen imaginaren Wurzeln von G‘” (z) liegen miissen®), enthalten. Offenbar 
lat sich eine GréBe 6, > 0 feststellen, so daB man fiir die Begrenzung des 
Bereichs |g" (z) g, (z)| > 4, hat. Da man durch Wahl von N die Betriige der 
anderen Glieder rechts in (8) beliebig klein machen kann, so laBt sich der 
Satz von Rouché anwenden, und G{(z) hat im Bereiche dieselbe Anzahl 
Wurzeln wie g” (z), also nur die obigen m reellen Wurzeln. 

Ist g (z) ein Polynom, wie es z. B. fiir ganze Funktionen G (z) vom Ge- 
schlechte 0 der Fall ist, so kann man hier fiir g‘ (z) die letzte nicht identisch 
verschwindende Ableitung, also eipe Konstante, wahlen. 

3. Man sieht leicht, da8 fiir den in der vorigen Nummer gegebenen Teil 
des Beweises die Annahme von (absoluter oder bedingter) Konvergenz der 


5) Siehe hieriiber die zitierten Arbeiten von Alander und Pélya. 
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Reihe (2) nicht erforderlich ist. Dagegen ist es uns nicht gelungen, die noch 
iibrige zweite Hilfte des Beweises ohne diese Annahme auszufiihren®). Wir 
haben 

(9) G (z) = G, (2) 91 (2), 

wo g,(z) eine ganze rationale Funktion von der Gradzahl N bezeichnet, und 
sowohl G (z) als g, (z) lauter reelle Nullstellen besitzen. Wir betrachten das 
Produkt 

(10) G, (2) - (2 —a), 

wo (z —a) Faktor von g, (z) ist. Als (vy + 1)-te Ableitung von (10) bekommen 
wir 

(11) Gv + (z)- (2 — a) + (» + 1)G (2). 

Nun hat man 


(12) + (G4? (2) -( — a)" +] = (2 — a)’ (GY * P(z)-(2 — a) + (v + 1) GP (2). 
Da die Funktion, deren erste Ableitung wir hier rechts haben, nur reelle 
Nullstellen hat, so gilt dies auch fiir die Ableitung, also fiir (11), wie bereits 
aus der SchluBweise von Laguerre zu ersehen ist. In anderen Worten be- 
deutet dies, daB die (vy + 1)-te Ableitung von (10) lauter reelle Nullstellen 
besitzt. Durch Wiederholung derselben SchluBweise, findet man, daS 
spiitestens fiir die (v + N)-te Ableitung von G (z) keine imagindren Nullstellen 
auftreten. Hiermit ist aber das Ziel, das wir uns gesetzt haben, erreicht. 


6) Einen wichtigen Beitrag zur Klérung dieser Frage findet man in der hier 
sogleich folgenden mit der obigen gleichnamigen Arbeit von Poélya. 


(Eingegangen am 29. 5. 1937.) 











Uber die Realitit der Nullstellen 
fast aller Ableitungen gewisser ganzer Funktionen. 


Von 
G. Pélya in Zirich. 





1. Einleitung. 


Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, die voranstehende gleichbetitelte 
Arbeit des Herrn Wiman, die ich im Manuskript einsehen zu kénnen den Vorzug 
hatte, um einen Schritt weiterzufiihren. 


Bis zu welchem Punkt die Arbeit von Wiman gelangt, ersieht man 
recht deutlich aus dem Vergleich von zwei Beispielen. Es sei P(z) ein 
Polynom mit reellen Koeffizienten, aber mit imaginéren Wurzeln; betrachten 
wir die beiden folgenden ganzen Funktionen: 


P(z)sinz, P(z)/I (2). 


Von der ersten zeigen die Ausfiihrungen von Wiman, da8 ihre Ableitungen 
geniigend hoher Ordnung nur reelle Nullstellen haben, von der zweiten jedoch 
nicht. Der durch Wimans SchluBweise ausgenutzte Unterschied der beiden 
Funktionen besteht darin, daB die von 0 verschiedenen Nullstellen der ersten 
sich so anordnen lassen, da8 die Summe der Reziproken konvergiert, die Null- 
stellen der zweiten sich jedoch nicht so anordnen lassen. Ich konnte Wimans 
Methode so weiterfiihren, daB ich auch die zweite Funktion, welche ja, wie 
die erste, von der Ordnung 1 ist, behandeln kann. Ich werde (die Terminologie 
wird sofort nachher erliutert) den folgenden Satz beweisen: 


Wenn die Ordnung einer reellen ganzen Funktion G (z) kleiner als + ist 
und G (z) nur endlich viele imagindre Nullstellen hat, so wird eine gewisse Ab- 
leitung G” (z) von G(z) keine imagindren Nullstellen wnd auch keine aufer- 
ordentlichen mehrfachen Nullstellen haben, und tibrigens werden sich auch alle 
nachfolgenden Ableitungen G"*» (z), G"*® (z),... ebenso verhalten. 


Ich nenne eine ganze Funktion reell, wenn sie fiir reelle Werte der Variablen 
nur reelle Werte annimmt. Ich nenne eine mehrfache Nullstelle a von G™ (z) 
ordentlich, wenn a eine mindestens n + 2-fache Nullstelle von G (z) ist, so 
da8 auBerG™ (a) und G* » (a) auch G(a), G’ (a), . . .. @*—» (a) verschwinden. 
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Auferordentlich heiBt eine mehrfache Nullstelle einer Ableitung von G (z), 
wenn sie nicht ordentlich ist, wenn sie also nicht direkt von G (z) her- 
stammt, sondern im Verlaufe der sukzessiven Derivationen irgendwann spiter 
auftritt. 


Mit der kleineren, also weniger besagenden Grenze ? fiir die Ordnung 
(statt 4) und ohne Bezugnahme auf auBerordentliche mehrfache Nullstellen 
wurde der Satz schon vor mehreren Jahren von Alander und dem Verfasser 
bewiesen"). Die vorangehende Arbeit von Wiman ergibt das schlieBliche 
Reellwerden der Nullstellen bei sukzessiver Derivation fiir alle ganzen Funk- 
tionen unterhalb der Ordnung 1 und fiir eine groBe Klasse von Funktionen 
bis zur Ordnung 2 einschlieBlich, aber wie man am eben erwahnten Beispiel 
P (z)/I' (z) sieht, nicht fiir alle Funktionen von der Ordnung 1. 


Ich habe das ausgesprochene Resultat gewonnen, indem ich das scharf- 
sinnige Beweisverfahren der vorangehenden Wimanschen Arbeit kritisch 
zerlegt und nachher ,,quantitativ“ gewendet habe. Ich werde mich bemiihen, 
die Darstellung so einzurichten, daB der Leser die Motive, welche von der 
vorangehenden Wimanschen Arbeit zur vorliegenden hiniiberfiihren, klar 
durchblicken kann?*). 


2. Hilfssitze. 


Es bezeichne F (z) eine reelle ganze Funktion vom Geschlechte 0 oder 1, 
welche nur endlich viele nichtreelle Nullstellen besitzt. Diese Bezeichnung 
bzw. Voraussetzung soll im Laufe der gegenwirtigen Nummer, insbesondere 
bei der Formulierung der beiden folgenden Hilfssitze I und II festgehalten 
werden. 








1) M. Alander in ,,Opuscula mathematica Andreae Wiman dedicata“ (Upsala 1930), 
S. 79—98; vgl. S. 93. G. Pélya, Quarterly Journal of Math. (Oxford series) 1 (1930), 
8. 21—34; vgl. Theorem II. 

2) Soll man die Motive der Uberlegung mit zur Darstellung bringen? Man 
kann hieriiber, wohl mit Recht, verschiedener Ansicht sein. Heutzutage ist man 
im allgemeinen dagegen, und zwar, wie mir scheint, zu einseitig dagegen, aber 
manche Klassiker waren entschieden dafiir. So verstand Euler seine Motive be- 
sonders reizvoll darzulegen und Leibniz tat den Ausspruch: ,,I] n’y a rien de si 
important que de voir les origines des inventions, qui valent mieux 4 mon avis 
que les inventions mémes.“ Meine Ansicht ware: Ja, man soll die Motive mit zur 
Darstellung bringen, aber mit angemessener Diskretion und méglichst geringer Mehr- 
beanspruchung von Raum. — Damit diese allgemeine Auseinandersetzung an dieser 
Stelle niemand befremde, muB ich wohl noch hinzufiigen, wie ich dazu komme, sie 
hierherzusetzen: Nach Fertigstellung des Manuskripts bemerkte ich, daB ich, vielleicht 
aus gesunder Oppositionsstimmung gegen eine zu einférmige Meinung, der Darlegung 
der Motive etwas mebr Platz als gewéhnlich eingeréumt habe. 
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Der Erfolg des Beweises von Wiman scheint mir vor allem auf dem folgen- 
den, von ihm entdeckten originellen Hilfssatz zu beruhen, der mit einem gering- 
fiigigen Zusatz*) so gefaBt werden kann: 


Hilfssatz I. Wenn F(z), die n-te Ableitung von F (z), weder nicht- 
reelle Nullstellen noch auBerordentliche mehrfache Nullstellen besitzt, und Q (z) 
ein Polynom m-ten Grades mit lauter reellen Wurzeln bedeutet, so besitzt die 
p-te Ableitung des Produktes F (z) Q(z) fiir p => m + n weder nichtreelle noch 
auBerordentliche mehrfache Nullstellen. 

Dieser Hilfssatz soll hier ganz nach dem Vorgange von Wiman verwendet 
werden: Wir wollen die Funktion G (z), um die es sich in dem hier zu beweisen- 
den Satz handelt, in zwei Faktoren, F (z) und Q(z), von besagter Natur zer- 
legen, und zwar méglichst giinstig zerlegen; gelingt uns die erstrebte Behaup- 
tung fiir F (z) zu beweisen, so wird sie, kraft des Wimanschen Hilfssatzes I, 
auch fiir 

G (2) = F (2) Qe) 
mitbewiesen sein. 

Wimans Beweis macht ferner wesentlichen Gebrauch von einem Teil des 
folgenden, von J. L. W. V. Jensen herriihrenden Satzes*): 

Zu jedem konjugierten Paar imagindrer Nullstellen « +if, « —ipB 
von F (z) konstruiere man die Ellipse 


“oP *P 
und betrachte den von der Gesamtheit dieser endlich vielen Ellipsenflachen be- 
deckten Bereich B,. Sowohl die nichtreellen Nullstellen, als auch die aufer- 
ordentlichen mehrfachen Nullstellen von F (z) liegen im Bereiche 8,,. 


5) Vgl. vorstehend, S. 621. Der Zusatz betrifft die mehrfachen Nullstellen, 
und der zu diesem Zusatz ndétige SchluB ist wohlbekannt, vgl. z.B. J. v. Sz. Nagy, 
Jahresbericht d. deutschen Mathematiker-V. 31 (1922), S. 238—251, insbesondere 
Satz VI, S. 244 oder die unter ') zweitzitierte Arbeit, Lemma II, S. 30; nur der 
einfachste Fall, in welchem keine Jensenschen Kreise vorhanden sind, kommt hier 
in Betracht. (Fir Wimans Schlu8 kommen in diesen beiden Arbeiten bzw. Satz I, 
8. 239 und Lemma I, S. 26 entsprechenderweise in Betracht.) 

*) J. L. W. V. Jensen, Acta Mathematica 86 (1913), S. 181—195, insbesondere 
8. 190; ferner J. L. Walsh, Annals of Mathematics (2) 22 (1920), S. 128—144, und 
die unter 5) zitierte Arbeit von J. v. Sz. Nagy. Der Satz, wie auch der vorangehende 
Hilfssatz I, bleibt unter einer etwas allgemeineren Voraussetzung giiltig, wobei 
F(z)e~*™ anstatt der hiesigen Funktion F(z) mit »y 20 betrachtet wird. Im Be- 
weise von J. v. Sz. Nagy scheint mir der Hinweis (S. 243, Zeilen 22—26) auf 
die Hadamardsche Theorie in dem Falle, daB f(z) zwar vom Geschlechte 1, aber 
von der Ordnung 2 ist, nicht ohne weiteres zu geniigen. Ein Hinweis auf die 
»Laguerresche SchluBweise, d.h. auf den Grenziibergang von Polynomen her, ist, 
mindestens im Falle nur endlich vieler imaginarer Nullstellen, leichter zu vervoll- 
standigen. 
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Wiman abstrahiert hiervon die folgende ,,qualitative‘ Aussage‘): 

Es gibt einen bloB durch die Lage der nichtreellen Nullstellen von F (z) 
bestimmten (und von der sonstigen Beschaffenheit von F (z) unabhangigen) 
Bereich, von dem man von vornherein weiB, daB er sémtliche nichtreellen Null- 
stellen von F™ (z) enthdlt. 

Auch hier soll bloB von einem Teil des Jensenschen Satzes Gebrauch ge- 
macht werden, aber wir wollen davon immerhin etwas mehr, namlich die 
folgende ,,quantitative Aussage abstrahieren: 


Hilfssatz II. Es sei vorausgesetzt, daB jede nichtreelle Nullstelle « + 1B 
von F (z) der Ungleichung |B| <1 gentigt. Es gibt eine bloB durch die Lage 
der nichtreellen Nullstellen von F (z) bestimmte (und von der sonstigen Be- 
schaffenheit von F (z) unabhingige) Zahl n von folgender Eigenschaft: Fiir 
n > N liegen stimtliche nichtreellen und stéimtliche auferordentlichen mehrfachen 
Nullstellen von F™ (z) im Kreise 


(1) \z| < Ya. 


3. Funktionen mit endlich vielen Nullstellen. 
Wenn die Funktion G (z), von der der hier zu beweisende Satz handelt, 
nur endlich viele Nullstellen besitzt und kein Polynom ist, so ist sie von der 
Gestalt 


(2) e** P (2); 


hierbei bedeutet s eine reelle, von 0 verschiedene Konstante und P (z) ein 
reelles Polynom (das jedoch imaginare Nullstellen haben kann). 

Wiman benutzt in seinem Beweis ganz wesentlich den Umstand, daB er 
seinen Satz fiir Funktionen von der speziellen Gestalt (2) vorbewiesen hat. 
Ich will zunichst einen besonders durchsichtigen Beweis fiir den in der Ein- 
leitung ausgesprochenen Satz unter der speziellen Annahme fiihren, daB G (z) 
von der Gestalt (2) ist. Ich benutze neben Hilfssatz II den folgenden 

Hilfssatz III. Der Grad des Polynoms P (z) sei k, sein héchster Koef- 
fizient 1 (so daB P (z) = 2 +... ist) und die Summe der Betrige der tibrigen 
Koeffizienten von P (z) sei A. Wenn n > |s| ist, so hat die n-te Ableitung der 
Funktion (2) keine Nullstellen im Kreise 

nm \k—1 n \k k(k—1 
(3) (kz) + A)(lei+75) * <(H) (1 -—--)- 

(Die Gesamtheit derjenigen Punkte z der komplexen Zahlenebene, fiir 
welche (3) gilt, mag leer sein; wenn sie nicht leer ist, so bildet sie offenbar eine 
offene Kreisflache, deren Mittelpunkt der Nullpunkt ist.) 


5) Vgl. vorstehend, 8. 620, Zeilen 25—29. 
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Ich will den rein rechnerischen Beweis von Hilfssatz III bis zur Nr. 5 
zuriickstellen und beeile mich, die Hilfssitze II und III zu einem Schlu8 
zu kombinieren. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf angenommen 
werden, daB die Imaginirteile der Nullstellen von P(z) dem Betrage nach 
simtlich kleiner als 1 sind. Dann ist die Voraussetzung von Hilfssatz II erfiillt, 
und somit liegen, fiir m >, sémtliche nichtreellen und simtliche auBer- 
ordentlichen mehrfachen Nullstellen der n-ten Ableitung von (2) im Kreise (1) 
{insoweit sie tiberhaupt vorhanden sind); nur der Kreis (1) ist verdichtig, 
diese beiden Sorten von Nullstellen, deren Nichtexistenz wir nachweisen 
wollen, zu enthalten; nennen wir (1) den ,,verdichtigen“ Kreis. Nach Hilfs- 
satz ITI ist der Kreis (3) von Nullstellen der n-ten Ableitung von (2) itiberhaupt 
frei; nennen wir (3) den ,,freien“ Kreis. Wenn die n-te Ableitung von (2) 
imaginare oder auBerordentliche mehrfache Nullstellen hat, so hat sie diese 
im Kreisring, der auBerhalb des ,,freien“ Kreises (3) und innerhalb des ,,ver- 
dachtigen“ Kreises (1) sich befindet. Nun breitet sich der ,,verdichtige“ 
Kreis (1) mit wachsendem n bestandig aus. Der ,,freie Kreis“ (3) verindert 
sich mit n ebenfalls, und zwar wird der ,,freie Kreis‘ (3) den ,,verdachtigen“ 
fiir geniigend grofes n sicher iibertreffen, denn es ist, |z| = Yn gesetzt, die 
linke Seite von (3) bloB von der GréBenordnung n'—t, die rechte hingegen 
von der GréBenordnung n*. Von dem Augenblick an, in welchem der ,,freie“ 
Kreis den ,,verdichtigen“’ im Wettlauf iiberholt und definitiv bedeckt, 
d. h. von einem bestimmten Werte von » an, gibt es keinen Platz fiir 
imaginare oder fiir auBerordentliche mehrfache Nullstellen der n-ten Ab- 
leitung von (2), d. h. diese beiden Sorten von Nullstellen existieren nicht, 
w. z. b. w.*). 


Da der ,,verdichtige Kreis (1) fiir geniigend groBes n nicht bloB die 
auBerordentlichen, sondern auch die eventuellen (unbeweglichen !) ordentlichen, 
und somit alle mehrfachen Nullstellen der n-ten Ableitung von (2) bedeckt, 
gelangen wir zum SchluB, daB diese Ableitung fiir geniigend groBes n nur 
reelle und einfache Nullstellen besitzt. Diese Tatsache wird von Wiman in 
seinem Beweis als wesentlicher Hilfssatz verwendet. 


Substituieren wir an Stelle dieses Hilfssatzes seine eben besprochene 
Herleitung, so entsteht aus der Wimanschen eine neue Beweisanordnung, 
welche den Jensenschen Satz (genauer gesagt, seine Folgerung, den Hilfs- 
satz II) an zwei verschiedenen Stellen verwendet. Wollen wir, sparsamer- 
weise, diese doppelte Verwendung des Hilfssatzes II durch eine einmalige 
Anwendung ersetzen, so gelangen wir in motivierter Weise zur folgenden 

Beweisanlage 


*) Vgl. den analogen Schlu8 in den unter ') zitierten Arbeiten. 
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4. Anlage des Beweises. 


Die ganze Funktion G (z), von der der zu beweisende Satz handelt, hat 
nach Voraussetzung die Gestalt 
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7 
foe) 4 


4 G(z) = P(z)e** y—%) 
(4) (2) = P(2) IT ( x)é 

P (z) ist ein reelles Polynom, a eine reelle Zahl, «,, x», a3, ... eine Folge 
reeller, von 0 verschiedener Zahlen, so beschaffen, daB die Reihe 

1 1 1 

(5) a tagt---tart.-- 
monoton fallende (nichtzunehmende) Glieder hat und konvergiert. 

Ich mache beim Beweis eine wesentliche Einschrinkung: Ich schlieBe 
erstens den Fall aus, in welchem die Folge «,, «2, . . . endlich ist, und zweitens 


den Fall, in welchem die Reihe 
1 1 l 
CTT E Toe FEF 
konvergiert und die Summe 0 hat. Der erste Fall wurde nimlich in Nr. 3 
besprochen und der zweite Fall ist in der Wimanschen Beweisanordnung so 
vollstindig und einfach behandelt’), daB ich nichts hinzuzufiigen habe. Nach 
der getroffenen wesentlichen Einschrinkung verliert man nichts weiter an 


Aligemeinheit, wenn man voraussetzt, wie wir es tun wollen, daB es eine 
positive Zahl o gibt, so beschaffen, daB, 


1 1 1 
(6) weet ete t+ +S 
gesetzt, fiir unendlich viele ganze Zahlen m 


(7) ino >0 


ist. (Man kann ja z durch —z ersetzen.) Weiter machen wir, ebenfalls ohne 
Beschrinkung der Allgemeinheit, die Annahme, da8 die Imaginirteile aller 
Nullstellen von P(z) unterhalb 1 liegen (wodurch Hilfssatz II anwendbar 
wird) und daB der héchste Koeffizient von P (z) die Einheit ist. 

Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: 


(8) Qn (2) = v/| (1-Z), 


(9) Rp (2) = I (1— =) eu, 


w=m+1 *s 
(10) F,,(z) = e™* P(z) Ry (2); 


7) Vgl. insbesondere die SchluBbemerkung der Nr. 2, auf S. 620. 
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8,, ist durch (6) definiert. Mit diesen Bezeichnungen ist, gemaB (4), 
(11) G (2) = F,, (2) Qu (2). 

Q,, (z) ist ein Polynom mit nur reellen Nullstellen. Gema8 dem Wiman- 
schen Beweisgedanken, der auf Hilfssatz I fut, werden wir unseren Satz 
iiber (11) bewiesen haben, sobald uns gelingt, zwei ganze Zahlen m und n 
zu finden, so daB 

a F., (2) 
dz” 
nur reelle Nullstellen und nur ordentliche mehrfache Nullstellen hat. 

F,,, (z) hat, wie auch m beschaffen sei, keine anderen imaginiren Null- 
stellen als diejenigen, die schon in P (z) stecken. Gema8 dem in Nr. 3 an- 
gewendeten Beweisgedanken, der auf Hilfssatz II fuBt, wird die Funktion 
F (z) nur die richtigen Sorten von Nullstellen haben (reelle und blo8 ordent- 
liche mehrfache Nullstellen), sobald uns gelingt, einen Kreis zu finden, mit 
dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit Radius gréfer als Vn, der von 
Nullstellen der Funktion F% (z) fret ist, vorausgesetzt, daB n eine bestimmte, 
von m unabhingige Grenze iibersteigt. (In dieser Unabhingigkeit von m 
kommt ein wichtiger Punkt des Hilfssatzes II zur Anwendung, der in Nr. 3 
noch keine Rolle spielte.) 

Die Aufgabe, den in der Einleitung ausgesprochenen Satz zu beweisen, 
reduziert sich somit darauf, fiir beliebig groBes n und dazu passendes m einen 
Kreis um z = 0 herum abzustecken, dessen Radius gréfer als ¥n und dessen 
Inneres von den Nullstellen der Funktion F“ (z) frei ist. 


5. Der nullstellenfreie Kreis im einfachsten Fall. 


Wir wollen zunachst den Beweis des Hilfssatzes III nachholen. Dies wird 
nicht bloB indirekt, als Voriibung, niitzlich sein, sondern es wird sich nachher 


die entscheidende Ungleichung auch als direkt fiir unseren Hauptzweck ver- 
wendbar erweisen. 


Wir setzen 
(12) P (2) = ay + 4,2 +a,2 +... +a_,2-1 +2, 
(13) A = |ao| + |a,| + |ag| +... + |oe-al. 


Diese Bezeichnungen stimmen mit dem Wortlaut des Hilfssatzes III iiberein; 
Gq, @;, ..., @_, sind reelle Zahlen. Wir verwenden D als Zeichen des Dif- 
ferenzierens nach der Variablen z. Um Hilfssatz III zu beweisen, miissen wir 
ein von den Nullstellen der Funktion 


(14) D" e* P (2) = 8" e* (1 + s-! D)" P (2) 
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freies Gebiet angeben. Wir haben also von unten abzuschitzen den Betrag von 


(15) (1+ s~*D)" P(z) = (1+ s-'D)" #4'Sa,(1 + 8-1 Dyn 2*, 
Nun ist 7 
.+(” ) D* * 
s* 


(+s Dper—ar+(1) 2% $ (0) > 
=7+(5 )re - +(5 y=, pea 4 BRa 1). (nxt) 
8? ’ 











8 
3" 


(16) |(L + s-* Dye] S (l2]4 5) 








&t—1 
. —1)...(n—k+1) , n(n—1)...(n—A+1) 
(1+ s—? Dye zt = 2) a + aa y (7) ~~ 








k—1 
__ n(n—1)...(n—k+1) | 1 y" 1 (k—1)\ a(n—)})...(n—A41) ,_,_ 
= at + aie 2 ( | ) e zk 1 i, 
=0 


1 


> 





, = a n(m—1)...(n—k+1) n \t- 
(17) |(L+s-*Dyr2t| > 7 k|2\(\2| +5) 


(18) n(n—1).. (n —k +1) = nt (1—+) (1-2). .. (1-44) 
> nt (1 —4E—), 


Man erhalt durch Zusammenfassung von (15), (16), (17), (18), unter 
Beachtung der Voraussetzung n >|s| des Hilfssatzes III und der Bezeich- 
nung (13), 


(19) (1+ s-* Dy P(@)| > (J (1-=S”) - Mle] +4) (lel + 5). 


Die Ungleichung (19) setzt das Nichtverschwinden von (14) im Kreis (3) und 
damit den Hilfssatz III in Evidenz. 








6. Der nullstellenfreie Kreis im allgemeinen Fall. 
Um die Funktion (10) behandeln zu kénnen, sind wir gendtigt, geeignete 
Beziehungen zwischen », s,, und 
(20) l 1 l 


2 2 +o. 
am+1 aim +2 am+s 





Om tees 


dem Restglied der Reihe (5), anzunehmen. Zwar werden diese Annahmen 
erst durch den weiteren Verlauf der Rechnung motiviert, aber im Interesse 
einer bequemen Kontrolle der folgenden Uberlegungen ist es besser, sie schon 
jetzt auszusprechen. Wir wollen also annehmen, daB 


I =< l, 
(I) e<1, 
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(il) (3) on <1, 
= ra ae < . 


ist. Unter welchen Bedingungen diese drei Annahmen miteinander vertraglich 
sind, soll erst in der nichsten Nummer gepriift werden. In der gegenwirtigen 
Nummer wollen wir zunichst Folgerungen aus ihnen ziehen. 

Wir brauchen den folgenden leicht beweisbaren 

Hilfssatz IV. Es seien s und z beliebig komplex, n positiv ganz. Wenn 
die Funktion f (u) fiir 


2 
(21) lw-zlST 
regulir analytisch ist und der Ungleichung 
lf(u)| = M 
gentigt, so ist 


|( + 2D)" f (2) <2 M. 


In der Tat ist, wenn das nachfolgende Integral um den Kreisbereich (21) 
der u-Ebene herum im positiven Sinne erstreckt wird, 


S 


| (1 +s? Dp f(2)| = 








v=0- 
des i f(ujdu (") v! 
~s 2x u-—z v=o \? 8” (u—z)’ 








ou 5 (ly =a 


Wir wollen nun diesen Hilfssatz auf die Funktion 


(22) f(u) = P (u) (R,, (uw) —1) 
mit 
(23) &s = 8, = | $m | 


[vgl. (7)] anwenden, und auf solche Werte von z, welche der Ungleichung 


(24) le;}< = 


geniigen. 
Wir haben die Funktion (22) fiir solche u-Werte abzuschitzen, die (21) 
erfiillen, also wegen (23) und (24) in dem Kreis 


(25) |x| <= 
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der u-Ebene liegen. In diesem Kreis erhalt man, unter Beachtung von (12), (13) 
und auch der Annahme (I), 
(26) |P(u)|<(4+)(2 — 


Um in demselben Kreis (25) auch den zweiten Faktor der Funktion (22) ab- 
zuschatzen, fiihren wir die Funktion 


(27) 8, (u) = log Ry, (u) = [19g (1 —=)+ =| 
a=m+1 “ La 

ein; vgl. (9). Die Definition von S,,, (u) ist so gemeint, daB alle Logarithmen 

unter dem Summenzeichen rechts in (27) fiir wu = 0 sich auf 0 reduzieren, so 

daB S,, (0) = 0 ist. Unter der Annahme (ITI) erhalten wir, daB im Kreise (25) 


S,(u)=—- D (S++...) 











wom +a 2% 
S,,(u)| < |uP ! 
Sal< DE 
'z 
|u , 1 2 . 
< ) = < | ul? on; 
3n o 
1b Sa+: ® 


wir haben wieder (III) und dié Bezeichnung (20) verwendet. Es ist also im 
Kreis (25) 
| Sm (tu) | < > “Ve ™ 


Hieraus folgt, gemaB (27), unter der Annahne (II), d 
Som (te 2 ee 1 
| Ry (u) — 1] = Je — 11 < (34) on ate ‘ 


<18(2 Om: 


Vereinigen wir diese letzte Abschitzung mit (26), so finden wir, da8 im Kreise 
(25), also sicherlich dann, wenn (21) und (24) gleichzeitig erfiillt sind, folgende 
Ungleichung besteht: 


(28) | P (u) (Bm (u) — 1)| < 18(4 +1)3* (2) "en. 


Durch (28) haben wir die Grundlage zur Anwendung des Hilfssatzes IV 
auf die Funktion (22) gewonnen; es folgt nun 


(29) I(1 + sm" D)* P(2) (Ry (2) — 1)| < B(* On 


fiir solche Werte z, die (24) geniigen; die von z unabhingige Konstante B 
hat den Wert 
B = 36(A +- 1)3*. 
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Jetzt sind wir gut vorbereitet zur Behandlung von D" F,, (z); es ist 
namlich nach (10) 
D" F,,(z) = 8m e’™* (1 + sm’ D)” P(z) R,, (2). 
Also ist, unter Benutzung von (19) und (29), 
|sn e ™* D* F,, (z)| 
= |(1 + sn‘ D)" P(z) + (1 + 8° D)" P(2) (Rn (2) — 1)| 
= (2) (1- = SS?) - lel + a(lel+ ZY BCE em 


Sm 


die Voraussetzung » >|s| der Ungleichung (19) (des Hilfssatzes III) ist 
wegen (23) und (I) reichlich erfiillt. 

Wir kénnen das erhaltene Resultat so formulieren: Wenn die Annahmen 
(I), (11), (III) zutreffen, und wenn z sowohl die Ungleichwng (24) wie 


en) asl a (+ BY < (2-9 


erfiillt, so ist z keine Nullstelle von D” F,,, (z). 

Diejenigen Punkte z, welche beiden Ungleichungen (24) und (30) geniigen, 
bilden den nullstellenfreien Kreis, von welchem am Schlu8 der Nr. 4 die 
Rede war. Es fragt sich noch, ob dieser fiir groBes n gréBer als der ,,ver- 
dichtige“ Kreis (1) wird. 


7. Der Einflu8 der Ordnung. 
Die Annahmen (I), (IT), (III) regulieren nicht bloB den Zusammenhang 


zwischen m und n, sondern legen auch der Zahlenfolge «,, a, «3, ... eine 
Bedingung auf. Indem man » aus (I) und (II) eliminiert, erhalt man die Be- 
dingung 

(31) 9s, On <1. 


Untersucht man zuniachst die Zahlenfolge 
a = }', Xe = 2 as — ——s 


so sieht man leicht, da8 die linke Seite von (31) fiir 4 > } beschrinkt und fiir 
2 < } unbeschrinkt ist oder nicht existiert. Nun wei8 man, da8 


(32) ie star? =O 


“a —» co 
ist, wenn die Ordnung der ganzen Funktion G (z) kleiner als ist. 
Jetzt hangt der in der Einleitung formulierte Satz nur noch von den folgen- 
den, rein reihentheoretischen Zusammenhingen ab: 
Hilfssatz V. Die nichtverschwindenden reellen Zahlen «,, x2, %3, --- 
sollen der Bedingung (32) geniigen. Es sei a eine feste reelle Zahl, s,, durch (6), 
Om durch (20) definiert [die Konvergenz folgt aus (32)]. Ferner sei vorausgesetzt, 
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daf eine positive Zahl o existiert, so beschaffen, daB (7) fiir eine gewisse aus- 
gezeichnete unendliche Folge von ganzzahligen m-Werten erfiillt ist. 

Unter diesen Voraussetzungen behawpten wir zuniichst, dap 
(A) lim sh) Om = 0 


ist. Wir behawpten ferner: Es laBt sich jeder durch die Bedingung (7) aus- 
gezeichneten ganzen Zahl m eine ganze Zahl n = n,, zuordnen, welche folgende 
Eigenschaften hat: 








(B) lim* n = o; 
unu-> 
2 2 
‘ 8 . n° o@ . 
(C) lim* = = lim* —“ = lim* = 0; 
ma o m—> co 8m “u— = Sm %m +1 


(Dj die Ungleichungen (24) und (30) sind fiir |z| = Yn (und umsomehr fiir 
|2| < Yn) bei allen geniigend groBen m erfiillt. 

In den Behauptungen (B), (C), (D) ist m auf die durch (7) ausgezeichnete 
Folge beschriinkt, was durch lim* (statt lim) hervorgehoben ist. 

Durch den Beweis des Hilfssatzes V wird die am SchluB der Nr. 4 ge- 
stellte Aufgabe gelést und damit der durch die Einleitung in Aussicht gestellte 
Satz bewiesen sein. Die Voraussetzung betreffend die Ordnung wird durch (32) 
ausgeniitzt. Die Anzahl der Differentiationen n wird, gemiB (B), beliebig 
groB, wie sie sein soll. Die Annahmen (I), (II), (III), unter welchen der durch 
das Bestehen der beiden Ungleichungen (24) und (30) abgegrenzte Kreis als 
nullstellenfrei fiir D” F,,, (z) nachgewiesen wurde, sind wegen (C) fiir geniigend 
groBes m sicher erfiillt. Das Bestehen der Ungleichungen (24) und (30) fiir 
zs Yn bedeutet, da8 der nullstellenfreie Kreis den , verdichtigen“ Kreis (1) 
schlieBlich bedeckt, und damit ist das gewiinschte erreicht. 

Wir haben nun die Behauptungen des Hilfssatzes V der Reihe nach durch- 
zugehen. 

Laut Voraussetzung (32) ist, mit einer passend groBen festen Zahl C, 


fiir m = 1,2,3,... 
Jom) S OPIN“ 42M. mM <O+fa-Mde 
0 


= C+ 4m 
und mit einem beliebig kleinen ¢, ¢ > 0, fiir alle geniigend groBen m 


Om < e[(m + 1)- 92 + (m4 2)- 92? +... < efa- shdx 
= e2m- 12, ‘ 
folglich 
82, Om < €2m-*2(C + 4m4P, 


Hiermit ist die Behauptung (A) nachgewiesen. 
Mathematische Annalen. 114. 41 
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Von nun an ist m auf die durch (7) ausgezeichnete Zahlenfolge zu be- 
schranken. 

Wir wollen » so wahlen, daB die beiden ersten Behauptungen unter (C) 
miteinander stehen oder fallen, also so, daB 





sn n? Om 
(33) — P , 
folglich so, daB 
(34) n~ si8 — 


ist. Wir wahlen somit nm als den ganzen Teil der rechten Seite von (34), in 
Zeichen 
(35) n = [si 0, **). 
GemaB dieser Definition von n ist, wegen (7), 

n > off o- WS — 1; 
nun ist 9,,, nach (20) und (32), das Restglied einer konvergenten Reihe und 
strebt als solches gegen 0. Somit haben wir die Behauptung (B) und iibrigens 
auch (34) und (33) bewiesen. 

Die erste Behauptung unter (C) betrifft 
2 7 
(36) SY aa ain = (8h On)!® > 0; 
Sn Om 

wir haben nacheinander (34) und das schon bewiesene (A) verwendet. Durch 
(36) ist die erste Behauptung unter (C) bewiesen; die zweite, deren Los mit dem 
der ersten durch (33) verbunden wurde, ist mitbewiesen. Die dritte Be- 
hauptung unter (C) ist aber unter der zweiten enthalten; es ist nimlich ge- 
maB (20) i tte 

een) < yr 


8m *m +1 8m 








Die beiden Ungleichungen (24) und (30) sind, wenn |z| = Vn gesetzt 
wird, mit den folgenden beiden gleichbedeutend 


8 





(24’) ie <=) 
, $5, 5m Sn s=3 n* 0, k(k—J) 
(30’) (t+ 4 2) (E+1) <1-B 2 -. 


Die beiden linken Seiten streben, wegen der schon nachgewiesenen ersten 
Grenzformel unter (C), gegen 0, die beiden rechten Seiten gegen 1; fiir (30’) 
ist die zweite, schon bewiesene Grenzformel unter (C) und das ebenfalls schon 
bewiesene (B) zu verwenden. Die Ungleichungen (24’), (30’) sind also fiir 
geniigend groBes n sicherlich richtig, und damit ist auch die letzte Behauptung 
(D) des Hilfssatzes V dargetan. 


(Eingegangen am 22. 6. 1937.) 














Uber die Einheiten der Divisionsalgebren. 


Von 


M. Eichler in Haile a. 8. 





Einleitung. 


1. Wenn man sich auch bisher iiber die Einheitengruppen rationaler 
Divisionsalgebren kaum ein Bild machen konnte, so reicht das bereits 
bekannte doch aus, wichtige Eigenschaften dieser Gruppen festzustellen 
und die Richtung anzugeben, in welcher eine fruchtbare Weiterentwicklung 
der Eivheitentheorie vermutet werden mu8. Und zwar wird man auf die 
Zahlengeometrie gewiesen, durch welche die Einheitentheorie der Zahl- 
kérper langst einen befriedigenden Abschlu8 gefunden hat. Die vorliegende 
Arbeit soll nun erneut auf die Fruchtbarkeit geometrischer Vorstellungen 
fiir arithmetische Uberlegungen hinweisen; dabei verfolgen die ersten 
Abschnitte das Ziel, endliche Erzeugendensysteme fiir die Einheiten- 
gruppen von beliebigen rationalen Divisionsalgebren sicherzustellen, wihrend 
die letzten sich mit den indefiniten Quaternionenalgebren beschiftigen. 

Es sei 3 eine Maximalordnung einer nullteilerfreien Algebra Q vom 
Rang n iiber dem rationalen Zahlkérper. Unter Benutzung von J als 
Darstellungsmodul hat Fri. Hey die Einheitengruppe von 3 als eine lineare 
Substitutionsgruppe € im n-dimensionalen Raume dargestellt'). € bildet eine 
gewisse, durch die Norm der allgemeinen Zahl von 3 definierte algebraische 
Mannigfaltigkeit IM auf sich ab. Man wei nun zweierlei: erstens ist € 
auf M eigentlich diskontinuierlich, zweitens existiert ein ganz im End- 
lichen gelegener Diskontinuitatsbereich von € auf WW (Satz 4, 5). Zur 
Bequemlichkeit des Lesers leite ich beide Satze noch einmal ausfiihrlich 
ab; es ist hier zu bemerken, da8 der zweite nur dann gilt, wenn Q keine 
Nullteiler enthalt. 

Zum weiteren Aufbau der Einheitentheorie ware es erwiinscht, wenn 
man € auf eine Untergruppe der Bewegungsgruppe einer metrischen 
Geometrie mit konstanter Kriimmung beziehen kénnte. Dies ist fiir den 
Fall von Zahlkérpern und von rationalen Quaternionenalgebren (s. u.) 
auch méglich, wodurch hier die Geometrie besonders wirksam zur Erfor- 


1) K. Hey, Analytische Zahlentheorie in Systemen hyperkomplexer Zahlen, 
Diss. Hamburg 1929. Vgl. auch O. Schilling, Einheitentheorie in hyperkomplexen 
Systemen, Journ. fiir d. r. u. a. Math. 175 (1936), S, 246. 


41* 








636 M. Eichler. 


schung der Einheitengruppen eingesetzt werden kann. In Zahlkérpern 
wird man bekanntlich durch Bildung der Logarithmen der Einheiten des 
Kérpers und deren algebraisch konjugierten GréBen auf eine Translations- 
gruppe in einem euklidischen Raume von geeigneter Dimensionszahl gefiihrt. 
Es ist jetzt nur noch ein kleiner Schritt von der bereits festgestellten 
Diskontinuitaét und der Endlichkeit der Diskontinuitatsbereiche der Gruppe 
bis zu der Kenntnis der Erzeugendenanzahl. Es mag dahingestellt 
bleiben, ob man die Einheiten aller hyperkomplexen Systeme als Bewe- 
gungen schreiben kann, jedenfalls lassen sie sich als topologische Ab- 
bildungen darstellen, wie dies ja durch die Gruppe € geschieht. 


Allein die Auffassung von € als Gruppe von topologischen Selbst- 
abbildungen der Mannigfaltigkeit IN garantiert fiir sie die Existenz eines 
endlichen Erzeugendensystems.  la8t sich namlich ganz in Diskonti- 
nuitatsbereiche von € aufteilen, welche durch ihre gegenseitigen Lage- 
beziehungen die Gruppe € eindeutig charakterisieren*). Mit Hilfe der 
obengenannten Sitze von Fri. Hey iiber das Verhalten von € auf M 
kann man nun eine solche Einteilung von M in Diskontinuitatsbereiche 
vornehmen, welche die Angabe eines endlichen Erzeugendensystems fiir € 
moglich macht. 

Diese Uberlegungen fiihren aber noch weiter; identifiziert man namlich 
alle Punkte von M, welche beziiglich € Aquivalent sind, so erhalt man 
eine geschlossene Mannigfaltigkeit N, und € erweist sich als isomorph mit 
deren topologischer Fundamentalgruppe. Dabei muB8 allerdings voraus- 
gesetzt werden, daS € keine Elemente von endlicher Ordnung enthilt; 
trifft diese Annahme nicht zu, so hat man diese Elemente durch geeignete 
Untergruppenbildung zu entfernen. Man wird hierdurch an die Einheiten- 
theorie in Zahlkérpern erinnert, wo auch die Einheitswurzeln eine Sonder- 
rolle spielen. Im letzten Abschnitt wird von der hier festgestellten Be- 
ziehung zwischen Einheitengruppen und topologischen Fundamentalgruppen 
mit Erfolg Gebrauch gemacht. SchlieBlich liefert die Méglichkeit, die 
Mannigfaltigkeit Q zu einer einfach zusammenhingenden zu zerschneiden, 
den fiir die analytische Zahlentheorie wichtigen Satz, daB es endliche 
und stetig berandete Diskontinuititsbereiche von € auf M gibt’). 

Besonders weit kann die Einheitentheorie der rationalen indefiniten 
Quaternionenalgebren entwickelt werden; es ist dies dem Umstand zu ver- 
danken, da8 sich die Einheiten dieser Systeme als komplexe lineare 


*) Beim Beweise miissen zwar € durch eine Untergruppe von endlichem Index 
und M durch eine Teilmannigfaltigkeit ersetzt werden, was hier aber nicht zum 
Ausdruck gebracht zu werden braucht. 

5) Bisher stand nur fest, daB es im Sinne von Lebesgue meBbare Diskontinuitats- 
bereiche gibt, a. a. O.'). 
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Substitutionen schreiben lassen'), welche in dem Poincaréschen Modell 
der hyperbolischen Ebene die Rolle der Bewegungen spielen. Jede Ein- 
heitengruppe einer rationalen indefiniten Quaternionenalgebra kann also 
als eine Gruppe E von Bewegungen der hyperbolischen Ebene dargestellt 
werden. Diese ist eigentlich diskontinuierlich und der Flacheninhalt B 
der Diskontinuititsbereiche wird nach einem von Fri. Hey angegebenen 
Verfahren mit dem Residuum der Zetafunktion der Algebra in Beziehung 
gebracht. Identifizierung von beziiglich F iquivalenten Punkten liefert 
jetzt eine geschlossene und orientierbare Fliiche, deren Geschlecht einer- 
seits aus B berechnet werden kann und andererseits die Gruppe E und 
damit die Einheitengruppe im abstrakten Sinne eindeutig festlegt (s. die 
Siitze Il, 12, 13, 14). Besondere Beachtung verdienen dabei die Fille, 
wo £ Elemente von endlicher Ordnung enthalt, welche durch Bildung 
geeigneter Untergruppen entfernt werden miissen. 


Die Einheitengruppen als Transformationsgruppen. 

2. Es sei 3 = [t,,...,¢,] eime Maximalordnung einer Divisions- 
algebra Q iiber dem rationalen Zahlkérper. Die Gruppe aller Einheiten 
aus 3 werde mit H bezeichnet. 

Die Norm‘) jeder Einheit aus 3 ist eine Einheit des rationalen Zahl- 
kérpers, also gleich + 1. Man sieht nun den folgenden Satz unmittelbar ein. 

Satz 1. Die Gruppe E aller Einheiten aus 3 mit positiver Norm ist 
entweder mit der vollen Einheitengruppe H von 3 identisch oder ein Normal- 
teiler von H vom Index 2. 

Es macht wenig aus, wenn weiterhin nur die Gruppe E betrachtet 


wird. Bezeichnen z,,..., 2, reelle Variable, die mit allen «, vertauschbar 
sind, und ist e eine Einheit aus E, so besteht eine Gleichung 

n n 
(1) (S yaje= J 4%, 

i=1 i=1 

wobei die z; durch die z, linear ausgedriickt werden: 

2; =, D 8:32. (¢ = 1, ..., #) 

k==1 


oder in abgekiirzter Schreibweise: 

(z’) = e(z). 
Die Determinante der linearen Substitution e ist gleich der Norm von ¢ 
im Sinne der charakteristischen Gleichung von Q, diese ist aber eine 
Potenz der aus der Hauptgleichung genommenen Norm von e, somit ist 
die Determinante von e gleich 1. . 


4) Die Normen werden stets der Hauptgleichung entnommen. 
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Satz 2. Vermittels (1) wird die Gruppe E als eine Gruppe € von 
volumentreuen linearen Substitutionen isomorph dargestellt. 

Die Norm der allgemeinen Zahl L4,2, aus 3 ist eine homogene 
rationale Funktion in den 2,, sie sei mit 


n(L4;,2,) = n((z)) 
bezeichnet. Bildet man nun in (1) die Norm, so erkennt man, daB e 
die durch 
(2) n((z)) = ] 
definierte Mannigfaltigkeit IM fest laBt. M zerfallt im allgemeinen in 
mehrere zwar in sich, aber nicht untereinander zusammenhingende Teile 
M, ..., MO, deren es offenbar nur endlich viele geben kann, da n ((z)) 
eine rationale Funktion ist. Entsprechend ist € mit einer Gruppe T von 
Permutationen dieser I homomorph, und € enthilt einen Normal- 
teiler €*, welcher alle M@ einzeln auf sich abbildet, und dessen Faktor- 
gruppe in € gleich T ist. Der Index von €* in € ist gleich der Ordnung 
von T, also jedenfalls kleiner oder gleich ¢!. Ebenso hat auch E einen 
mit €* isomorphen Normalteiler E*, und es gilt 

E/E* = €/€* = TF. 

Satz 3. € ist eine Gruppe von Abbildungen der durch (2) definierten 
Mannigfaltigkeit M und besitzt einen Normalteiler €* von endlichem Index, 
welcher alle zusammenhingenden Teilmannigfaltigkeiten von M auf sich 
abbildet. 

Zunichst wird jetzt die Diskontinuitét von € auf M untersucht, 
dann erst wird die soeben eingefiihrte Gruppe €* Gegenstand eingehenderer 
Betrachtungen sein, aus denen sich insbesondere endliche Erzeugenden- 
systeme fiir €* und € ergeben werden. 

3. Satz 4°). c¢ sei eine beliebige positive Konstante und M, bedeute 
den Teil von M, fiir dessen Punkte (x) = (2,,..., ) die Ungleichungen 

|x| Se (s = 1,..., #) 
bestehen. Dann gibt es nur endlich viele Substitutionen der Gruppe €, welche 
einen Punkt von M, in einen ebensolchen transformieren kénnen. 

Beweis. Es sei e eine Substitution von €, welche den Punkt (z) 
von M8, in einen anderen Punkt (z’) von M, transformiert. Stellt man 
die Algebra Q durch Matrizen dar und insbesondere 21,2, durch die 
Matrix X, so wird (21,x,)-' wegen n(X«,2,) = 1 durch die adjungierte 
transponierte Matrix X’ dargestellt, denn es ist 


XX = PX = |X| = n(F4,x) = 1. 


5) Die beiden folgenden Satze entnehme ich nebsit dem Beweise der oben 
zitierten Dissertation von Fri. Hey’). 
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Eine Beschriankung der Koeffizienten einer Matrix iibertrigt sich in 
gewisser Weise auf die Koeffizienten der adjungierten transponierten 
Matrix; deshalb werden auch die Koeffizienten y,; von 
(24,2) = Ly, 
unterhalb einer von c und von der gewahliten Matrixdarstellung abhingigen 
Schranke liegen. SchlieBlich sind jetzt zugleich mit den Koordinaten 
von (z’) = e(x) auch die Koeffizienten z, der Zahl 
Liu y Lia, = (Lia) Luz; = Lia, = € 

beschrinkt. Die Zahl ¢ ist die der Substitution e vermittels (1) zugeordnete 
Einheit, die z, sind also ganz und rational. Da ¢ somit einem endlichen 
Vorrat von Einheiten entstammt, kann es auch nur endlich viele solche 
Substitutionen e geben. 

Satz5. Es gibt eine allein von 3 abhingige Konstante a, so da jeder 
Punkt (x) von M durch eine Substitution aus € in einen Punkt (z’) 
von M, mit 


|x| <4 (¢ = 1,..., 9) 
tibergefiihrt werden kann. 


Dieser Satz gilt nicht in nullteilerhaltigen Systemen. Niamlich 


/ 


z 0 
die Matrix (4 1 ) 14Bt sich ersichtlich nicht durch rechtsseitige Multi- 
zy 


plikation mit einer ganzzahligen Einheitsmatrix in eine derart reduzierte 
( 1 Ts 
Xo, To 
von x unabhangigen Schranke liegen. 

Ist (x) irgendein Punkt auf IN, so werde 


) verwandeln, bei welcher die Betrige der z,;, unterhalb einer 


€ = 24,2, 
gesetzt; es ist dann definitionsgemaB n(f) = 1. Das Ideal §3 = [§1,,..., & ty] 
geht aus J = [¢,, ..., ¢,] durch eine lineare Substitution der Determinante 1 
hervor: 

Eu = Lhe, \tix| = 1; 

schreibt man 
(3) Ze ee = X 424; 
so gilt dann 
(4) 34> Abin Yn: 


Den y, kann man auf Grund des Satzes von Minkowski iiber homogene 
Linearformen solche ganzzahligen Werte erteilen, die nicht simtlich Nall 
sind, daB 


(5) [|= |Lbeye| SI (¢ = 1, .... m) 
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gilt. Es bezeichne jetzt b die obere Grenze der Zahlen | n ((z))| = |n(2 4,2, | 
fiir alle Punkte (z) innerhalb des Wiirfels (5). Dann gibt es bis auf 
assoziierte nur endlich viele ganze GréBen #,, 0,, ... in 3, deren Normen 
kleiner oder gleich 6 sind; enthalt 3 Einheiten negativer Norm, so soll 
unter den Zahlen #, fiir jede von ihnen ein linksseitiges Produkt n, #; 
mit irgend einer Einheit 7, der Norm —-1 vorkommen. 

Fiir jede gemaB (5) gewahlte Zahl 2 «;y, aus 3 gilt nach (3) und (4) 

[n(Leey)| = |n(LEuy)| = |n(2y2z)| S 4, 


also Y«,y,; ist einer der Zahlen #,, #,, ... linksseitig assoziiert; es gibt 
daher eine Einheit ¢, so daB fiir ein j 
Z & Yi == € 0, 


ist, auf Grund der getroffenen Verabredung iiber die #, darf sogar voraus- 
gesetzt werden, daB « positive Norm hat. Da #; aus einem endlichen 
Vorrat genommen wird, so sind nicht allein die Betrige der z,;, sondern 
auch die der Koeffizienten x; von 


LE uy OF = Fe = Lye, 
beschrinkt; weil die Algebra nullteilerfrei ist, kann die Division stets 
ausgefiihrt werden. Die Schranke, die mit a bezeichnet sei, hangt allein 


von 3 ab, und zu ¢ gehért eine Substitution e aus €, so daB (z’) = e(z) 
ist; damit ist der Satz 5 bewiesen. 


Die Einheitengruppen als Fundamentalgruppen 
geschlossener Mannigfaltigkeiten. 


4. Von jetzt ab betrachten wir den in 2 eingefiihrten Normalteiler 
©* von €, welcher die zusammenhingenden Mannigfaltigkeiten M™, . .., M© 
einzeln auf sich abbildet. Unter diesen werde eine beliebige heraus- 
gegriffen und mit IM* bezeichnet. Die Sitze 4 und 5 iibertragen sich 
wortlich auf ©* und M*, da €* in € endlichen Index hat; nur die 
Konstante a des Satzes 5 muB eventuell durch eine gréBere, a*, ersetzt 
werden. Nach den genannten Sitzen ist die Gruppe €* auf M* eigentlich 
diskontinuierlich, und es gibt einen ganz im Endlichen gelegenen Dis- 
kontinuititsbereich. Er kann natiirlich auf mannigfache Art gewiahlt 
werden; das Ziel dieses Abschnittes ist es, fiir ihn eine méglichst einfache 
Gestalt anzugeben und gleichzeitig einige Aussagen iiber die Gruppen €* 
und E* herzuleiten. 

Entwirft man mit allen Substitutionen e aus €* Bilder des Be- 
reiches Ij-, so wird die ganze Mannigfaltigkeit M* iiberdeckt; aber 
héchstens endlich viele dieser Bilder haben mit M*. wieder Punkte ge- 
meinsam, denn sonst wiirde es unendlich viele Substitutionen in €* 
geben, welche gewisse Punkte von Ij. in ebensolche transformieren, aber 








( 
. 
I 
' 
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das widerspricht dem Satz 4. Sind e,,..., ¢, alle Substitutionen, fir 
welche die Bildbereiche e,;(Mj-) mit Wy. Punkte gemeinsam haben, so 
behaupte ich, daB8 durch einige von ihnen die ganze Gruppe €* erzeugt 
werden kann. 

Ein Diskontinuitatsbereich 8 von €* kann wegen Satz 5 ganz inner- 
halb von Mj. gewahlt werden; dieser wird durch e,, ..., ¢, auf aquivalente 
Diskontinuitatsbereiche e, (B), ..., e¢, (8) abgebildet, welche mit B héchstens 
Randpunkte gemeinsam haben kénnen. AuBer diesen Bereichen gibt es 
keinen mit % iiquivalenten Diskontinuititsbeich e(®), welcher an $ an- 
grenzt, denn sonst wiirden Mj. und e(M%-) gemeinsame Punkte haben. 
e, (B), ..-, e¢-(B) mégen wirklich an B angrenzen (r < 8). 

Durch samtliche Substitutionen von €* erhalt man jetzt Bild- 
bereiche e(%), welche IM* schlicht und liickenlos bedecken. Da die e 
stetige Abbildungen vermitteln, so ist jeder dieser Bereiche von gerade r 
angrenzenden umgeben. Und zwar ist e(%) von ee, (%), ..., ee,(8) um- 
geben. Beachtet man, daB IM* zusammenhiingend ist, so kann $8 durch 
sukzessive Transformation in Nachbarbereiche, was durch Anwendung von 
¢,, .-., ¢, méglich ist, in jeden Bereich e(%) transformiert werden. Dann 
ist also fiir jedes e und geeignet zu bestimmende a,, a,, ... 

e(B) = et: ef2...(B), 
und weil keine Substitution auBer der identischen ® in sich iiberfiihren 
kann, folgt 
e = ev ea2..., 
€* la8t sich somit durch endlich viele Elemente erzeugen. Da8 auch E 
und H ein endliches Erzeugendensystem besitzen, folgt unmittelbar aus 
der in Satz 1 und 3 festgestellten Endlichkeit der Indizes (H:E), (E:E*). 

Satz 6. Die Gruppen €*, E*, E, H lassen sich durch endlich viele 
threr Elemente erzeugen. 

Jedem Element e aus €* darf somit ein Weg von % in den Be- 
reich e($) zugeordnet werden; aus den dabei durchlaufenen Bereichen 
und der Art, wie sie durchlaufen werden, kann man eine Darstellung 
von e durch die Erzeugenden e,,..., ¢, ablesen; verschiedenen Wegen 
entsprechen verschiedene Darstellungen. Diese Wege sind also nichts 
anderes als das Dehnsche Gruppenbild fiir €*, wenn iiberfliissige Uber- 
schneidungen vermieden werden. 

5. Zur weiteren Untersuchung der Gruppen €* und E* miissen wir 
aus ihnen zunichst alle Elemente von endlicher Ordnung entfernen. Zu 
dem Zwecke betrachten wir die Untergruppe H, aller Einheiten ¢ aus 3, 
die fiir eine noch naher zu bestimmende Primzahl p der Kongruenz 


(6) é =1 (mod p93) 
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geniigen. Den Nebengruppen von H, in H entsprechen umkehrbar ein- 
deutig gewisse Restklassen von 3 nach dem Modul p3; weil es nur end- 
lich viele solche Restklassen gibt, hat H, in H endlichen Index. Ist 
ferner 7 irgend eine Einbeit von H, so ist wegen (6) fiir jede Einheit ¢ 
von H, 
n =e = en (mod p93), 

deshalb ist 

nH, = Hy”, 
und H, ist sogar ein Normalteiler von H. 

Die Zahlen m, die als Ordnungen von Einheiten aus H auftreten 
kénnen, liegen unterhalb einer von dem Grad von Q bestimmten Schranke. 
Denn ist 7 eine Einheit der Ordnung m, so mu die Hauptgleichung 
f(z) =0 von 7, d. h. die auf 24,2; = 7 spezialisierte Hauptgleichung 
f(z; 2, ..-; Z,) = 0 der Algebra Q, die primitiven m-ten Einheitswurzeln 
als Wurzeln haben, da ja © nullteilerfrei ist. Dann hat aber f(z) und 
desgleichen Q mindestens den Grad g(m). Wahlt man nun p zu allen 
méglichen m prim, so enthalt H, auBer der 1 keine Einheiten von end- 
licher Ordnung. Nimlich wegen (6) hat die Hauptgleichung jedes ¢ aus 
H, die Form (z — 1h =f (z) = 0 (mod p), und weil p und m teilerfremd 
sind, so haben (z — 1)’ und 2*—1 mod p nur den gemeinsamen Teiler 


z--l. Ist nun e™ = 1, so ist daher — : + 0 (mod p) und erst recht 








—— + 0, und « kann nur gleich 1 sein. Der Durchschnitt 


(7) EY = EF n H, 

ist dann auch von Einheiten endlicher Ordnung frei, er ist ein Normal- 
teiler von E* von endlichem Index. Entsprechend Ef hat auch €* eine 
Untergruppe €} ohne Elemente von endlicher Ordnung. 

Wegen der Endlichkeit des Index (E:E}) = (€:€}) folgt nun aus 
den Satzen 4 und 5 sofort, daB auch €} eine auf M* eigentlich dis- 
kontinuierliche Abbildungsgruppe ist, fiir die man einen Diskontinuitiits- 
bereich ganz im Endlichen wahlen kann. Beziiglich €} aquivalente Punkte 
von IN* besitzen, soweit sie einem beliebigen endlichen Teilbereich von M* 
angehéren, stets einen positiven Minimalabstand voneinander, den man 
etwa auf den geoditischen Linien von I* messen mége. Denn wiirden 
sich in einem Punkte (x) Paare aquivalenter Punkte haufen, so wiire (z) 
ein Fixpunkt einer Substitution e von €}. Neben e lassen auch alle 
Potenzen von e den gleichen Punkt (z) fest, wegen Satz 4 darf dann e 
nicht unendliche Ordnung haben, und Substitutionen von endlicher Ordnung 
gibt es in €f auBer der identischen nicht. 

Nun fasse man alle beziiglich €} aquivalenten Punkte von M* in 
Klassen zusammen. Wegen der Stetigkeit dieser Substitutionen werden 
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dadurch auch die Umgebungen aller Punkte zu Klassen vereinigt. Und 
weil Punkte, die zu einer Klasse gehéren, in jedem endlichen Teil von I* 
einen positiven Minimalabstand voneinander haben, so kann man der- 
artige aquivalente Umgebungen um 4quivalente Punkte angeben, welche 
simtlich zueinander punktfremd sind. Man kann aus diesem Grunde 
die Klassen aquivalenter Punkte als Punkte einer neuen Mannigfaltigkeit R 
deuten, welche iiberall im Kleinen ein topologisches Abbild von M* ist. 
® besitzt natiirlich keinen Rand und ist zusammenbingend, weil M* 
zusammenhingt. Die Diskontinuitatsbereiche von €f sind schlichte Bilder 
von 9, dabei entspricht den Begrenzungen dieser Bereiche ein System 
von Schnitten, welche N zu einer einfach zusammenhingenden Mannig- 
faltigkeit aufschneiden. Umgekehrt liefert jedes solche Schnittsystem 
auf N eine Einteilung von M* in Diskontinuitatsbereiche fiir die Gruppe €}. 

Nun hatten wir die Gruppe €* durch Wege veranschaulicht, welche 
die einzelnen Diskontinuitatsbereiche e($) mit 8 verbinden. Diese Vor- 
stellung l48t sich dahin prizisieren, daB in jedem Bereich e(%) ein zu 
einem festen Punkt (x) aus $ fquivalenter Punkt e(z) als Station fiir 
dies Wegesystem genommen wird. Das Bild ist mutatis mutandis auf 
die Gruppe €} iibertragbar, und die jetzt gebildeten Wege stellen in N 
geschlossene Wege dar, wobei zwei stetig ineinander deformierbare Wege 
nicht als verschieden angesehen werden diirfen. 

Satz 7. Die durch (6) und (7) definierte Untergruppe von EF ist 
ein Normalteiler von E* von endlichem Index; sie ist mit der Fundamental- 
gruppe einer zusammenhdngenden geschlossenen Mannigfaltigkeit isomorph. 

Da €* nach Satz 6 ein endliches Erzeugendensystem besitzt, so kann 
auch €} als Untergruppe von endlichem Index durch endlich viele Ele- 
mente erzeugt werden. Nach einem Satz aus der Topologie entspricht 
einem endlichen Erzeugendensystem der Fundamentalgruppe von ® ein 
System von endlich vielen Schnitten, welche diese Mannigfaltigkeit zu 
einer einfach zuzammenhangenden zerschneiden. Diese Schnitte ergeben 
eine Einteilung von M* in stetig berandete Diskontinuitatsbereiche der 
Gruppe €}. Verfeinert man das durch die Aufschneidung von N erzeugte 
Netz in M* durch Ausiibung aller Substitutionen aus €*, so stellen die 
Maschen dieses feineren Netzes Diskontinuitatsbereiche von €* dar, 
welche offenbar auch stetig berandet sind. Auf diese Weise erhalt man 
aber nicht allein auf M*, sondern auf allen Teilmannigfaltigkeiten 
M”,...,M von M stetig berandete Diskontinuitatsbereiche von €*. 
Eine nochmalige Anwendung des eben durchgefiihrten Schlusses liefert 
dann den 

Satz 8. Es gibt einen ganz im Endlichen gelegenen Diskontinuitdts- 
bereich von € auf M mit stetiger Berandung. 
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Quaternioneneinheiten und lineare komplexe Substitutionen. 


6. Die in den vorigen Abschnitten entwickelte Theorie soll nun auf 
die nullteilerfreien indefiniten Quaternionenalgebren iiber dem rationalen 
Zahlkérper angewandt werden. Es wird dabei von der Tatsache Gebrauch 
gemacht, daB alle Ideale Hauptideale sird*). Dementsprechend sind alle 
Maximalordnungen und ihre Einheitengruppen isomorph, so da8 man von 
den Einheitengruppen dieser Algebren schlechthin sprechen darf. 

Den Idealen eines Quaternionensystems mit der Grundzahl d’) sind 
die quaterniren quadratischen Stammformen mit der Diskriminante d* 
zugeordnet, welche eine Komposition zulassen. Und zwar sind alle diese 
Formen fquivalent, da es nur eine Idealklasse gibt. Ist jetzt 3 irgend 
eine Maximalordnung und n((z)) ihre Normenform, so laBt auch die 
Form — n((z)) eine Komposition zu und ist aus dem Grunde mit n((z)) 
aquivalent. Entsprechend enthalt 3 eine Einheit mit negativer Norm‘). 

Satz 9. Die Einheiten positiver Norm bilden in der Einheitengruppe H 
einer indefiniten Quaternionenalgebra einen Normalteiler E vom Index 2. 

In bekannter Weise kann jetzt die Einheitentheorie mit der analy- 
tischen Zahlentheorie in Zusammenhang gebracht werden®). Ist E die 
Gruppe aller Einheiten mit positiver Norm aus der Maximalordnung 
3 = [4,, &, t, 4] und € die ihr vermittels (1) zugeordnete Substitutions- 
gruppe, so waihle man zunichst auf der durch n(2«,2;) = n((z)) = 1 
definierten Mannigfaltigkeit einen stetig berandeten und ganz im Endlichen 
gelegenen Diskontinuitatsbereich von €, was nach Satz 8 immer méglich 
ist. Nun verbinde man dessen Rand durch Geraden mit dem Nullpunkt. 
So entsteht ein kegelférmiger Diskontinuitatsbereich D von € im vier- 
dimensionalen Raum. Der durch — 1 < n((z))< 0 definierte endliche 
Teil von D sei mit § bezeichnet. Jetzt gilt der 

Satz 10. Das Volumen von § hat den Wert 


Sfee dz, dz, dz, = . 20) 


d bezeichne dabei die Grundzahl der Algebra. 
Beweis. Da simtliche Substitutionen von € nach Satz 2 volumen- 
treu sind, so darf die Wahl von D in beliebiger Weise erfolgen. 


°) M. Eichler, Bestimmung der Idealklassenzahl in gewissen normalen einfachen 
Algebren, Journ. fiir d. r. u. a. Math. 176 (1937), S. 192. Oder C. G. Latimer, On 
Ideals in Generalized’ Quaternion Algebras, Trans. Amer. Math. Soc. 38 (1935). 

7) d wird auf Vorschlag von Herrn Brandt fir indefinite Systeme positiv, 
negativ fiir definite genommen, entgegen der urspriinglich getroffenen Festsetzung. 

*) Diese SchluBweise verdanke ich Herrn Brandt. Vgl. dazu H. Brandt, Ideal- 
theorie in Quaternionenalgebren, Math. Ann. 99 (1928), S. 1. 

®) Vgl. zu dem folgenden K. Hey a. a. 0.1) oder M. Deuring, Algebren, Ergebn. 
d. Math. IV, 1. Berlin 1935, S. 128 ff. 




















Einheiten von Divisionsalgebren. 
Jede Zahl « aus 3 ist mit genau einer solchen Zahl 


4 
a = , 4 2; 
linksseitig assoziiert, fiir welche der Punkt (z’) = (z,, 2,25, 2,) in D 
hegt; nach Satz 9 darf «’ als eine Zahl mit negativer Norm genommen 
werden. Somit entsprechen den Linkshauptidealen Ja von 3 umkehrbar 
eindeutig die Gitterpunkte (z’) in D mit n((z’))< 0. Die Anzahl T(t) 
der Linkshauptideale von 3, deren Normen kleiner oder gleich ¢ sind, 
wachst mit zunehmendem ¢ somit gleich schnell wie das Volumen des 
Teiles von D mit —t< n((z’)) <0. Dies Volumen hat den Wert 
V@=e JJfaadadade,, 
es ist also 


time TH). te 7M Wn [[{Jendaazda,. 





tH=<x e t=oo t 


Nach einem bekannten Satze von Dirichlet ist aber andererseits 


lin 7 = imo — 1) ac 





wobei rechts iiber ein System von nicht linksseitig assoziierten Zahlen 
aus 3 zu summieren ist. Die Funktion 


Z |n(a)|-** 
ist die Zetafunktion der Algebra, weil alle Ideale Hauptideale sind‘); 
folglich gilt 
Z|n(a)l-24 = (2s) 0 (2s — 1) II (1 — p'—24), 
4 Pp 


wobei ¢(s) die Riemannsche Zetafunktion bedeutet. Das ergibt schlieBlich 
die Behauptung 
(@) 


;, er . 
[J féndmde,de, = lim ¢(28)¢ (28 — ») I (1 — pr) = FO 
7. Mit Fri. Hey") stellen wir jetzt die Quaternionenalgebra Q durch 
Matrizen 
a b 
( 3 


dar, wobei a und 6 komplexe Zahlen und @ und 6 die dazu konjugiert 
komplexen bedeuten. Insbesondere sei 


: . - 
(8) E= yaa (i Tims He +°%) oo (% *) 
= ¥Ys—*¥% Yi-—*¥2 4, % 

10) In den nachstehenden Untersuchungen bis zum Schlu8 dieses Abschnittes 
folge ich der Dissertation von Fri. Hey"), die jedoch an einer Stelle berichtigt 
werden muB. 
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die allgemeine Zahl, deren Norm ist 

n((2)) = yt + yt — y3 — ys = |2,P —|ayP. 
Da die Normenform n((z)) von 3 die Diskriminante d’ hat, dagegen 
y? + yi — y? — y? die Diskriminante 16, so fiihrt eine lineare Substitution 


4 
(9) Y% —_ P dy, Ly (3 = l, 2, 3, 4) 
k=1 


der Determinante 4/d von den 2; zu den y;. 

Man setze weiterhin 
Yytty=%4= 718", Ytty, = % = 1,e%, 
2; ‘) 


sie = An Fa= OH A= PY 


2 "9 


(10) | 


| |e? — lz? = 1? —1? = 2, 








Worin 7,, 7, P;» P, Teelle Zahlen sein mégen; insbesondere soll r positiv 
und 0< 9 < 22,0 y<a genommen werden. Durch (9) und (10) 
wird jedem Punkt (z,,2,,2,,2,) ein Punkt (n,r, py, y) eindeutig zu- 
geordnet, dagegen entsprechen einem Punkt (n, r, 9, y) stets zwei Punkte 


(z,, %, %,%,) und (— z,, —a,, —2z,, —z,). Aber von diesen kann 
héchstens einer dem Diskontinuititsbereiche D von € angehéren, da die 
Substitution (— z) = e(z) vermittels (1) der Einheit « = — 1 zugeordnet 


ist und daher zu € gehért; so kann auch  héchstens einen der Punkte (x) 
und (— z) enthalten. Nach (9), (10) und Satz 10 wird jetzt 


(11) 0d) =2 (| [| a pdndrdpdy, 


wobei iiber den Bereith zu integrieren ist, auf den § durch (9) und (10) 
abgebildet wird. Da fiir § die Ungleichung —1< n((z))< 0 gilt, ist 
fiir diesen jedenfalls r < 1. 

Insbesondere liefert (8) eine Darstellung 

‘ & & 

(12) = (3 2) 
der Gruppe E, und diese erweist sich als zweistufig isomorph mit der 
Gruppe E der gebrochen linearen Substitutionen 
(13) (2) = SETS, 
denn einer Substitution (13) entsprechen stets zwei Einheiten ¢ und — ¢ 
der Darstellung (12). Bezeichnet Z den durch 1 und —1 erzeugten 
Normalteiler der Ordnung 2 in E, so sind jetzt #. und E/Z isomorphe 
Gruppen. Wegen n(e) = |e, — |e, = 1 bilden die Substitutionen (13) 
das Innere des Einheitskreises auf sich ab. 

Die aus (8) und (12) resultierende Gleichung 
(14) &e= sy he “4 — (* % + 22% 2%, + @, 4 pa ° . 


a - - =_--— = -_ = -_> -_ 
é, e, €,2, +652, €y2, + 2, fy 2 





a *, 
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erlaubt es jetzt, den Bereich anzugeben, iiber den das Integral (11) er- 
streckt werden mu8: geht namlich ein Punkt (z) durch eine Substitution 
von €, welche zu der Einheit (12) gehért, in einen Punkt (z’) iiber und 
sind (n, r, p, y), (n’, 1’, gy’, y’) die diesen Punkten vermittels (9) und (10) 
zugeordneten Punkte, so folgt aus (10), (14) und n(e) = |e,? —|e,* = 1 


ip 

e,re z 

cA te I er 
ere’? + 2, 


Somit geht § durch (9) und (10) in folgenden Bereich iiber: re’, n, py 
durchlaufen beziiglich einen Diskontinuititsbereich 8 von € im Inneren 
des Einheitskreises und die Intervalle -l1in=0,0S yp<az. 

Die Existenz eines Diskontinuitatsbereiches ® folgt erstens aus obigen 
Betrachtungen wegen der Stetigkeit der wechselseitigen Zuordnungen (9) 
und (10) nebenher und zweitens aus der Tatsache, da8 £ keine infinitesi- 
malen Substitutionen enthalt™). Die Integration iiber » und yp kann in 
(11) bereits ausgefiihrt werden und ergibt 


% rdrd 
(15) = 9(d) = \\ ees 
3 


8. Wenn E und damit auch E keine nichttrivialen Elemente von 
endlicher Ordnung enthalt, so kann (15) jetzt weiter umgeformt werden. 
Ist ¢ + +1 eine Einheit von endlicher Ordnung, so kann héochstens 
e* = 1 oder e® = 1 sein, da « als Zahl einer Quaternionenalgebra Q einer 
quadratischen Gleichung geniigen muB. ¢ erzeugt dann einen kommu- 
tativen quadratischen Unterkérper von Q der Diskriminante — 4 oder 
— 3, und dies ist immer dann unméglich, wenn die Grundzahl d von Q 
einen Primteiler der Form 4k + 1 und einen der Form 3k + 1 enthilt*’). 
Diese Bedingungen sollen einstweilen als erfiillt angenommen werden. £ ist 
dann von Elementen von endlicher Ordnung frei. 

Das Innere des Einheitskreises ist nun bekanntlich ein Modell der 
hyperbolischen Ebene, die Orthogonalkreise des Einheitskreises spielen 
dabei die Rolle der Geraden, und die hyperbolischen Bewegungen sind 
die Substitutionen 


rév =e(rev) = 


az+b 


’ p 
2 = eé 
bz+a 





11) Fricke-Klein, Automorphe Funktionen, Bd. I, Leipzig 1897, 8.99. Um 
diesen zweiten Beweis fir die Existenz von $ volistandig zu machen, miiBte man 
noch zeigen, da&S EZ mit einer solchen Gruppe von linearen nicht infinitesimalen 
Substitutionen aquivalent ist, welche reelle Koeffizienten haben. 

12) Dies folgt aus bekannten Satzen tiber Zerfallungskérper. Vgl. auch V. Korinek, 
Kvadratické télesa v kvaternionovych okruzich, Vést. Kral. Ces. Spol. Nauk, Ty. II, 
1930. 
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mit |a!?—|6|? = 1. Das Flachenelement wird durch den Ausdruck 
dj =4 rdrdqg 





—  @—Ip 
wiedergegeben™). Der hyperbolische Flacheninhalt von % ist nach (15) somit 
B= 59d). 


Eine Substitution (13) besitzt stets zwei getrennt liegende Fixpunkte, 

denn sonst wire 
(e, —2,)? +44,@ = s(e)?— 4n(e) = —n(s(e) —2e) = 0, 

und die Algebra enthielte den Nullteiler s(¢)—2¢. Folglich kann ein 
Diskontinuitatsbereich 8 von E ganz im Innern des Einheitskreises oder 
m. a. W. ganz im Endlichen der hyperbolischen Ebene gewihlt werden"). 
Aus der Voraussetzung, da8 F keine Substitutionen von endlicher Ordnung 
enthilt, folgt jetzt wie in 5, daB beziiglich EF aquivalente Punkte einen 
positiven Minimalabstand voneinander haben. Deshalb kann man die 
Klassen aquivalenter Punkte wiederum als die Punkte einer geschlossenen 
Flache M deuten, welche iiberal] im Kleinen ein topologisches und sogar 
konformes Abbild der hyperbolischen Ebene ist. (Man pflegt auch -zu 
sagen, daB MN durch ,,Zusammenbiegen“ eines Diskontinuititsbereiches 
von E entsteht.) Ferner ist M orientierbar, da die Substitutionen aus EZ 
orientierungstreu sind. Der Begrenzung von $ entspricht ein System 
von Riickkehrschnitten, welche % zu einem einfach zusammenhingenden 
Flachenstiick aufschneiden, und die so aufgeschnittene Flaiche ® ist ein 
umkehrbar eindeutiges und konformes Abbild von 8. Deshalb darf das 
Integral (15) auch iiber N erstreckt werden. Weil auf N die hyperbolische 
Geometrie gilt, so hat M in jedem Punkt die Kriimmung K = —1, 
unter der Kriimmung wird dabei die allein aus den Koeffizienten des 
Linienelementes ableitbare Gau8sche Hauptkriimmung verstanden. Nach 
der GauS-Bonnetschen Integralformel ergibt sich jetzt fiir (15) der Wert 


1 1 1 
Bo@=4{ a =Z[ a= -f[ Ka = 20-0, 

; 8 i x 
worin 
(16) = 49 + 
das Geschlecht der Fliche ® bedeutet. 

Ich fasse die Ergebnisse dicses Abschnittes zusammen: 

Satz ll. Q sei eine nullteilerfreie indefinite Quaternionenalgebra mit 
der Grundzahl d, E die Gruppe aller Einheiten positiver Norm innerhalb der 


18) Vgl. hierzu etwa L. Bieberbach, Funktionentheorie, Bd. II, Leipzig und 
Berlin, 1931, 8S. 55. 
4) A. a. 0.1), S117. 
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vollen Einheitengruppe H von Q, und Z der durch 1 und — 1 erzeugte 
Normalteiler von E. Dann ist die Faktorgruppe E/Z mit einer eigentlich 
diskontinuierlichen Bewegungsgruppe E der hyperbolischen Ebene isomorph. 
Ein Diskontinuititsbereich von E hat den Flacheninhalt 


B=3 gp (d). 


Enthalt d mindestens einen Primteiler der Form 4k -+-1 und mindestens 
einen der Form 3k+-1, 80 bilden die Klassen beziiglich E dquivalenter 
Punkte der hyperbolischen Ebene eine geschlossene und orientierbare Flache 
vom Geschlecht o(d) 

h => ~T2 “pS 1. 


Erzeugende und Relationen der Quaternioneneinheitengruppen. 

9. Nach dem Vorbild von 5 kann £ als die Fundamentalgruppe 
von N aufgefaBt werden; das liefert nach einem bekannten Satze aus der 
Topologie fiir sie ein System von 2h Erzeugenden ¢,, ..., 3, wobei 

é;" €, e, &" eee Gih—1 Con C2n—1 erh =1 

ein vollstandiges Relationensystem darstellt’*). Zu dem gleichen Ergebnis 
fiihrt die Untersuchung der Einteilung der hyperbolischen Ebene in 
Diskontinuititsbereiche fiir die Gruppe #, die aus einer kanonischen Zer- 
schneidung von ® entspringt’®). Eine kanonische Zerschneidung liefert 
ein 4h-Eck mit der Winkelsumme 22 als Diskontinuititsbereich, dessen 
Seiten zunichst beliebige einander paarweise aquivalente stetige Kurven 
sind. Jedoch kann man die Ecken auch durch hyperbolische Geraden 
verbinden, das so in der ganzen Ebene erhaltene Netz geht wegen der 
Aquivalenz simtlicher Ecken bei allen Substitutionen von £ in sich iiber 
und liefert mithin eine Einteilung der Ebene in Diskontinuititsbereiche 
von EZ. Wendet man jetzt die bekannte Formel fiir den hyperbolischen 
Dreiecksinhalt (7 — Winkelsumme) an, so erhilt man fiir den Flicheninhalt 
dieser Diskontinuitatsbereiche die Formel 


B = x(4h— 4), 
aus der sich unter Benutzung des Wertes von B wiederum (16) ergibt. 


Man wihle, um auch zu Erzeugenden und Relationen fiir E zu 
langen, in der Zerlegung 


we- 
56 


E=2Z+2Zé,+... 
in jeder zu einer Erzeugenden e, von E gehérigen Nebengruppe Z¢, eine 
beliebige Einheit ¢, Dann gilt 
€y) &y &, & ... h—1 Eh Cah—-1 Oh = 41. 
15) Seifert-Threlfall, Lehrbuch der Topologie, Leipzig und Berlin 1934, S. 170. 
16) A. a. 0.12), S. 182 ff. 


Mathematische Annalen. 114. 42 
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Ich zeige zunichst, daB hier das obere Zeichen richtig ist. Da die Grund- 
zahl d eines indefiniten Quaternionensystems ohne Nullteiler mindestens 
zwei Primteiler besitzt, so ist diese Behauptung mit der folgenden gleich- 
bedeutend : 

8 (ez* &g &, €g" .. . Egh—1 Ean E2n—1 2a) = 2 (mod a). 
Die Zablen — + (ez' & — &3€;') und + (e;* & — &,€;') €, €2' sind nun indem 
Komplement der Maximalordnung 3 enthalten’’) und haben daher ganze 
Spuren. So gilt also 

8 ((ez' €, — &,€1') &, €') = 8 (ez' &, &, eg’) — 2 = O (mod ad). 

Es sei bereits fiir ein nm > 1 die Kongruenz 

8 (ez' Es €, é, eee Ga—1 E2n €an—1 &)) == 2 (mod d) 


als richtig erkannt; dann liegt auch 


~3 =" = 8 font ~3 = 
qa ® &, €, €)° .-- €3n—1 Can Sgn—1 fan (f2n41 Sant+2 — fan+2 San4+1) engi nee 
im Komplement von 3, und es ist 


~t -1 “4 ~f 
8 (€,° &, &, &y) -. - Cn 41 Sande fonda Sante) 
-1 = ~1 =1) a 
= 8(e;' &, &, &F!... €n—1 San San—1 fan) = 2 (mod d). 


Die behauptete Kongruenz ist also in der Tat richtig, und es gilt 


(17) €;" &, €, &y'... €h—1 an Eon—1 GDh =1. 

Die Einheiten ¢,,..., &,, erzeugen eine zu E isomorphe Gruppe E’, 
und E ist das direkte Produkt 
(18) E=€&'xZ. 


Nimmt man zu E noch eine Einheit 7 von negativer Norm hinzu, so 
wird nach Satz 9 die ganze Gruppe H erzeugt. Das Relationensystem be- 
steht jetzt aus (17), (18) und 
(19) (-—1I?=1, n'*Zn=Z En =E, et 
Jede Relation zwischen 7, — 1, €,,..., &, laBt sich nach (18) und (19) 
auf die Form 
7" (— 1)? ee... = 1 

bringen, wobei a und 6 entweder 0 oder 1 sind. Da 7 nicht in E liegt, 
so kann jetzt nur a = 0 sein. Dann ist nach (18) auch 6 = 0 und 
die zuriickbleibende Relation ist eine Folge von (17). 

Satz 12. Enthélt die Grundzahl d einer indefiniten Quaternionenalgebra 
mindestens einen Primteiler der Form 4k-+-1 und mindestens einen der 


Form 3k+ 1, so wird thre Einheitengruppe durch 2h + 2 = 2944 


17) R. Fueter, Quaternionenringe, Comm. Math. Helv. 6 (1934), 8.199. Oder 
M. Eichler, Untersuchungen in der Zahlentheorie der rationalen Quaternionenalgebren, 
Journ. fir d. r. u. a. Math. 174 (1936), S. 129, besonders 8. 138. 
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Einheiten n, — 1, &,.--, €, erzeugt; (17), (18) und (19) stellen ein voll- 
stindiges Relationensystem dar. 

10. In den bisher ausgeschlossenen Fallen, wo die Grundzahl d 
keinen Primteiler der Form 44+ 1 oder keinen der Form 3k+ 1 ent- 
halt, treten in E Elemente von endlicher Ordnung auf. Jetzt mu8 wie 
in 5 eine gewisse Untergruppe betrachtet werden. Da d stets mindestens 
zwei verschiedene Primteiler besitzt, so gibt es auBer in dem Falle d = 6 
eine von 2 und 3 verschiedene Primzahl p, welche d teilt — der Fall 
d = 6 muB spiter getrennt behandelt werden. 

Es sei p das gleichseitige Primideal der Norm p fiir die Maximal- 
ordnung 3 und H, die Gruppe aller Einheiten « aus 3, welche die 
Kongruenz 
(20) e = 1 (mod p) 
befriedigen. Den Nebengruppen von H, in H entsprechen umkehrbar 
eindeutig gewisse Restklassen von 3 nach dem Modul p, und zwar ge- 
héren 7H, und Hy, immer zu der gleichen Restklasse. Daher ist H, 
eine invariante Untergruppe von H, deren Faktorgruppe mit einer Unter- 
gruppe der multiplikativen Gruppe der von Null verschiedenen Rest- 
klassen von 3 mod p isomorph ist. 

Nun bilden die Restklassen nach einem unzerlegbaren Primideal ein 
Galoisfeld, und die von Null verschiedenen von ihnen bilden bekanntlich 
eine zyklische Gruppe beziiglich der Multiplikation. Da jede Untergruppe 
einer zyklischen Gruppe selber zyklisch ist, so ist insbesondere die Faktor- 
gruppe H/H, zyklisch. 

Eine Basis von p geht aus einer von 3 durch eine lineare Substitu- 
tion der Determinante p* hervor"*), folglich hat der Restklassenkérper 
von 3 mod p gerade p® Elemente. Deren Normen verteilen sich auf die 
Restklassen der ganzen rationalen Zahlen mod p. Somit bilden diejenigen 
Restklassen, deren Normen kongruent + 1 mod p sind, eine multiplikative 


—- =2(p+1). Offenbar kénnen nur diese 


Restklassen Einheiten aus 3 enthalten; enthalten sie aber simtlich Ein- 
heiten, so hat die Faktorgruppe H/H, die Ordnung 2(p +1). Und jenes 
ist tatsichlich der Fall: 

Nimlich jedes Paar konjugierter Restklassen von 3 mod p ist durch 
Spur und Norm eindeutig charakterisiert, da ja die Restklassen einen 
kommutativen Kérper bilden. Sind also y, « zwei Zahlen aus 3 mit 





Gruppe der Ordnung 


$(n) = s(x) (mod p), n(n) = n(x) (mod p), 
so ist 
» =a (mod p) oder 7 =« (mod p), 


18) H. Brandt a. a. O.%). 
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wobei 7 das zu 4 konjugierte Quaternion bezeichnet. « mége irgend 
eine Restklasse von 3 mod p mit n(«) = + 1 (mod p) reprisentieren. Es 
werde dann eine ganze rationale Zahl s gesucht, welche erstens der 
Kongruenz s =s(a) (mod p) geniigt, welche zweitens im Falle eines 
geraden d ungerade ist, und fiir welche drittens die Zah!] s*? — 4(+ 1) fiir 
alle ungeraden von p verschiedenen Primteiler von d ein quadratischer 
Nichtrest ist. Diese Bedingungen sind Kongruenzen mit relativ primen 
Moduln und daher miteinander vertriglich; die ersten beiden sind selbst- 
verstindlich erfiillbar, die letzte deshalb, weil die quadratische Form 
s* — 4(+1)@ fiir jede ungerade Primzahl sowohl quadratische Reste wie 
Nichtreste darstellt, wobei man nachtriglich erkennt, daB sogar mit t = 1 
Reste und Nichtreste dargestellt werden. Die Quadratwurzel aus s* — 4(+ 1) 
erzeugt jetzt einen Zerfillungskérper der Algebra Q, folglich enthilt Q 
eine Wurzel 7 der Gleichung z* —sx+1= 0. Sie ist eine Einheit und 
darf wegen der Isomorphie simtlicher Maximalordnungen von Q in 3 
angepommen werden. 7 und 7 liegen nach obigen Betrachtungen jetzt 
in den durch « und «@ reprisentierten Restklassen von 3 mod p, womit 
die Behauptung bewiesen ist. 


Erstens enthalt jetzt H, keine Einheit von endlicher Ordnung. Denn 
fiir eine Einheit « = +1 von endlicher Ordnung ist nach 8 entweder 
e® +1] =0 oder «*+e+1=0; da die Norm von p weder 2 noch 3 
ist, so widerspricht dies der Kongruenz (20). Bildet man in (20) die 
Norm, so folgt aus p + 2 zweitens, daB H, nur Einheiten der Norm + 1 
enthilt. Drittens liegt wegen (20) die Einheit — 1 nicht in H,. Somit 
ist H, eine Untergruppe von E vom Index p+ 1, und £ enthilt eine 
zu Hy, isomorphe Untergruppe Z,, wobei die Faktorgruppen 2£/E, und 


E/H, Z isomorph sind. Der Index von £, in £ ist daher gleich et. 


Die Gruppe Z, ist nun ebenso wie E eine eigentlich diskontinuier- 
liche Bewegungsgruppe der hyperbolischen Ebene, der Flicheninhalt B, 
ihres Diskontinuititsbereiches ist gleich dem von £, multipliziert mit 


dem Index (E: E,) me. 2? 


+] 2 
B, = B°— == ¢(d)(p + }). 


c 


Die Klassen von hbeziiglich EZ, aiquivalenten Punkten bilden wiederum eine 
geschlossene und orientierbare Fliche, deren Geschlecht jetzt 


33410 2Eet), | 


} — 
oe 24 


ist. 
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E, wnd Hy werden aiso durch 2h, = Leth 5 Elemente 


Ch, +1 Crhy we eee Exhy mit der einzigen wesentlichen Relation 


S &Gh >< Cry —1 Cry Crhy—1 Crhy =] 

bzw. 

(21) er OF ++ Sthy—1 Exh, Exhy—1 €2hy as | 

erzeugt. Fiigt man zu H, eine geeignete Einheit », hinzu, so erhilt man 
die ganze Gruppe H, weil die Faktorgruppe H/H, zyklisch ist. Dabei 
treten noch die Relationen 

22) yee YEH,, W-*Hpy = Hyp 

auf. 

Diese Uberlegungen gelten selbstverstiindlich auch dann, wenn die 
Grundzah] der Algebra einen Primteiler der Form 44+ 1 und einen der 
Form 3k+ 1 hat. Der folgende Satz hat also einen gré8eren Giiltigkeits- 
bereich als der Satz 12. 

Satz 13. Enthalt die Grundzahl d einer indefiniten Quaternionenalgebra 
einen von 2 und 3 verschiedenen Primteiler p, so kann thre Einheitengruppe 


q (ad = : 
durch 2h, +1 = sige) +3 Einheiten », €,, ..., Exp, erzeugt werden, 


wobet (21) und (22) ein vollstindiges Relationensystem darstellen. 

11. Ganz ahnlich wird die Algebra mit der Grundzahl d = 6 be- 
handelt; ich gebe fiir diesen Fall nur das Endergebnis der Untersuchung 
an. In der Einheitengruppe H werden zuniichst diejenigen Einheiten 
betrachtet, welche modulo der Differente der 1 kongruent sind. Diese 
bilden eine Untergruppe ohne Einheiten von endlicher Ordnung, welche 
wiederum als eine hyperbolische Bewegungsgruppe dargestellt wird. Die 
Diskontinuititsbereiche dieser Gruppe lassen sich zu geschlossenen Flichen 
vom Geschlecht 2 zusammenbiegen. Die Gruppe H wird durch den 
folgenden Satz beschrieben. 

Satz 14. Die Einheitengruppe H der Quaternionenalgebra mit der 
Grundzahl d = 6 besitzt 6 Erzeugende n,, 1, &, &, €3, &,- Die vier letzten 
erzeugen einen Normalteiler H,, von H; zwischen ihnen besteht die einzige 
wesentliche Relation 

ey & 6, & est e,e,€,' = 1. 
Nimmt man n, 2u Hy, hinzu, so entsteht ein weiterer Normalteiler H, 
von H, es ist 
3, € Hes, ny* Hos %79 = Has. 
SchlieBlich gilt 
méEH,, nH, 7, = Hy. 

12. Die Gruppe E bzw. E, kann nach 9 und 5 als Fundamental- 

gruppe einer geschlossenen und orientierbaren Fliche aufgefaBt werden. 
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Man iiberlegt leicht, daB jede solche Flache, deren Geschlecht gleich 2 
oder gréBer ist, als eine unverzweigte Uberlagerung der Brezelfliche ge- 
deutet werden kann. Da einer unverzweigten Uberlagerung eine Unter- 
gruppe der Fundamentalgruppe der iiberlagerten Flache entspricht"’), 
treten die Fundamentalgruppen aller Flachen vom Geschlecht h > 2 als 
Untergruppen der Einheitengruppen der Algebren mit den Grundzahlen 
d = 6, 10 und 26 auf, da in diesen Fallen jedesmal h = 2 ist, 

Ferner sieht man, da8 die Einheitengruppen, als abstrakte Gruppen 
aufgefaBt, keine Charakteristika der Algebren sind, z. B. ist bei d = 35 
und d = 39 jedesmal h = 3. Dies ist jedoch auch nicht verwunderlich, 
da es bei quadratischen Zahlkérpern nicht anders ist. Dort fiihrt jedoch 
die analytische Zahlentheorie auf eine Verbindung zwischen Grundeinheit 
und Idealklassenzahl. Hier aber liefert der gleiche Ansatz nur das Ge- 
schiecht des Diskontinuitétsbereiches der Einheitengruppe und damit nicht 
mehr als abstrakte Eigenschaften von dieser. Weitere charakteristische 
Eigenschaften der Einheitengruppen (insbesondere die konkrete Gestalt 
der Erzeugenden) wird man daher auf anderem Wege suchen miissen, 
vermutlich wird man solche in den Seitenlangen und Winkeln derjenigen 
Diskontinuitatsbereiche finden, die einer kanonischen Aufschneidung von N 
(vgl. 9) entspringen. 


1%) A. a. 0.1), S. 188—193. 


(Eingegangen am 1. 3. 1937.) 














Die geometrische Theorie der algebraischen Funktionen 
fiir beliebige vollkommene Kérper*). 
Von 
Wei-Liang Chow in Nanking (China). 





Einleitung. 

Die vorliegende Arbeit steckt sich das Ziel, die klassische geometrische 
Theorie der algebraischen Funktionen einer Verinderlichen fiir einen be- 
liebigen vollkommenen Kérper zu begriinden. Dabei stiitzen wir uns auf 
die von van der Waerden geschaffenen rein algebraischen Grundlagen der 
algebraischen Geometrie, deren charakteristisches Merkmal in methodischer 
Hinsicht die systematische Anwendung der ,,relationstreuen Spezialisierung“ 
ist'). Wir werden im folgenden sehen, daBS man bei den Beweisen der 
grundlegenden Tatsachen unserer Theorie fast ausschlieBlich mit der 
Methode der relationstreuen Spezialisierung und der dieser Methode zu- 
grunde liegenden Resultantentheorie auskommen kann. Dadurch erreicht 
die Theorie eine gewisse methodische Reinheit, die, ganz abgesehen von 
der daraus folgenden Verallgemeinerungsfahigkeit, auch an sich von Interesse 
sein diirfte. 

Bekanntlich hat F. K. Schmidt*) in einer Arbeit iiber analytische 
Zahlentheorie die arithmetische Theorie der algebraischen Funktionen einer 
Verianderlichen fiir beliebige vollkommene Kérper entwickelt. Seine Theorie 
soll sich iibrigens auch auf unvollkommene Kérper iibertragen lassen *), 
unter der Voraussetzung, daB die Kurve absolut-irreduzibel ist. Ob die 
hier entwickelte Theorie sich auch auf unvollkommene Kérper iibertragen 
laBt, wird hier nicht beantwortet. Der Inhalt von §1 bis §3 lat sich 
obne Schwierigkeiten auch fiir unvollkommene Kérper beweisen, aber der 
Beweis in §4 fiir die Existenz eines singularititenfreien birationalen 
Bildes laBt sich nicht ohne weiteres iibertragen, weil dabei der sich am 
Schlu8 des Paragraphen befindende Hilfssatz gebraucht wird. Derselbe 
Hilfssatz wird am Anfang von §6 nochmals gebraucht, lieBe sich aber 
hier durch eine andere Betrachtung ersetzen, wenn wir den Existenzsatz 


*) Diese Arbeit wurde von der Philosophischen Fakultét der Universitat 
Leipzig als Dissertation angenommen. 
*) (5), [6}, [9)- 
*) (4). 
*) (2) 
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fiir den betreffenden Kérper schon hiatten. In der Tat bildet dieser 
Existenzsatz den Grundstein, worauf unsere Untersuchungen aufgebaut 
sind; hat man diesen Satz fiir unvollkommene Kérper bewiesen, so kann 
man auch die ganze Theorie iibertragen. Dabei geniigt es schon, wenn 
man einen Existenzsatz im Kleinen hat, d.h. die Existenz eines biratio- 
nalen Bildes, das in einem beliebigen vorgegebenen Zweige einfach ist. 

In §1 werden die Grundbegriffe und Tatsachen iiber algebraische 
Mannigfaltigkeiten zusammengestellt, in §2 und §3 werden die Begriffe 
der Schnittpunktgruppe und der linearen Schar entwickelt. Der in § 4 
gegebene Beweis fiir die Existenz eines singularitaitenfreien birationalen 
Bildes ist eine Verfeinerung des von Albanese‘) stammenden. Auf Grund 
dieses Existenzsatzes wird dann in §5 der Begriff des Punktes birational- 
invariant begriindet. Dabei wird auch die Potenzreihenentwicklung be- 
griindet und die Aquivalenz der ,,funktionentheoretischen‘‘ mit der ,,al- 
gebraisch-geometrischen‘ Schnittvielfachheit bewiesen. In §6 sind wir 
dem Gedankengang von Severi®) eng gefolgt, die Beweise sind jedoch 
etwas vereinfacht. Den in §7 gegebenen Beweis der Vollstindigkeit der 
adjungierten Scharen haben wir von Severi*) iibernommen. 


§ 1. 
Algebraische Mannigfaltigkeiten. Dimension. 
Es sei K en beliebiger Korper. Eine algebraische Mannigfaltigkeit M 


ist definiert durch ein System ®y von endlichvielen homogenen Poly- 
nomen oder Formen aus K [z,, z.,..., Z,] = K [2] 


fa (qs By, - + oy Dy) 
Das System kann auch leer sein; die dadurch definierte Mannigfaltigkeit 
heiBt der projektive Raum S,. Ein geordnetes System von n+ 1 nicht 
simtlich verschwindenden Elementen = (é,, &,,...,&,) aus irgendeinem 
Oberkérper von K heiBt ein Punkt von M, wenn & eine gemeinsame 
Nullstelle aller Formen von ®,, ist, d. h. 


he (Ges E50 ++ 09 &_) = 0. 

Dabei sind zwei Punkte é, &’ als gleich zu betrachten, wenn es ein Ele- 
ment @*+0 gibt, so daB ¢, = of fir i =0,1,...,;». Eine Mannig- 
faltigkeit M, heiBt in einer anderen Mannigfaltigkeit M, enthalten, wenn 
jeder Punkt von M, zugleich Punkt von M, ist. M, heiBt dann ein 
Teil von M,, und zwar ein echter Teil, wenn M, nicht zugleich auch in M, 
enthalten ist. Zwei Mannigfaltigkeiten, die ineinander enthalten sind, 
*) (1). 

6) [3], S. 144—157. 

$) [3], S. 149—152. 
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werden als gleich betrachtet. Alle durch Formensysteme aus K [z,, 2, ..., Zp] 
definierten Mannigfaltigkeiten sind offenbar in S, enthalten. 

Der Schnitt von s Mannigfaltigkeiten M,,...,M, ist die durch das 
Vereinigungssystem der Formen von @y ,...,®y, definierte Mannigfaltig- 
keit, die offenbar genau die gemeinsamen Punkte von M,,...,M, als 
ihre Punkte besitzt. Die Summe von M,,...,M, ist die durch das 
System der simtlichen Produkte von s Formen, je eine aus jedem Py, 
definierte Mannigfaltigkeit. Sie hat als ihre Punkte genau die Ver- 
einigungsmenge aller Punkte von M,,...,M,. Eine Mannigfaltigkeit 
heiBt irreduzibel (in bezug auf K), wenn sie sich nicht als Summe von 
zwei echten Teilen darstellen laBt, sonst heiBt sie reduzibel. Eine redu- 
zible Mannigfaltigkeit la8t sich eindeutig als Summe von endlichvielen 
irreduziblen darstellen. 

Es erweist sich als sehr zweckmaBig, den Mannigfaltigkeitsbegriff in 
der folgenden Weise zu verschirfen. Die obige Definition werden wir 
nur fiir irreduzible Mannigfaltigkeiten gebrauchen. Eine beliebige Mannig- 
faltigkeit M ist dann definiert als ein System von endlichvielen (nicht 
notwendig verschiedenen) irreduziblen Mannigfaltigkeiten M,,..., M:, 
welche die irreduziblen Bestandteile von M genannt werden’). Jede irre- 
duzible Mannigfaltigkeit tritt also in M mit einer gewissen Vielfachheit 
auf. Kommt eine irreduzible Mannigfaltigkeit in M iiberhaupt nicht vor, 
so sagen wir auch, sie tritt in M mit der Vielfachheit Null auf. Eine 
Mannigfaltigkeit ist also eine Menge von mit Vielfachheiten versehenen 
irreduziblen Mannigfaltigkeiten. Zwei Mannigfaltigkeiten heiSen gleich, wenn 
sie dieselben irreduziblen Mannigfaltigkeiten mit denselben Vielfachheiten 
enthalten. Der Begriff der Summe wird in naheliegender Weise iiber- 
tragen, indem man jeder irreduziblen Mannigfaltigkeit die Summe ihrer 
Vielfachheiten in den Summanden als ihre Vielfachheit in der Summe 
zuschreibt. Aber beim Schnittbegriff besteht hier eine Unbestimmt- 
heit, die schon bei den irreduziblen Mannigfaltigkeiten vorkommt. Die 
obige Definition des Schnittes liefert zwar die irreduziblen Bestandteile, 
aber nicht die Vielfachheiten. Wir werden uns also vorbehalten, die 
Vielfachheiten der Schnittbestandteile in jedem Fall geeignet zu definieren *). 

Ein Punkt § = (&, &,,..., &) heiBt ¢-dimensional (in bezug auf K), 
wenn, ¢, + 0 vorausgesetzt, K (3, nee z) vom Transzendenzgrad ¢ iiber K 
1) Wir unterscheiden hier nicht zwischen einer irreduziblen Mannigfaltigkeit 
und dem System, das aus dieser irreduziblen Mannigfaltigkeit allein besteht; diese 
beiden logisch verschiedenen Begriffe werden hier also identifiziert. 

8) Wir dirfen natirlich immer noch.von dem Schnittpunkte zweier beliebiger 


Mannigfaltigkeiten sprechen, nur bilden diese Schnittpunkte jetzt nicht ohne weiteres 
eine Mannigfaltigkeit. 
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ist. Nulldimensionale Punkte werden auch algebraische Punkte genannt. 
Die Obergrenze r der Dimensionszahlen der Punkte von M heiBt die 
Dimension von M. Wir schreiben dann M,. Es ist ersichtlich r < n, 
wobei die Gleichheit nur bei dem projektiven Raum S, erreicht wird. 
Mannigfaltigkeiten, die keinen Punkt besitzen, geben wir die Dimension 
—1. Die Summe von endlichvielen r-dimensionalen Mannigfaltigkeiten 
ist offenbar wieder r-dimensional. Eine Mannigfaltigkeit, die sich als 
Summe von endlichvielen irreduziblen r-dimensionalen Mannigfaltigkeiten 
darstellen 148t, heiBt rein r-dimensional. 

Eine irreduzible nulldimensionale Mannigfaltigkeit besteht aus endlicb- 
vielen in bezug auf K konjugierten Punkten. Eine beliebige nulldimen- 
sionale Mannigfaltigkeit besteht dann aus endlichvielen mit Vielfachheiten 
versehenen Punkten. Sie wird auch eine Punktgruppe genannt. Mit 
jedem Punkt treten also auch alle Konjugierten in einer Punktgruppe 
auf, und zwar mit derselben Vielfachheit. Umgekehrt ist auch (wenn K voll- 
kommen ist) jede Menge von endlichvielen mit Vielfachheiten versehenen 
Punkten, in der mit jedem Punkte auch alle in bezug auf K konjugierten 
mit derselben Vielfachheit auftreten, eine Punktgruppe. Die rein 1-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeiten heiBen Kurven, die rein (nm — 1)-dimensionalen 
Hyperflichen. Eine (irreduzible) Hyperflache lai8t sich durch eine einzige 
(irreduzible) Form darstellen, und umgekehrt definiert eine (irreduzible) 
Form auch eine (irreduzible) Hyperfliche. Wir werden eine Hyperfliche 
einfach mit der sie definierenden Form bezeichnen. 

Die oben eingefiihrten Begriffe sind alle in bezug auf den Kérper K 
definiert. Geht man von K zu einem Oberkérper 2 iiber, so bleiben 
Mannigfaltigkeiten, Summe, Schnitt in K auch solche in 2. Die Irre- 
duzibilitat ist im allgemeinen nur gegen rein transzendente Erweiterung 
invariant, die Dimension eines Punktes nur gegen rein algebraische Er- 
weiterung. Die Dimension einer Mannigfaltigkeit ist aber invariant gegen- 
iiber beliebiger Erweiterung. 

Den nachstehenden Untersuchungen liegt ein vollkommener Kérper K 
zugrunde. Wir werden aber im Laufe unserer Untersuchungen oft Mannig- 
faltigkeiten heranziehen, die durch Formen mit nicht zu K gehérigen 
Koeffizienten definiert sind. In solchem Fall ist immer zu verstehen, 
da8 der Kérper K dementsprechend durch Adjunktion dieser Koeffizienten 
zu erweitern ist. Alle weiteren Betrachtungen sind dann in bezug 
auf diesen erweiterten Kérper zu verstehen. Wir werden auch, falls es 
nicht schon aus dem Zusammenhang klar oder sonst ausdriicklich erwahnt 
ist, den Bezugskérper oft dadurch andeuten, indem wir uns solcher Aus- 
driicke wie ,,K-Mannigfaltigkeit“, ,,K-Hyperfliche, usw. bedienen. In 
allen anderen Fallen ist immer K der Bezugskérper. 
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§ 2. 


Der Satz von Bezout. 


Eine (in bezug auf K) allgemeine Hyperfliiche F ist definiert durch 
eine Forin 
F(u,z) = J w,... 
deren Koeffizienten u neue nicht in K legends U Unbestimmte sind. F ist also 
eine (n—1)-dimensionale K (u)-Mannigfaltigkeit und ist offenbar irreduzibel. 
M, sei eine irreduzible r-dimensionale K-Mannigfaltigkeit. Eine 
allgemeine Hyperfliche F(u, xz) schneidet aus M, eine irreduzible (r —1)- 
dimensionale K (u)-Mannigfaltigkeit*) aus, die wir als die Schnittmannigfaltig- 
keit von F (u, z) mit M, definieren. Daraus folgt durch r-malige Anwendung, 
daB r (verschiedene) allgemeine Hyperflichen F, (wu, z),...,F,(u”, x) 
aus M, eine irreduzible nulldimensionale K (u,..., u’”)-Mannigfaltigkeit 
ausschneiden, die also aus endlichvielen (allgemeinen) Punkten von M, besteht. 
Insbesondere hat ein allgemeiner (n — r)-dimensionaler linearer Unterraum 


tm a a be Tig, , 


n 
Py . . { 
S,-,, d.h. eine durch r allgemeine Linearformen us? eee z uj” az; 


definierte K (uw™,..., u”)-Mannigfaltigkeit, mit M. endlichviele Se Schnitt- 
punkte. Die Anzahl dieser Punkte heiBt der Grad von M,. Der Grad 
einer beliebigen Mannigfaltigkeit ist gleich der Summe der Grade ihrer 
irreduziblen Bestandteile, jeder so oft gezihlt, wie seine Vielfachheit angibt. 
Der Grad einer Punktgruppe wird im folgenden auch Ordnung genannt. 
Man iiberzeugt sich leicht, daB der Grad einer irreduziblen Hyperflaiche 
gleich dem Grad der definierenden irreduziblen Form ist. Das gilt also 
insbesondere fiir eine allgemeine Hyperfliche F(u, xz) als eine irreduzible 
K (u)-Mannigfaltigkeit. 

K (u) entstehe aus K durch Adjunktion endlichvieler Unbestimmten u, 
Es sei (&,&@,...,&) eine beliebige irreduzible K (u)-Punktgruppe. 
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB & 
und folglich auch alle & nicht gleich Null sind. Normieren wir die 
Koordinaten dieser Punkte vorlaufig so, dab &0 = {9 =... = &9 = 1, 


so bilden die Linearformen z &v; ein vollstaéndiges System von kon- 
j=0 


jugierten Linearformen iiber K(u). Hat K(&) den Exponenten e iiber 


K(u), dann ist i (s & vw)" eine Form in v mit Koeffizienten aus 
i=1 j=0 


K (u)**). Wir behaupten: i (S y vj)” ist in beeug auf K (u) irreduzibel. 
i=1 j= 
%) [9], S. 141. 
10) p ist die Charakteristik von K, wenn sie nicht Null ist. Im Fall der 
Charakteristik Null ist p = 1 zu setzen. 








660 W.-L. Chow. 


Beweis: Da J] (x &\"v)) invariant iiber K (u) ist, so gibt es eine ganze 


=] j=o 


Zahl e’, so daB 1 (x EP yt eine irreduzible Form in v mit Koeffi- 


=1 j=0 

zienten aus K(u) ist. Dann gibt es offenbar Elemente yu)” aus K (u) 
mit |u\| + 0, so daB nj\”? = — Ly'"é? (bei festem j) fiir alle i ver- 
schieden sind. Die ni ’ sind dann Nullstellen des Polynoms Ul (v, — nj", 


i=1 
also eines Polynoms in K(u) mit g verschiedenen p*-fachen Wurzeln. 


Das bedeutet, die 7\” sind héchstens von dem Exponenten e’ iiber K (wu). 
Da K (&) = K(n) iiber K (u) den Exponenten e hat, so folgt daraus, daB 


ex’ ist. Andererseits ist offenbar e’ < e, mithin ist e’ =e. Also 
ist I (FE $i" ye" irreduzibel. 
i=1 j=o 
a » 
Es sei nun J] (X &)’ uv)" = R(u,v)q(u), wo R(u,v) ein irreduzibles 


i=! )=0 


Element aus K{u,v] ist und q(u) ein Element aus K(u). Normieren 
1 


wir so, da®B &{\” = q(u) °”*, so fallt in dem Produkt der Faktor q(u) 
weg, und wir haben 
R(u,v) = 17 (E ¥? vy. 
i=1 j=o 

Die so definierte Normierung der Koordinaten von & heiBt die normale 
Normierung und R(u,v) heiBt die zugeordnete Form der A (u)-Punkt- 
gruppe. Die normale Normierung und die zugeordnete Form einer Punkt- 
gruppe sind offenbar bis auf einen multiplikativen Faktor aus K eindeutig. 

Es sei nun C eine irreduzible K-Kurve. Eine allgemeine Hyperflache 
F (u, z) vom Grade m schneidet aus C eine irreduzible K (u)-Punktgruppe aus. 
Die Anzahl der Punkte in dieser Punktgruppe sei mit g,, bezeichnet. 
g, ist also der Grad von C. Wir werden jetzt beweisen: g,, = m4,. 

Wir betrachten zwei allgemeine Hyperflichen F,(u,z) bzw. F, (v, z) 
der Grade m bzw. k, deren g,, bzw. g, Schnittpunkte mit C in normaler 
Normierung mit &, &@),..., &™ baw. 7, 7, ..., 79" bezeichnet werden 
mégen. Haben K(é) bzw. K(7)"') die Exponenten e,, bzw e, iiber K (u) 
bzw. K(v), dann la8t sich leicht — da 


G,(u,0) = I F,(u, oy" 


i=1 


1!) Es soll hier ein fir allemal festgesetzt werden, daB K (5) immer den Kérper 
bedeuten soll, der aus K durch Adjunktion der Verhiltnisse der Koordinaten 
der Punkte :“, nicht der Koordinaten selbst, entstanden ist. 
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und 

Im 
G, (u,v) = IT F,(v, 8 

i=1 


irreduzible Elemente aus K (u,v) sind"). 

Es ist nun G, (u,v) = G,(u,v). Denn F,,F,,C haben dann und nur 
dann einen gemeinsamen Punkt, wenn F, (u, x) bzw. F, (v, x) fiir wenigstens 
einen der g, bzw. g,, Schnittpunkte von F,(v,z) bzw. F,(u,z) mit C ver- 
schwinden, d.h. wenn G,(u,v) = 0 bzw. G,(u,v) = 0. Das bedeutet, 
G, (u,v) verschwindet dann und nur dann, wenn G,(u,v) verschwindet. 
Da G, (u,v) und G, (u,v) beide irreduzibel sind, so folgt daraus nach dem 
Hilbertschen Nullstellensatz, daB sie gleich sind. Die somit als gleich be- 
wiesenen Formen werden wir jetzt mit G@ (u,v) bezeichnen. 

Alle e sind gleich Null. Denn setzt man k = m, so ist ¢ = €m, 
und die wu, » werden in G(u,v) nur in p™-Potenzen auftreten. Wire 
é» + 0, so wiirde G(u,v) reduzibel sein (da K vollkommen ist), was 
gegen die Definition von G(u,v) ist. Also sind alle e gleich Null, und 
wir haben 


9k Im 
G (u, v) = IT F, (u, 7) —_ IT F, (v, &), 
i=1 


Spezialisieren wir jetzt F,(u*,z) = Il L,(w,2z), wo die L, allge- 
j= 


j=! 
meine Hyperebenen oder Linearformen sind, und bezeichnen wir mit 


OF», ..., 9) die g, Schnittpunkte von LZ; mit C, dann haben wir 
Me % m ‘ 
G (u*, v) — ai F, (u*, 7/*) = ai IT L; (wD, n) 
i=1 i=1j=1 
us «Ok nm a 
= I IT L,(w, 9) = IT IT Fy (0,0). 
j=l i=1 j=li=1 
Vergleichen wir nun die Grade der rechten und linken Seiten in v, so 
haben wir g,, = mq). 


Damit ist die Anzahl der Schnittpunkte einer allgemeinen Hyper- 
fliche F,(u,xz) mit der Kurve C bestimmt. Wir wollen nun untersuchen, 
was mit den Schnittpunkten geschieht, wenn man die allgemeine Hyper- 
fliche spezialisiert, d.h. wenn man die Unbestimmten u durch irgend- 
welche Elemente aus einem Oberkérper von K ersetzt. Die mg, Schnitt- 
punkte von F,(u,z) mit C lassen sich, wenn wir fiir F, eine Linearform 
L(v,z) = Xv,;2; nehmen, durch Faktorzerlegung von G(u,v) nach v 


12) DaB G, (u,v) bzw. G, (u,v) in uw bzw. v irreduzible Elemente aus K [u, v] 
sind, ist nach dem Vorangegangenen ziemlich klar. DaB G,(u,v) bzw. G@, (u, v) 
auch in v bzw. u irreduzibel sind, sieht man ein, wenn man die Hyperflaichen 
F, (u, x) bzw. Fy (v, x) in m bzw. k allgemeine Hyperebenen zerfallen 1aBt. 
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gewinnen: 

mg mg 

G (u,v) = uA (vy é0) +... +, EP) = IT Li, §0)., 

=1 =1 
Spezialisiertt man nun uy, so geht G(u,v) in G(u,v) tiber. Ist 
identisch G (u,v) = 0, so ist [7 F,(u,7) = 0, also etwa F, (u, 7!) = 0. 

i=1 


Da 7 ein allgemeiner Punkt von C ist, so bedeutet dies, daB F, (u, x) 
die Kurve C enthailt. Nehmen wir also an, daB F,(u,xz) die Kurve C 
nicht enthalt und daher mit C nur endlichviele Schnittpunkte hat, so 
verschwindet G (u,v) nicht identisch. 

Durch Faktorenzerlegung nach v, **) 


G (u,v) = [7 L(v,a) = J] (0,0 +... + v0), 
i=1 i=1 


erhalten wir mg, (nicht notwendig verschiedene) Punkte «,..., a9), die 
eine K (u)-Punktgruppe P(u) der Ordnung mg, bilden. Da P(x) eine 
relationstreue Spezialisierung von P(u) = (€,...,&"90) fiir die Speziali- 


sierung “> ist, so gehért jeder in P(u) enthaltene Punkt zu den 
Schnittpunkten von F,(u,z) mit C. Umgekehrt ist auch jeder solche 
Schnittpunkt in P(u) enthalten. Denn, sei # ein Schnittpunkt von 
F,(u,z) mit C, so ist 6 eine relationstreue Spezialisierung von &). Ist 
F, (u’, z) eine allgemeine durch f gehende Hyperfliche, dann ist (u, &) + (u’, B) 
eine relationstreue Spezialisierung. Da nun (u’,f) > (u,8) offenbar eine 
relationstreue Spezialisierung ist, so ist folglich (u,&) + (4, B) eine rela- 
tionstreue Spezialisierung. Daraus folgt wegen der Eindeuntigkeit der 
relationstreuen Spezialisierung, daB 8 in P() enthalten ist. 


Betrachten wir eine zerfallende Form F = F*.. .F' vom Grade m 
als eine reduzible Hyperfliche, in der die irreduziblen Hyperflachen F; 
mit den Vielfachheiten r,; vorkommen, so kénnen wir das bisher in diesem 
Paragraphen bewiesene in dem folgenden Satz zusammenfassen: 

Der Satz von Bezout. Jede Hyperfliche F (u, x) vom Grade m, die 
eine irreduzible Kurve C vom Grade g nicht enthilt, schneidet aus der Kurve C 
eine K (u)-Punktgruppe P(u) der Ordnung mg aus. Die Punkte von P (u) 
lassen sich durch Faktorenzerlegung einer Form G (u,v) nach v erhalten, wobei 
die Form G(u,v) nur von C und m abhingt. Ist F(u,x) eine allgemeine 
Hyperflaiche, so besteht P(u) aus mg verschiedenen Punkten. 


18) DaB G@ (yu, v) in Linearfaktoren zerfallt, folgt daraus, daB G (u, v) in Linear- 
faktoren zerfallt. Denn die Eigenscheft einer Form, in Linearfaktoren zu zerfallen, 
1a8t sich bekanntlich durch das Verschwinden eines Formensystems in den Koeffi- 
zienten ausdriicken. Da nun das Formensystem schon fiir unbestimmte wu ver- 
schwindet, so mu8 es natiirlich auch fiir die speziellen Werte 4 verschwinden: 





- ra = a ee oe. 2 
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§ 3. 
Lineare Scharen und rationale Abbildungen. 

Ein wichtiger Spezialfall der vorstehenden Begriffsbildungen entsteht, 
wenn man u, > 2 a/A, spezialisiert, wobei die a) Elemente aus K und 
die A; nicht in K liegende Unbestimmte sind. Die dadurch aus der all- 
gemeinen Hyperfliche F,(u, x) entstandene spezialisierte Hyperfliche 


F, (Za, x) = A,F,(2) +... +4F, (2) = F(A, 2) 


nennen wir die allgemeine Hyperfliche des durch F,(z),...,F,(x) er- 
zeugten s-dimensionalen Linearsystems ®. Wir kénnen annehmen, dab 
keine Hyperfliche F(u,z) des Systems ®, wo « Elemente aus irgend- 
einem Oberkérper von K sind, die Kurve C enthalt. Denn, wenn etwa 
q linear unabhangige Hyperflichen von ® die Kurve C enthalten, so laBt 
sich in bekannter Weise ein lineares Teilsystem der Dimension s — q aus ® 
herausgreifen, welches dieselben Punktgruppen ausschneidet wie ® und in 
welchem keine Hyperfliche die Kurve C enthilt. Da es im folgenden 
nur auf diese Punktgruppen ankommt, so kann man das ganze System 
durch dieses Teilsystem ersetzen. 

Die von F(A, x) auf der Kurve C ausgeschnittene K (A)-Punktgruppe 
P(A) laBt sich nach dem Satz von Bezout durch die Faktorenzerlegung 
von G(2 aA, v) nach » gewinnen: 


G(Eai,) = (LAF, (nq) = [1 (Loja) = TA, »). 
ix=1 j fm Jj 


T (4, v) mége nun in einen von A unabhingigen Teil 7(v) und einen 
von A abhangigen Teil 7'* (A, v) zerfallen. Dementsprechend zerfallt die Punkt- 
gruppe P(A) in eine feste Gruppe P und eine von A abhingige Gruppe 
P* (4). Die Punkte « seien so numeriert, dafB T* (A, v) = vi (2 v, as), 
also P* (A) = (a), ..., a) ist. Die Punkte von P sind die festen 
Punkte, die Punkte von P*(A) die allgemeinen Punkte der durch das 
System ® auf der Kurve C erzeugten s-dimensionalen linearen K-Schar 
von Punktgruppen. Bis auf weiteres werden wir immer die feste 
Gruppe P aus der Schar weglassen. Dann ist P*(A) die allgemeine 
Punktgruppe der Schar, und jede speziellé Punktgruppe fiir die Speziali- 
sierung A -» uw laBt sich durch Faktorenzerlegung von T*(m, v) nach v er- 
halten. Die Form 7*(A,v) wird die zugeordnete Form der Schar ge- 
nannt. Die Ordnung ¢ von P*(A) hei®t auch die Ordnung der Schar. 
Die Schar selbst bezeichnen wir mit ©; = (P*(A)). Es ist s<¢t. Denn, 
wire s>>t, so wiirde es eine Hyperfliche von ® geben, die durch 
wenigstens ¢-+ 1 allgemeine Punkte von C ginge. Das ist aber unmég- 
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lich, da die allgemeine Hyperfliche von ® nur durch ¢ allgemeine Punkte 
von C geht und keine Hyperfliche von ® die Kurve C enthilt. 

Die Form T*(A,v) ist irreduzibel oder, was offenbar damit gleich- 
bedeutend ist, die Form 7 (A, v) = T(v) T*(A, v) ist in A irreduzibel (in 
bezug auf K (v)). ‘ 

Beweis: Es ist T(4,v) = J] (2'4;F; (7)). Da die 7 zueinander 

i=1 


konjugiert sind, folgt daraus, daB die Form 7 (A,v), wenn sie in A 
reduzibel wire, eine Potenz einer in A irreduziblen Form sein miiBte. 
Das bedeutet aber, daB es wenigstens zwei Punkte, etwa 7”, 1), giibe, 
so daB LA;F;(y~) = LA;F;(n™). Daraus folgt, daB eine durch 7” 
gehende Hyperflache von @, z. B. etwa H = F, (ny) F, (x) — F, (n™) F, (2), 
auch durch 7 gehen miiBte. Das ist aber absurd, denn die endlich- 
vielen weiteren Schnittpunkte von H mit C sind schon durch den 
Punkt 7 bestimmt, und eine allgemeine durch 7 gehende Hyper- 
ebene kann offenbar keinen von diesen endlichvielen Punkten unter ihren 
weiteren Schnittpunkten mit C haben. 

Aus der Irreduzibilitit von 7*(A, v) folgt, daB 7* (A, v) die zugeord- 
nete Form der irreduziblen K (A)-Punktgruppe P*(A) ist. Damit ist 
bewiesen: 

Der (verschirjte) Satz von Bertini. Die allgemeinen Punkte 
a) = (a, a, ..., 0,9) einer linearen Schar (P*(A)) auf einer irreduziblen 
Kurve haben die Vielfachheit p*, wo e der Exponent der (zueinander konju- 
gierten) Kérper K (a)™) iiber K(A) ist. Dabei ist p gleich der Charakte- 
ristik von K, falls sie nicht Null ist, gleich Fins, falls sie Null ist. 

Eine rationale Abbildung der Kurve C ist gegeben durch die fiir 
die allgemeinen Punkte von C giiltigen Formeln: 


Yo > Yor +++: Ye = Po(Z): py (z): .. «2 Ge (z). 


Die Bildkurve ist die durch den Punkt 9,(&) in S, definierte Kurve, 
wobei — einen allgemeinen Punkt von C bedeutet. Ohne Beschrinkung 
der Allgemeinheit kénnen wir auch hier annehmen, da8 keine Hyperfliche 
des Linearsystems 2A, ,(z) die Kurve C enthalt, was damit gleichbe- 
deutend ist, da& die Bildkurve in keinem echten linearen Unterraum 
von S, liegt, also zu S, gehért. Die Abbildung heiBt birational, wenn 
die &; auch von den »,(&) rational abhingig sind, d. h. wenn es Formen 
Yo(y), Vi ly)» --+» Prly) gibt, so daB 


f:G: 0 & = Yo (p (&)): v, (p (§)): ret ¥n (¢ (&)). 
Satz. Die rationale Abbildung der Kurve C 





meme S&S we Ss a ae 
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ist (dann und nur dann) birational, wenn die durch D4, 9; erzeugte line- 
are Schar (P*(A)) auf C einfach ist, d. h. wenn alle durch einen allgemeinen 
Punkt von C gehenden Punktgruppen von (P*(A)) keinen weiteren Punkt 
gemeinsam haben. 

Beweis: Die Abbildung ist fiir allgemeine Punkte eineindeutig. 
Denn, giibe es zwei allgemeine Punkte é,£ von C mit demselben Bild- 
punkt, also 

Po (E) = Py (E): «~~ Pe lE) = Po (E): Mi (E): ---: gul&), 

so wiirden alle durch § gehenden Hyperflichen des Systems 2A; q; auch 
durch £’ gehen. Da & ein allgemeiner Punkt ist, so wiirde das bedeuten, 
daB alle durch € gehenden Punktgruppen von (P(A)) auch durch £ gehen 
miBten, gegen die Voraussetzung, daB (P(A)) einfach ist. Also ist der 
Punkt ¢ durch y,(&) eindeutig bestimmt. Das bedeutet, wenn ¢, = 1 
normiert ist, daB &,,...,&, tiber K(q(&)) keine verschiedenen Konju- 
gierten besitzen. Da (P(A)) einfach ist, sind é,,...,&, separabel iiber 
K (A). Daraus folgt wegen 


K (E, Ay, « «+s An) DK (@(8)s Ags «+ An) D K (Ags «+ + An) = K (A), 


t 
2 4, 9,48) 
(4 = Soe) 
daB K(é,A,,...,4,) tiber K(p(§), 4,,...,4,), mithin auch K (£) iiber 
K (¢(&)) separabel ist. Da auBerdem é,,...,&, iiber K(p(é)) keine ver- 
schiedenen Konjugierten besitzen, so ist K (&) = K(9 (é)). 

Satz (Die Invarianz der linearen Schar). Die Kurve C 

sei durch die birationale Abbildung 

Yor Yrs +++? Yo = Po(%): P, (Z): ..-2 Pel), 

ZqiZy2..-2 Dy = poly): y, (y):---: wally) 
in die Kurve C in S, abgebildet. P*(A) = (a, ..., a) sei die allgemeine 
Punktgruppe der von F(A, x) auf C erzeugten linearen Schar, P*(A) die 
allgemeine Punktgruppe der von F(A, p(y)) auf C erzeugten. Dann ist 
P* (4) = (p (a), ..., p (a). 

Beweis: Sind «,...,a” die verschiedenen allgemeinen Schnitt- 
punkte von F(A, x) mit C, so folgt aus der Eineindeutigkeit der biratio- 
nalen Abbildung fiir allgemeine Punkte, daB (a ),..., p(a”) genau 
die verschiedenen allgemeinen Schnittpunkte von F (A, y (y)) mit C sind. Also 
enthalt P*(4) die Punkte (a),..., p(x) und keinen anderen. Da 
nun K (a) = K(q(a)) ist, so folgt aus dem (verscharften) Satz von 
Bertini, daB g(a) in P* (A) dieselbé Vielfachheit haben wie a in P* (A). 
Also ist P* (4) = (p (a), ..., p (@)). 


Mathematische Annalen. 114. 43 
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§ 4. 
Die Auflésung der Singularititen. 


Bisher haben wir nur die allgemeinen Punkte der Kurve C betrachtet. 
Jetzt wenden wir uns den speziellen oder nulidimensionalen Punkten zu. Die 
Verhiltnisse sind hier wesentlich komplizierter, da die speziellen Punkte, 
im Gegensatz zu den allgemeinen, nicht mehr alle miteinander algebraisch 
aiquivalent sind. Dabei ergibt sich als besonders wichtig fiir algebraisch- 
geometrische Untersuchungen der Begriff der Singularitaten, den wir jetzt 
definieren werden. Ein Punkt p = (p,,..., p,) heiBt ein k-facher Punkt 
der Kurve C, wenn eine allgemeine durch p gehende Hyperebene — d. h. 
eine Hyperebene 2v,2z,, wo die v, Koordinaten eines allgemeinen Punktes 
der Hyperebene 2 p,z, sind — mit C einen k-fachen Schnittpunkt in p 
hat. Punkte, die nicht einfach sind, heiSen die singularen Punkte, deren 
Gesamtheit die Singularitéten der Kurve C genannt wird. Die allgemeinen 
Punkte einer irreduziblen Kurve sind offenbar einfach, dagegen zeigen 
schon einfache Beispiele, daB unter den speziellen Punkten sehr wohl 
Singularitéten auftreten k6nnen. 

Es ist eine komplizierte Sache, die Struktur aller méglichen Singu- 
laritéten einer irreduziblen Kurve zu untersuchen. Gliicklicherweise ist 
dies fiir unseren Zweck nicht nétig. Wir werden namlich zeigen, daB es 
méglich ist, jede irreduzible Kurve durch eine birationale Abbildung in 
eine singularititenfreie Kurve zu transformieren. Dazu seien einige Be- 
merkungen iiber rationale Abbildungen vorausgeschickt. Wir haben bisher 
die rationalen Abbildungen nur fiir allgemeine Punkte definiert, und zwar 
durch die Formeln: 


Da jeder Punkt einer irreduziblen Kurve eine relationstreue Spezialisierung 
eines allgemeinen Punktes ist, so liegt es nahe, die rationale Abbildung 
dadurch zu erginzen, daB man einen Punkt 6 in S, als Bildpunkt 
eines Punktes y der Kurve C betrachtet, wenn y, 6 eine relationstreue 
Spezialisierung™) von &,@(&) ist (wobei € ein allgemeiner Punkt von C 
ist). Ein so definierter Bildpunkt 6 gehért offenbar zu der durch (é) 
definierten Bildkurve C, da 6 auch insbesondere eine relationstreue Speziali- 
sierung von g(é) sein mu8. Jeder Punkt von C besitzt wenigstens einen 
Bildpunkt, und umgekehrt ist jeder Punkt von C auch Bild von wenigstens 
einem Punkte von C. Das folgt daraus, daB jede partielle relationstreue 
Spezialisierung sich immer zu einer vollstandigen ergainzen la6t"*). 


14) [5], S. 756. 
15) [8], S. 131. 
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Die Abbildung sei nun birational. Wir betrachten die durch das 
System 2A,, auf der Kurve C erzeugte lineare Schar (P(A)). Die Bild- 
punktgruppe P(A) von P(A) ist die von einer allgemeinen Hyperebene 
2 A,y, auf der Kurve C ausgeschnittene Punktgruppe. Daraus folgt: Der 
Grad g der Bildkurve ist gleich der Ordnung von (P(A)). Ist 4 ein 
k-iacher Punkt von C und Ey,y, eine allgemeine durch 6 gehende Hyper- 
ebene, wo etwa fy = -- (6,4, +... + 45,4,), a = 6)4),..-, Me = 64), so hat 
P(u) auBer dem k-fachen Punkte 6 noch 7 — k allgemeine Punkte. Dann 
hat P(u) auch g —k allgemeine Punkte, die jenen 7 — k Punkten von 
P(u) entsprechen"), und einige weitere Punkte der gesamten Vielfach- 
heit k, die die in 6 abgebildeten Punkte von C sind. Alle in 6 abge- 
bildeten Punkte von C sind aber schon dadurch erhalten. Denn, sei y, 6 
eine relationstreue Spezialisierung von &, ~(¢) = E. Es gelten fiir &, m(&) die 
Relationen: Setzt man A, = — (F,4, +... + 8,25), A: = | ae en eo 
Vo = — (&, 0; +... + &, 01), 0: = Sovj,..-, 0, = &ov,, dann verschwindet 
T (A, v) (die zugeordnete Form von (P(A))) identisch in 2’ und v’. Diese Rela- 
tionen miissen auch fiir y, 6 gelten, also: Setzt man A, = — (6,4, + ... +- 6,4), 
Ay = Oy Aj, 000) Ag = ode, Vo = — (Yi Vy +... + Yn Un), Vr = YoUir-- +> Un = Yon, 
dann verschwindet 7'(A, v) identisch. Das bedeutet, dab 2 ,y, ein Linear- 
faktor von T(u, v) ist. Folglich ist y in P(u) enthalten. Das Bild von 6 
(bei der inversen Abbildung) hat also héchstens k Punkte; daraus folgt 
fiir k = 1, daB bei einer birationalen Abbildung ein einfacher Punkt nur 
einen Bildpunkt besitzt. Wir haben demzufolge: Eine birationale Ab- 
bildung zwischen zwei singularitdtenfreien Kurven ist (fiir alle Punkte) ein- 
eindeutig. 

LaBt man nun die k& festen Punkte von P(u) weg, so bilden die 
iibrigen g — k (allgemeinen) Punkte eine Punktgruppe Q(A’), die eine in 
(P(A)) enthaltene lineare K (6)-Schar (Q(A’)) der Dimension s — 1 und der 
Ordnung 7 — k definiert. Daraus folgt: Enthilt eine lineare Schar (P(A)) 
der Dimension s > 2 und der Ordnung g keine Teilschar (in bezug auf 
einen Oberkérper von K) der Dimension s — 1 und der Ordnung < g — 1, 
so ist die durch die entsprechende birationale'’) Abbildung transformierte 
Kurve C singularititenfrei. Durch den Nachweis der Existenz einer 
solchen Schar werden wir den Beweis des folgenden Satzes erbringen. 


16) Denn P(x) bzw. P(u) entstehen aus P (i) bzw. P (i) durch relationstreue 
Spezialisierung fiir die Spezialisierung 2— . Daraus folgt, daB (P(,), P ()) eine 
relationstreue Spezialisierung von (P(/), P(2)) = (x"",.-- 2, pa)... p (a)) 
ist. Daraus folgt, daB jeder Punkt von-P(y) wenigstens einen Bildpunkt in P (yu) 
besitzt und umgekehrt. 

17) Eine solche Schar (P()) ist offenbar einfach. 
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Satz. Jede irreduzible Kurve C laft sich durch eine birationale Ab- 
bildung in eine singularititenfreie Kurve transformieren. 

Beweis: Wir bemerken zunichst, daB wir uns auf ebene Kurven be- 
schriinken kénnen. Denn jede irreduzible Kurve C la8t sich auf eine 
ebene Kurve birational abbilden. Ist naimlich § = (€§, = 1, &,,..., &) 
ein allgemeiner Punkt von C, dann ist K(f) vom Transzendenzgrad 1 
iiber A, also eine algebraische Erweiterung iiber K(y,), wo y, ein von K 
unabhingiges Element aus K(f) ist. Da K vollkommen ist, so hat K(y,) 
den Grad p iiber dem Kérper [A(y,)}” = K(y?), der aus den p-ten 
Potenzen der Elemente von K(y,) besteht. Daraus folgt nach Steinitz"*), 
da& AK (&) eine einfache Erweiterung iiber K(y,) ist, d.h. K(&) = K(y,, y,), 
wo y, algebraisch von y, abhingt. Setzt man nun 7, = m¥Y,, %, = NoYe: 
dann definiert 7 = (7, 1,, 4) eine ebene Kurve, die, wie leicht ein- 
zusehen ist, ein birationales Bild von C ist. 

C sei also eine ebene Kurve vom Grad m. Das System aller Kurven 
vom Grade m—1 schneidet auf C eine lineare Schar G;, der Ordnung 


e—hiet* aus. Enthalt G;: 
keine Teilschar der Dimension r,—1 und der Ordnung < n, — 2, so 
sind wir schon am Ziel; sonst sei ©," eine Q,-Teilschar (wo Q, eine alge- 
braische Erweiterung von K ist) der Dimension r, = 7r,—1 und der 
Ordnung n, < n, — 2. Stimmt © mit ihren Konjugierten (relativ zu K) 
iiberein, so ist sie eine K-Schar; sonst seien G\?",..., Gx)" die von- 
einander verschiedenen konjugierten Scharen. Die Schar Gj, = G7, Gy)” 
hat dann die Dimension r, = r,— 1 und die Ordnung », < n, — 2.") 
Die Schar Git = GE ~ GP” hat dann die Dimension r, > r, — 1 und 
die Ordnung », < »,— 2 usw. SchlieBlich hat die Schar 


T, 


nm, = m(m— 1) und der Dimension r, = 


+1 (*) ore (a) 
Gt? = Gti A GL" = GE AG nn...” 
die Dimension r,., > %%+,— 1 und die Gide Meio S M41 —2. 


Nun stimmt 6, “2 offenbar mit ihren Konjugierten iiberein und ist daher 


eine K-Schar. Enthalt sie keine Teilschar der Dimension r,,.— 1 und 


der Ordnung < n,,,—2, dann sind wir am Ziel; sonst sei act" 
eine Q, Teilschar der Dimension 7,,3; = %+2—1 und der Ordnung 
hess SS M%+a—2. So setzen wir das Verfahren fort. Nach dem i-ten 
Schritte haben wir dann eine Schar 6, der Dimension 7, > 7, —i+ 1 
und der Ordnung nj = »,—2(i—1). Da aber 7; < n, sein muB, 
so haben wir 7, —i +1 < n, — 2(¢—1), und daraus 
~~ 38) Journ, f. Math. 187 (1910), S. 244. 

1%) Denn die weggelassenen festen 2,-Punktgruppen von G7? und G{)”? haben 
keinen gemeinsamen Punkt, sonst wiirde 67? = Go": sein. 
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; (m — 1) (m — 2) 
‘i= a +1. 


Also mu8 das Verfahren nach héchstens k = (nie 1 Schritten 
zu Ende kommen. Da n, >n,>2(m—1)>2 (fir t=) ist, so 
liefert der letzte Schritt eine lineare K-Schar mit den erwiinschten Eigen- 
schaften. 

Bei dem Beweis haben wir den folgenden Hilfssatz benutzt, den wir 
auch spiter gebrauchen werden: 

Q sei algebraisch iiber K. Stimmt eine lineare Q-Schar © mit ihren 
Konjugierten tiberein, so ist sie eine lineare K-Schar. 

Ist niimlich © durch das System 

ZA, F(z) = LA fig (z) + OLA SF, (2) +... +o LA fi, (x) 


erzeugt, wo f,;(z) Formen aus K [z] sind, so gehéren auch 


LA, fig (2) + 0; ZAghi, (z) + eee + wi ZA, fi, (z), 
Wo @,,...,@, die Konjugierten von w sind, zu dem System. Da K voll- 
kommen ist, ist |a5 | + 0. Daraus folgt, daB die 2A,f,;(z), daher auch 
die f,;;(z) zu dem System gehéren. Das System laBt sich also durch 
{:j(%) erzeugen, und G ist folglich eine lineare K-Schar. 


§ 5. 
Punktgruppen. Aquivalenz. Vollscharen. 

Die Existenz eines singularitatenfreien birationalen Bildes fiir eine 
irreduzible Kurve erméglicht es, eine Geometrie auf der Kurve zu 
entwickel.. Wir betrachten namlich alle miteinander birational aqui- 
valenten (d. h. aufeinander birational abbildbaren) Kurven als die ver- 
schiedenen projektiven Darstellungen (,,projektiven Modelle“) einer ein- 
zigen im abstrakten Sinne zu verstehenden Kurve C. Als Eigenschaften 
der Kurve C sollen dann nur die birational invarianten geiten. Unter 
den bisher eingefiihrten Begriffen ist der einer linearen Schar schon als 
birational invariant nachgewiesen. Dagegen ist der Begriff eines Punktes, 
und folglich auch der einer Punktgruppe als einer Menge von endlich- 
vielen mit Vielfachheiten versehenen nulldimensionalen Mannigfaltigkeiten, 
nicht invariant, da eine birationale Abbildung nicht notwendig fiir alle 
Punkte eineindeutig ist**). Das gibt Veranlassung, diese Begriffe vom 
Standpunkt der Geometrie auf der Kurve aus zu modifizieren. 


20) Eine Punktgruppe, betrachtet als eine relationstreue Spezialisierung der 
allgemeinen Punktgruppe einer bestimmten linearen Schar, ist natiirlich birational 
invariant. 
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Die Nichtinvarianz des bisher benutzten Punktbegriffes zeigt, daB 
dieser projektiv invariante Begriff von dem birationalen Standpunkt aus 
etwas zu allgemein ist. Um die Invarianz wieder herzustellen, hat man 
also diesen Begriff etwas zu verengen. Das geschieht hier im folgenden 
in zwei verschiedenen Weisen. Einmal beschrinken wir uns auf die sin- 
gularititenfreien Kurven und lassen dabei beliebige Punkte zu, ein an- 
deres Mal beschrinken wir uns auf die allgemeinen Punkte und lassen 
dabei beliebige Kurven zu. Den beiden Methoden liegt die im vorigen 
Paragraphen bewiesene Existenz eines singularitatenfreien birationalen 
Bildes zugrunde, und aus der Eineindeutigkeit der Zuordnung zwischen 
den Punkten und den Zweigen einer singularititenfreien Kurve (die 
wir bald beweisen werden) geht auch gleichzeitig hervor, daB diese beiden 
iiuBerlich verschiedenen Methoden im Grunde genommen dquivalent sind 
und folglich zu denselben Resultaten fiihren miissen. 


I. Die Gesamtheit aller singularitatenfreien Darstellungen der Kurve C 
ist offenbar ein invarianter Begriff. Diese Gesamtheit legen wir unseren 
Untersuchungen zugrunde. Da eine birationale Abbildung zwischen 
singularitatenfreien Darstellungen fiir alle Punkte eineindeutig ist, so 
kénnen wir hier von einem Punkte bzw. einer Punktgruppe der 
Kurve C sprechen. Ein Punkt bzw. eine Punktgruppe auf C ist also 
eindeutig bestimmt durch einen Punkt bzw. eine Punktgruppe auf irgend- 
einer singularititenfreien Darstellung. Fine Punktgruppe P, der 
Ordnung n auf C ist also eine Menge von mit Vielfachheiten versehenen 
Punkten von C. Mit jedem Punkte treten also auch alle Konjugierten 
in P,, auf, und zwar mit derselben Vielfachheit. Den schon als invariant 
nachgewiesenen Begriff einer linearen Schar werden wir von jetzt an 
prinzipiell nur fiir singularitétenfreie Darstellungen gebrauchen, jedoch 
mit der Verallgemeinerung, daB jetzt auch einige feste Punkte, die zu- 
sammen eine Punktgruppe bilden, in der Schar zugelassen sind. Das 
heiBt, in der Zerlegung T (A, v) = T (v) T*(A, v) (vgl. §3) ist T(v) zwar 
immer noch von A unabhingig, aber 7* (A, v) kann jetzt auch einige von 
A unabhiangige Faktoren enthalten. Die aus 7*(A, v) entstandene Punkt- 
gruppe P* (4) wird wieder die allgemeine Punktgruppe der Schar (P* (A)) 
genannt. Die Ordnung von P*(4) hei®t wieder die Ordnung von (P*(A)). 
Eine lineare Schar der Dimension r und der Ordnung n werden wir 
wieder mit Gj, bezeichnen. 


Im folgenden werden wir irgendeine singularititenfreie Darstellung 
der im abstrakten Sinne zu verstehenden Kurve C auch mit C be- 
zeichnen. Aus dem Zusammenhang wird jedesmal klar sein, welche 
gemeint ist. 
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Die ZweckmaBigkeit der Beschrinkung auf singularitétenfreie Kurven 
kommt zur Geltung in dem folgenden einfachen, aber grundlegenden 
Satz: 

Die Gesamtheit aller durch einen Punkt 6 von C gehenden Punktgruppen 
einer linearen Schar G}, auf C bildet eine lineare K (6)-Schar der Dimen- 
sion >r—1, und zwar genau der Dimension r—1, wenn 6 nicht ein 
fester Punkt von Gj, ist. 

Beweis: Ist 6 ein fester Punkt der Schar, dann ist nichts mehr 
zu beweisen. Es sei also 6 kein fester Punkt. Wir haben zu beweisen, 
da8 die Bedingung der Teilbarkeit von 7*(A, v) durch 24,v, sich durch 
eine einzige lineare Gleichung in A ausdriicken laBt. Aus 


a 
T (v) T* (A, v) = T (A, v) = i (24; F; (0) 
folgt, daB JT*(A,v) als Form in A durch die g Linearformen 
+ A; F; (2) teilbar ist. LaBt man nun 2», z, sich in eine allgemeine durch 6 
j 
gehende Hyperebene 2,2, spezialisieren, so gehen 9, 7, ..., 7 in 
Ow = 6, O®,...,0@ iiber. Daraus folgt, daB T*(A,mu) durch 
2A; F;(O) fir i = 2,..., n teilbar ist, mithin auch durch 
j 
9g 
pls (2 A; F; (0). 
Folglich ist 
T* (2, n) 
Tr (x 3,F,(e) 
mee *! 





= 2459; 


eine Linearform in A mit Koeffizienten aus K (6). Da 4 kein fester Punkt 
ist, kann 7* (A, u), und folglich auch 2/;0;, nicht identisch verschwinden. 
Also ist das Verschwinden von 7%*(A, 4) fiir eine von ms unabhiangige 
Wahl der 4 gleichbedeutend mit 24;0; = 0. Da T*(A, wu) = 0 mit der 
Teilbarkeit von 7*(A, v) durch £6,v, gleichbedeutend ist, ist damit der 
Satz bewiesen. 


Es folgt aus diesem Satz: 1. Die Gesamtheit aller durch eine Punkt- 
gruppe P, gehenden Punktgruppen einer linearen Schar Gj, auf C bildet 
eine lineare Schar der Dimension >r—k. Wenn man die feste ‘Punkt- 
gruppe P, weglaBt, so bildet sie eine Jineare Schar der Ordnung n —k 
und der Dimension >r—k. Sie heiBt dann der Rest von G;, in bezug 
auf P,. 2. Schneiden die Hyperflichen F,, F,,..., F, die Kurve C in 
einer Punktgruppe P, dann schneidet auch 4,F,+ ...+4A,F, (fiir be- 
liebige 4) die Kurve C in P. 
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Bemerkung. Der obige Satz und seine Folgerungen gelten offen- 
bar auch fiir eine beliebige (nicht notwendig singularitétenfreie) Kurve D, 
wenn 6 ein einfacher Punkt von D ist bzw. wenn nur einfache Punkte 
von D in P auftreten™). Es laBt sich iibrigens genau wie oben der 
allgemeinere Satz beweisen: Die Gesamtheit aller durch einen h-fachen 
Punkt 5 von D gehenden Punktgruppen einer linearen Schar ©, auf D 
bildet héchstens h lineare K,-Scharen (wo K, ein Oberkérper von K (6) ist) 
der Dimension > r — 1, und zwar genau der Dimension r — 1, wenn 6 nicht 
ein fester Punkt von ©), ist. Wenden wir diesen Satz auf die Hyper- 
ebenen an, so haben wir die folgende Definition (wo alle Begriffe in 
bezug auf K, zu verstehen sind): Die Gesamtheit aller Hyperebenen durch 
einen h-fachen Punkt 4 ist offenbar ein (m — 1)-dimensionales Linear- 
system. Die Gesamtheit aller Hyperebenen, die mit D in 6 einen wenig- 
stens (kh + 1)-fachen Schnittpunkt haben, zerfallt in héchstens A (n — 2)- 
dimensionale Linearsysteme ®®. Jedes System ®” hat eine Gerade als 
seine Basis. Diese Geraden nennen wir die Tangenten der Kurve D im 
Punkte 6. Ein einfacher Punkt hat also eine einzige Tangente. Ein 
h-facher Punkt hat héchstens A Tangenten;- hat er genau A verschiedene 
Tangenten, so hei®t er ein gewohnlicher h-facher Punkt. 

IJ. Die Gesamtheit aller allgemeinen Punkte einer Kurve ist offen- 
bar ein invarianter Begriff. Diese Gesamtheit legen wir unseren Unter- 
suchungen zugrunde. Da eine birationale Abbildung fiir allgemeine Punkte 
eineindeutig ist, so kénnen wir hier von einem Punkte bzw. einer Punkt- 
gruppe sprechen. Wir werden nun eine besondere Klasse von allgemeinen 
Punkten definieren, die wir Zweige nennen und die gerade deshalb 
von Bedeutung sind, weil sie im engsten Zusammenhang mit den speziellen 
Punkten stehen. 

Q sei die algebraisch-abgeschlossene Hiille von K. Wir betrachten 
den K6rper 2(r), der aus allen Potenzreihen in 1 (endlichviele negative 
Potenzen erlaubt) mit Koeffizienten aus Q besteht. Dann heiSt ein all- 
gemeiner Punkt (rt) = (&,(t), &,(t),..-, &(t)) von C aus Q(r) ein 
Zweig von C, wenn er der folgenden Bedingung geniigt: Es gibt 
keinen anderen allgemeinen Punkt 4 (rt) von C aus Q(t) mit der Eigen- 
schaft, daB es ein durch r* teilbares Element o = at*?+ ... aus Q(t) 
gibt, so daB &(t) = (c). Durch geeignete Normierung der Koordinaten 
kann man immer erreichen, da8 einerseits keine negativen Potenzen von t 
in &,(t) vorkommen und andererseits auch nicht alle &,(t) durch rt teil- 
bar sind. Der Zweig ist dann in reduzierter Form. Der spezielle Punkt 
&(0) hei®t der zugehérige spezielle Punkt von §(r), und &(r) ein zu- 
gehoriger Zweig von €(0). Zwei Zweige &, &* heiBen dquivalent, wenn 
~~ 81) Diese einfachen Punkte von D dirfen natirlich mehrfach in P auftreten. 
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es ein genau durch t teilbares Element ¢ = at +... (a + 0) aus Q(t) 
gibt, so daB &)(z) = &®(¢). Aquivalente Zweige gehéren offenbar zu 
demselben Punkte. Es lat sich in bekannter Weise zeigen, daB die 
Aquivalenz reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, und folglich alle Zweige 
in Klassen von fquivalenten verteilt sind. Wir werden im folgenden 
aiquivalente Zweige als gleich betrachten; sie sind nur verschiedene Dar- 
stellungen desselben Zweiges mit verschiedenen ,,Ortsuniformisierenden‘. 
Man iiberzeugt sich leicht, da® der Zweig und die Aquivalenz der Zweige 
birational invariante Begriffe sind. Dagegen hiingt der zugehérige Punkt 
eines Zweiges von den verschiedenen ,,projektiven Modellen“ der Kurve C ab. 

Zwischen den speziellen Punkten und den Zweigen einer Kurve be- 
stehen die folgenden Beziehungen: 

Satz A. Es gibt zu jedem (speziellen) k-fachen Punkte x= (a,=1, «,, ...,%n) 
von C genau r (inédquivalente) zugehdrige Zweige, wenn a bei einer biratio- 
nalen Abbildung von C auf eine singularitdtenfreie Kurve auf r verschiedene 
Punkte abgebildet ist. Es ist also laiior=<k. 

Beweis: Man braucht den Satz nur fiir den Fall einer singulari- 
tiitenfreien Kurve zu beweisen, der allgemeine Fall folgt dann unmittelbar 
daraus, wenn man die gegebene Kurve auf eine singularitatenfreie Kurve 
birational abbildet. Denn der zugehérige Punkt des Bildzweiges ist ein 
Bildpunkt des zugehérigen Punktes des Urzweiges, da diese beiden 
Punkte eine relationstreue Spezialisierung der beiden Zweige bilden. Haben 
die r Bildpunkte von « r zugehérige Zweige, so sind die Bilder dieser Zweige 
bei der inversen Abbildung r verschiedene zugehérige Zweige von «. 

C sei nun eine singularitétenfreie Kurve. Die Projektion von C auf 
die (z,, z,, Z,)-Ebene sei durch die Kurve /(z,, z,,2,) gegeben. Durch 
eine geeignete Koordinatentransformation (mit Koeffizienten aus 2) kénnen 
wir erreichen, da8 1. die Projektion auf die (z,, x,, 2,)-Ebene eine: bi- 
rationale Abbildung ist, und 2. ote AF) fiir z, = a,, Z, = a,,%, = @, 
nicht verschwindet. Die durch die Projektion definierte birationale Ab- 
bildung sei: 

Hg 3M,2 0 005 Me 
= Ly p(X, Ly, Ly): Ly p(Ly, L,, Lp): Ly P(X, ZH, Ly) 
> Pg (Lor Ly, Ly): «++? Pn (Lo, Ly, Ly): 
Dann la8t sich in bekannter Weise zeigen, daB 
&, = 1, 
&,=a,+1, 


é, of 


ay + S'C,4! = ® +(—55 GL) t+ sees 
= 9 (Fo, fi» &,)/v (&, §,, &s) (s = 3,..., ) 
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ein zu « zugehdriger Zweig von C ist. — Es sei nun &) = (1, &”,...,&) 
irgendein zu a zugehdriger Zweig von C. Setzt man o = &) — gq, 
=at+..., so folgt aus f(&, &, &) = f(l,a,+o,&) =0 und 
ED p (EM, &), &) = 9, (>, gw, €)), daB 


&) = 1, 
& = u, +4, 
zr . m af | af 
wnat Sotmat (3/38) ot 
1 
ED =p, (EM, BD, EM/p (EM, EM, EM) (i = 3,...,m). 


Da &” ein Zweig ist, so ist a + 0 wegen der Bedingung in der Definition 
eines Zweiges. Daraus folgt, daB &* zu & adquivalent ist. 

Satz B. &, &@,..., & seien die r zugehdrigen Zweige von « in 
reduzierter Form. Eine Hyperjliche F,(u, x) schneidet die Kurve C in « 


dann und nur dann s-fach, wenn 7 F,(u, &) durch t* teilbar ist. 
i=1 
Beweis: C sei durch die birationale Abbildung 


Yor Yr +++? Ye = Po(Z): YP, (Z): ---2 Me(z) 
auf die singularitaétenfreie Kurve C’ in S, abgebildet. G(u, v) sei die in 
§ 2 fiir F,(u, z) und F,(v, x) definierte Form. Setzt man nun F,(v, z) 
= LA, 9;(z), so geht G(u, v) in H(u, A) = H (u) H* (u, A) tiber, wo H (u) 
und’ H* (u, A) Shnliche Bedeutungen haben wie T(v) und T*(A, v) in §3 
Dann ist 


H*(u,4)= IT F,(u, 0% = I (24,00), 
i=1 i=1 j=0 


wo (OM, O®, ..., O@)) die allgemeine Punktgruppe von 2A; ¢;(z), also 
das Bild (auf C) der Schnittpunktgruppe von C’ mit der allgemeinen 
Hyperebene YA,y, ist, und (w™, wm®,...,@) das Bild (auf ©’) der 
Schnittpunktgruppe von C mit der allgemeinen Hyperfliche F,(u, x) ist. 
Die Schnittpunktgruppe von F,(u, z) mit C sei (a, «®,..., a), wobei 
a =... =a =a sein mégen. Das Bild dieser Punktgruppe auf C’ sei 
(B™, B®, ..., B@), wobei BO = ... = POD = y™, Pert YD = .,, = Herter = yf, 


Spa? + Frage s = ay +... Ap) 
e*) =z 


=y) (3; = 38) sein 
1 


mégen. Die Koordinaten in S,, seien (durch Koordinatentransformation 
mit Koeffizienten aus 2) so gewahlt; 1. daB die Hyperebenen yy, — y{y,, 
YP y, — YP yo, --- YY, —YPy, mit C’ nur einfache Schnittpunkte haben, 
2. daB fiir jeden dieser Schnittpunkte die in dem Beweise von Satz A 
fiir « aufgestellten Bedingungen gelten, 3. daB PO BY + POBY ist fiir 
B® + p9. Dann hat die Hyperebene 2O{?y; = yy, — (y+ 1) y, 
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mit C’ genau g’ verschiedene Zweige von C’ als Schnittpunkte. Die Bilder 
dieser Zweige auf C seien &) = f9, &4%, ..., &49, wir haben dann 


H* (u, ®) = IT F, (u, &9) = Wi (IPO wm), 
j=1 A=1 dj j 


Da H*(u,®) nicht durch + teilbar ist, kénnen wir die §“/ in redu- 
zierter Form nehmen. Spezialisieren wir nun endlich u — 4, so haben wir 


g’ ¢ 
H*(u,%)= JT F,(u, &%") = WT (7 BY — YP BY — Bt) 
j=1 h=1 
oder 


F,(u, £) Tf F,(u, 869) =e TT (yf B — op» — Bora). 
j=e 


pM) = yO 


Da Wi Fi (wu, EP) und JJ (yp — yOB — Bz) nicht durch rt teil- 
j=? ar) +. 


bar sind, so ist F,(u, &) durch + teilbar, mithin ist Ul F, (u, &) 
durch t* teilbar. pa 

Nach diesen beiden Sitzen ist es klar, daB alles, was wir bisher fiir 
die (speziellen) Punkte bewiesen haben, auch fiir die Zweige gilt, wenn 
wir die Schnittvielfachheit einer beliebigen Hyperfliche F(u, z) mit C in 
einem Zweige & so definieren: F(u, x) schneidet C in ¢ s-fach, wenn 
F (u, &) durch t* teilbar ist. Der Zweigbegriff ist also eine Verfeinerung 
des Punktbegriffes und ist offenbar birational invariant. Der Satz auf 
8. 671 bedarf nun kaum eines Beweises und gilt fiir beliebige Kurven. Da 
wir im folgenden (auBer am SchluB von § 7) ausschlieBlich mit Zweigen 
zu tun haben, so werden wir dem iiblichen Sprachgebrauch gemiaB die 
Zweige wiederum Punkte nennen. 

Definition. Zwei Punktgruppen P, Q der Ordnung n heifen 
dquivalent, 

P=Q, 

wenn sie beide in einer linearen Schar der Ordnung n enthalten sind. 

Satz. Aus P=Q,Q=R folgt P= R. 

Dieser Satz ist in dem folgenden enthalten: 

Satz. Wenn zwei lineare Scharen Gj,, ©}, eine gemeinsame Punkt- 
gruppe haben, so gibt es eine lineare Schar G,, die sie beide enthiilt. 


Beweis. ©), bzw. © seien durch SAF, bzw. E u,G, erzeugt, 
0 0 
die weggelassenen festen Punktgruppen seien A bzw. B, die den beiden 


gemeinsame Punktgruppe P sei (auBer A bzw. B) durch F, bzw. G@, aus- 
geschnitten. Das System 


eF, G.+ u,6,F, +... + 1,6,F, +4, F,G, +... +4 F,G, 
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schneidet die Kurve in der festen Punktgruppe 4+ B+ P. LaBt man 
diese feste Punktgruppe weg, so erzeugt es eine Schar der Ordnung n, 
die, wie man leicht einsieht, die beiden Scharen Gj, und Gj, enthilt. 

Es folgt aus diesem Satz, daB es zu jeder Punktgruppe P, eine 
groBte lineare Schar der Ordnung » gibt, die F, enthalt. Diese Schar 
nennen wir die durch P,, bestimmte Vollschar | P,|. Ist P,, in keiner linearen 
Schar enthalten, so sagen wir, die Vollschar | P,| habe die Dimension 0. 

Es gilt: 1. Aus P=Q folgt P+ A=Q-+ A, wo A eine beliebige 
Punktgruppe ist. Denn man kann eine beliebige durch A gehende Hyper- 
flache dem erzeugenden System der P,Q enthaltenden Schar hinzufiigen 
und die tibrigen Schnittpunkte dieser Hyperfliche mit C aus der Schar 
weglassen. 2. Aus P=Q, A=B folgs P+A=Q+B. Denn 
P+A=Q+A=Q+ 8B. Die hiernach durch | P|, | A| eindeutig be- 
stimmte Vollschar | P+ A| nennen wir die Summe von | P| und | A}. 
3. Der Rest einer Vollschar | P + A| in bezug auf A ist die Vollschar | P|, 
Enthielte nimlich | P| eine nicht in dem Rest liegende Punktgruppe Q, 
dann wiirde die Schaar | P| + A eine nicht in | P + A| liegende Punkt- 
gruppe Q+ A enthalten. Das ist aber absurd, denn | P+ A| ist eine 
Vollschar und mu daher | P| + A enthalten. 4. Ist A = B, so ist der 
Rest von |P+ A| in bezug auf B auch gleich |P|. Denn aus 
P+ B=P+A folgt |P+ B\)={P-+A|. Wir kénnen also sagen: 
| P| ist der Rest von | P+ A| in bezug auf | A}. 


§ 6. 
Der Riemann-Rochsche Satz. 


Bevor wir die folgenden Sitze beweisen, die zu dem Ziel unserer 
Untersuchungen, dem Riemann-Rochschen Satz, fiihren, sei hier gleich 
bemerkt, daB wir uns bei dem Beweise auf den Fall eines algebraisch- 
abgeschlossenen Kérpers beschrinken kénnen. Denn es handelt sich hier 
lediglich um Beziehungen zwischen den Ordnungen und den Dimensionen 
der Volischaren auf C. Ist nimlich K nicht schon algebraisch-abgeschlossen, 
dann gehen wir zu seiner algebraisch-abgeschlossenen Hiille Q iiber. Gelten 
die folgenden Satze fiir die 2-Vollscharen, so gelten sie natiirlich ins- 
besondere auch fiir K-Vollscharen. Es bleibt also nur zu zeigen, daB 
die durch eine K-Punktgruppe P in bezug auf Q bestimmte Q-Vollschar 
© =| P| auch eine K-Vollschar ist. Das ist aber unmittelbar klar. Denn 
alle Konjugierten von | P| miissen auch die K-Punktgruppe P enthalten 
und sind daher der Vollschar © = |P| gleich. TD raus folgt nach dem 
Hilfssatz am SchluB von § 4, da®B G eine K-Vollschar ist. Ebenso ist 
die kanonische Schar G{,—. eine K-Schar, di. sie nach Satz 6 die einzige 
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Schar der Ordnung 2g — 2 und der Dimension g,— 1 ist und daher mit 
ihren Konjugierten tibereinstimmen muB. 

Definition. Das Geschlecht einer irreduziblen Kurve C ist die 
kleinste Zahl g derari, daB jede Vollschar der Ordnung >g auf C die 
Dimension > 1 hat. 

DaB es eine solche Zahl gibt, sieht man so: C sei durch eine ebene 
Kurve vom Grade m dargestellt. Die Gesamtheit aller Kurven vom Grade 
k =m-+A(A => 0) schneidet auf C eine lineare Schar G{,, der Ordnung 
km und der Dimension 

k(k+3) (k—m)(k—m-+ 3) 
eh 2 iy 





1=(t)+4 
aus. P sei eine beliebige Punktgguppe der Ordnung (3) + A, dann enthilt 6, 
eine Punktgruppe P+Q, wo Q die Ordnung km — (3) —Ahat. Der 


Rest von ©j,, in bezug auf Q ist eine P enthaltende lineare Schar und 
hat die Dimension 


r>e—km+(3)+4=m+s4-1]S1 


Folglich hat um so mehr die Vollschar | P| die Dimension > 1. 

Satz 1. Eine Vollschar der Ordnung n hat die Dimension r > n — g 

Beweis: Der Rest in bezug auf einen nicht festen Punkt ist eine 
Vollschar der Ordnung » — 1 und der Dimension r—1. Nach r-maliger 
Anwendung solcher Restbildung haben wir dann eine Vollschar der Ordnung 
nm — r und der Dimension 0. Daraus folgt, daB n —r < g oder r>n — g. 

Satz 2. Es gibt fiir jedes k > 0 Vollscharen der Ordnung n = 9+ k 
und der Dimension k. 

Beweis: Hatten alle Vollscharen der Ordnung n=qg+k die 
Dimension > k + 1, so wiirde die durch eine beliebige P, und eine Q, 
definierte Vollschar | P, + Q,| auch die Dimension > k+ 1 haben. Dann 
wiirde der Rest von | P, + Q,| in bezug auf Q,, d. h. die Vollschar | P,|, 
die Dimension > 1 haben, gegen die Definition von g. 

Definition. Fine Vollschar G, heiBt speziell, wenn r > n—gQ 
ist. Alle Vollscharen der Ordnung n < g sind offenbar speziell. Dagegen 
gibt es nach Satz 2 nicht spezielle Vollscharen fiir jede Ordnung »n > g. 

Satz 3. Jede Vollschar der Dimension r > g ist nicht speziell. 

Beweis: Ware sie speziell, so wirde sie die Ordnung n<1r+g 
haben. Der Rest in bezug auf eine nicht spezielle P, sei |Q,—,|. Dann 
wiirde der Rest der Schar in bezug auf Q,—,, d. h. die Vollschar | P,| 
eine Dimension > r — n+ g > 1 haben, also wire P, doch speziell. 

Im Fall g = 0 oder g = 1 ist jede Vollschar nicht speziell, es gilt 
also fiir jede Vollschar die Beziehung r = n —g. Wir haben dann nichts 
mehr zu beweisen. Wir werden also im folgenden annehmen, daB g > | ist. 
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Satz 4. (Existenzsatz.) Es gibt eine lineare Schar G27... 

Beweis: Wir werden diesen Existenzsatz erst im nichsten Para- 
graphen beweisen. 

Es folgt zunichst: 1. G%7", ist eine Vollschar. Denn jede Voll- 
schar der Dimension r > g ist nicht speziell, muB daher die Ordnung 
n> 2g haben. 2. 6§,-*, ist speziell, da g—1>2g—2—g=—g-—2 
ist. 3. Jede in G{7*, enthaltene Vollschar ist speziell. Dies gilt in der 
Tat fiir jede beliebige spezielle Vollschar ©. Denn eine Teilvollschar der 
Ordnung & entsteht dadurch, daB man den Rest in bezug auf eine 
gewisse P,, _, bildet, und hat daher die Dimension > r—n+k>k—g, 
ist also speziell. 

Satz 5. (Reduktionssatz.) Es s@ P+ Q eine Punktgruppe von 
G35. und O ein nicht in Q vorkommender Punkt. Dann ist O ein fester 
Punkt von | P +0}. 

Beweis: |P+Q+0| ist von der Ordnung 2g — 1, mithin nicht 
speziell, mithin von der Dimension g—1. Also ist O ein fester Punkt 
von |P+Q-+0|, mithin auch ein fester Punkt von |P+0O|, da er der 
Rest von |P+Q+0| in bezug auf die O nicht enthaltende Punkt- 
gruppe Q ist. 

Satz 6. Jede speziclle Vollschar ist in ©25—, enthalten. 

Beweis: Dies gilt offenbar fiir spezielle Vollscharen der Dimension 
r = 0, also der Ordnung n < g—1, da $5", die Dimension g — 1 hat. 
Es sei der Satz fiir spezielle Vollscharen der Dimension r — 1 schon be- 
wiesen. Der Rest ©,—; einer speziellen Vollschar G), in bezug auf einen 
nicht festen Punkt O ist also in Gi5—s enthalten. Alle durch eine 
Gruppe von ©;,—; gehenden Gruppen von 67", miissen aber 0 ent- 
halten, sonst wiirde O nach Satz 5 ein fester Punkt von G, sein, gegen 
die Voraussetzung. Das bedeutet aber, daB 6,—; +0 = 6’ in Gi5-s 
enthalten ist. 

Nach Satz 6 kann es offenbar nur eine einzige 6272 geben. Diese 
©{,—»2 nennen wir die kanonische Schar von C. Ist der Rest von 637’, 
in bezug auf eine spezielle Vollschar ©}, von der Dimension i—1, so 
heiBt i der Spezialitétsindex von ©). Nicht spezielle Vollscharen sollen 
den Spezialitaétsindex 1 = 0 haben. 

Satz 7. (Riemann-Rochscher Satz.) Fiir eine Vollschar Gj, 
vom Spezialitatsindes i gilt: 


r=n—g+i. 


Beweis: Der Satz gilt offenbar fir i= 0. Es sei der Satz fiir 
i—1 schon bewiesen. Der Rest von G{>", in bezug auf eine Voll- 
schar ©, vom Spezialititsindex i hat die Dimension i—1. O sei ein 
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nicht zu den festen Punkten dieses Restes gehériger Punkt, dann hat 
die Vollschar ©, +0 der Ordnung n+ 1 und der Dimension r (Satz 5) 
den Spezialitatsindex i—1. Daraus folgt, dab r=n+1—g+i-—1 
=n—g+i. 


§ 7. 
Der Beweis des Existenzsatzes. 


Wir werden jetzt den im letzten Paragraphen angenommenen Satz be- 
weisen, daB es eine lineare Schar G37", gibt. Zunichst werden wir 
zeigen, da es eine zu dem Zweck besonders geeignete Darstellung der 
Kurve C gibt: eine ebene Kurve mit nur gewéhnlichen Doppelpunkten 
(d.h. Doppelpunkten mit zwei verschiedenen Tangenten). Dazu bedienen wir 
uns der Projektion. Wir nehmen zuerst eine Vollschar G;,, von der 
Dimension r > g + 3, die natiirlich einfach ist und daher eine Darstellung 
der Kurve C in S, erzeugt. Diese Darstellung C besitzt keine Singulari- 
taiten (da es keine Schar der Dimension r—1 > g + 2 und der Ordnung 
=1r+9-—2 gibt), keine dreifachen Sehnen (da es keine Schar der 
Dimension *— 2 >g+1 und der Ordnung =< r+g —3 gibt), keine 
Paare in einer Ebene liegender Tangenten, und keine Paare aufSerhalb C 
schneidender Sehnen (da es keine Schar der Dimension r — 3 > g und 
der Ordnung = r +g — 4 gibt). Die durch die Gesamtheit aller Sehnen 
von C erzeugte Mannigfaltigkeit N hat den allgemeinen Punkt 1 = 2£+2'¢’, 
wo &,£’ zwei voneinander unabhingige allgemeine Punkte von C sind. 
Sie ist daher von der Dimension < 3. Die Gesamtheit der Tangenten 
von C bildet eine Mannigfaltigkeit N’, die offenbar von der Dimension 
<2 ist. Nehmen wir nun einen S,_;, der mit N nur endlichviele 
Schnittpunkte, mit N’ und der Kurve C aber keinen Schnittpunkt hat, 
was gewiB méglich ist, und bilden die durch das System aller durch S,_ ; 
gehenden Hyperebenen auf C erzeugte lineare Schar G*, dann definiert 6* 
eine birationale Abbildung, die die erwiinschte ebene Kurve liefert. Da N 
nur endlichviele Schnittpunkte mit S,_, hat und da diese Punkte nicht 
auf C liegen, also nicht Schnittpunkte von zwei Sehnen sind, so ist es 
klar, da8 die durch einen allgemeinen Punkt von C gehenden Punkt- 
gruppen von ©* keinen weiteren Schnittpunkt mit C gemeinsam haben 
kénnen. Also ist die Abbildung birational. Da® die Bildkurve D nur 
Doppelpunkte besitzt, sieht man so. Den Schnittpunktgruppen von D 
mit den Geraden des durch einen Punkt 6 von D gehenden Biischels ent- 
sprechen die Schnittpunktgruppen einer 1-dimensionalen Teilschar 6' von 6’, 
die von einem durch einen aus S,_, und einem gewissen Punkt von C 
gebildeten S,_, gehenden Biischel von Hyperebenen auf C ausgeschnitten 


wird. Da C keine dreifachen Sehnen besitzt, kann ein solches Biischel 
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nicht mehr als zwei feste Schnittpunkte mit C haben. Mithin hat G' 
nicht mehr als zwei feste Punkte, und daraus folgt (§ 4), daB 6 héchstens 
ein Doppelpunkt ist. Ebenso leicht iiberzeugt man sich, daB, da C keine 
Paare in einer Ebene liegender Ta .genten besitzt und da S,_,; sich mit N’ 
nicht schneidet, es in jeder der endlichvielen ©' (entsprechend den end- 
lichvielen Schnittpunkten von N mit S,_,), die zwei feste Punkte be- 
sitzen, zwei verschiedene Punktgruppen gibt, in denen einer der beiden 
festen Punkte mehrfach auftritt. Das bedeutet, daB die Doppelpunkte 
von D alle zwei verschiedene Tangenten haben. 

Die ebene Kurve D sei vom Grade m und besitze die d Doppel- 
punkte 6, ..., 5. Die Gesamtheit der durch die 6 gehenden Kurven 
vom Grade k (der adjungierten Kurven vom Grade k) schneidet D 
auBer in einer festen Punktgruppe, in der jeder 6 zweifach auftritt, 
noch in einer linearen Schar Gt (der k-ten adjungierten Schar) der Ord- 
nung ® = mk —2d und der Dimension 





ry = EE+ _(E—mE—mt9 
=n, —g (k > m,d+ 1), 
k(k+3 
r, = HET) (k < m), 


g’ =f) ie-5 ie 

ist. Da fiir hinreichend groBe k r, < m—g ist, so ist g >g >1 
(unsere Annahme). Fir k = m— 3 haben wir 

n= 2 g — 2, 

r= 9 —1. 
Wenn wir zeigen kénnen, daB g’ = g ist, so haben wir hier schon eine 
G,,—», deren Dimension > g—1, also = g— 1 ist®™). Im folgenden 
werden wir die Gleichheit von g und g’ dadurch beweisen, da8 wir zeigen, 
daB die oben definierten Scharen ©, fiir geniigend groBe k Vollscharen 
sind. 

Gi—2 ° sei eine Vollschar der Ordnung > 2g, |P,,| sei die von 
der Gesamtheit aller Geraden erzeugte Schar. Der Rest der nicht 
speziellen Vollschar |P,,+ Gi—m °| = G,* in bezug auf |P,,| ist die 
nicht spezielle Vollschar G,—% °, aus |P,,| folgen also m unabhingige Be- 
dingungen fiir 6," *. Nun laBt sich G.~°, wie jede Vollschar iiberhaupt, 


22) Denn eine Schar der Dimension > g — 1 ist nicht speziell und hat folglich 
die Ordnung = 2g. 
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als der Rest einer adjungierten Schar ©,) in bezug auf eine Punkt- 
gruppe K darstellen. Da der Rest von G,)+! (i > 0) in bezug auf K 
die Schar ©,~* enthilt, so legt |P,,| natiirlich auch diesem Rest m 
unabhangige Bedingungen auf. Daraus folgt durch e-malige Anwendung, daB 


e|P,,| dem Rest von @G,;*+¢ in bezug auf Kem unabhingige Bedin- 


"hre 
gungen auferlegt. Da ©, +¢ c |Gz} + ¢ P| ist, so ist der Rest von G,'+¢ 
in bezug auf K +-e|P,,| die Vollschar G)~’, also ist der Rest von G'+¢ 


"hie 
in bezug auf K eine Vollschar 6); ?,,°". Wenn wir nun beweisen kénnen, 


daB K der ©,"+<¢ fiir geniigend groBe e genau k (die Ordnung von K) unab- 
hiangige Bedingungen auferlegt, dann hat @,**¢ die Ordnung n + em-+k 
und die Dimension n + em-+ k—g und ist also eine Vollschar. 

Wir haben also zu zeigen, dab K der GF} (fiir geniigend groBe h) k un- 
abhangige Bedingungen auferlegt. Dazu geniigt es zu zeigen, daB es eine ad- 
jungierte Kurve vom Grade A gibt, die, auBer in der festen Punktgruppe G 
der Ordnung 2d (die aus der Adjungiertheit entsteht), die Kurve D ge- 
nau in einer beliebigen in K enthaltenen-Punktgruppe K’ und einer mit K 
punktfremden Gruppe H schneidet. Wir kénnen uns dabei auf den Fall 
beschrinken, wo K’ aus einem k’-fach zu zahlenden Punkte besteht, der 


dem Zweige §: &, = 1, &£ = a+, & =6+ EB, t', zugeordnet ist; der 
1 


allgemeine Fall 148t sich leicht darauf zuriickfiihren. Nun schneidet eine 
allgemeine k’-fach durch § gehende adjungierte Kurve vom Grade h die 
Kurve D (auBer in G) genau k'-fach in € und in keinem anderen nicht zu 
dem zugehérigen Punkte (1, «, 8) von § zugehérigen Zweig von K. Denn 
dies gilt fiir die adjungierte Kurve vom Grade h, die aus k’ allgemeinen 
durch (1, «, 8) gehenden Geraden, d allgemeinen durch die d Doppel- 
punkte gehenden Geraden, und h — k’ — d allgemeinen Geraden besteht, 
Sie schneidet aber auch (auBer in G) den anderen zu (1, a, 8) gehérigen 
Zweig (falls (1, «, 8) ein Doppelpunkt ist) nicht, denn das gilt fiir die ad- 
jungierte Kurve vom Grade h, die aus der Kurve 


k’ 
2,25" — xB. (z, — «2,)' ag—*, 


d —1 allgemeinen durch die iibrigen d — 1 Doppelpunkte gehenden Ge- 
raden und h — k’ —d+ 1 allgemeinen Geraden besteht. Damit ist alles 
bewiesen. 
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Zur algebraischen Geometrie. XI. 


Projektive und birationale Aquivalenz und Moduln 
von ebenen Kurven. 


Von 
B. L. van der Waerden in Leipzig. 





Man miéchte meinen, daB die projektive Aquivalenz von zwei ebenen 
irreduziblen Kurven n-ter Ordnung eine algebraische Eigenschaft sei, die 
sich durch algebraische Gleichungen in den Koordinaten (Koeffizienten) 
der Kurven ausdriickt. Dem ist aber nicht so. In §1 bestimmen wir 
die kleinste algebraische Mannigfaltigkeit von Kurvenpaaren, welche alle 
projektiv aquivalenten Paare umfaBt. Diese Mannigfaltigkeit ist irre- 
duzibel und ihr allgemeines Element ist ein projektiv aquivalentes Kurven- 
paar; aber es gibt auch Kurvenpaare in der Mannigfaltigkeit, die zwar 
Grenzfille von projektiv aquivalenten Kurvenpaaren, aber selbst nicht 
projektiv aquivalent sind. Alle solche ,,uneigentlich projektiven“ Kurven- 
paare werden durch Satz 1 gegeben. Z. B. sind alle Kurven vierter Ordnung 
mit einem Beriihrungsknoten untereinander uneigentlich projektiv, aber 
sie sind noch nicht einmal birational ineinander transformierbar. 

Aus dieser letzten Bemerkung folgt, da8 auch die birationale Aqui- 
valenz von zwei Kurven keine algebraische Eigenschaft dieser Kurven ist. 
Daraus ergibt sich eine wesentliche Schwierigkeit fiir die Frage der 
»»Moduln“, d.h. der Konstanten, von denen eine Klasse birational aqui- 
valenter Kurven abhangt. 

In einem Gespriich, das den Anla® zu der vorliegenden Untersuchung 
bildete, formulierte M. Deuring die Frage nach den Moduln so: Gibt es 
eine algebraische Korrespondenz, welche jeder ebenen Kurve vom Ge- 
schlechte p einen Punkt einer (3p — 3 +- 0,)-dimensionalen (9, = 3, 0, = 1, 
0, = 0 fiir p > 1) ,,Modulmannigfaltigkeit“ zuordnet, derart, daB zwei 
Kurven genau dann der gleiche Punkt zugeordnet wird, wenn sie birational 
fiquivalent sind? Diese Frage mu8 jetzt verneint werden, denn wenn es 
eine Korrespondenz der verlangten Art gibe, und wenn sie auch nur 
stetig (nicht einmal algebraisch) wire, so wiirden zwei Kurven, die sich 
als Grenzfille von birational aquivalenten Kurven darstellen lassen, die 
gleiche Moduln haben und daher selber birational aquivalent sein miissen. 

Wir werden aber in §3 zeigen, daB die Frage nach den Moduln be- 
jaht werden kann, falls man sich auf Kurven von geniigend hohem Grad 
44% 
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mit nur gewohnlichen Knotenpunkten beschrankt. Fiir diese ,,reguliren 
Kurven“ gibt es eine rationale Abbildung von der obigen Art auf eine 
Modulmannigfaltigkeit von der Dimension 3 p — 3 + @,. 

Zu diesem Ergebnis fiihrt ein etwas miihsamer Weg, bei dem 
die Satze des § 1 iiber projektive Aquivalenz wesentlich gebraucht werden. 
In § 2 wird zuniichst in Anlehnung an Severi') bewiesen, daB die Kurven 
mit einer gegébenen Anzahl von Knotenpunkten sich auf endlich viele irre- 
duzible Mannigfaltigkeiten von der Dimension 3” + p — 1 verteilen, und 
daB die zu einer gegebenen Kurve birational aquivalenten Kurven einer 
irreduziblen Mannigfaltigkeit von der Dimension 3n — 2+ 2 angehéren. 
In §3 wird die kleinste algebraische Mannigfaltigkeit untersucht, welche 
alle birational aquivalenten Kurvenpaare umfaBt, und es wird gezeigt, 
daB die reguldren Kurvenpaare dieser Mannigfaltigkeit auch wirklich bira- 
tional dquivalent sind. Zieht man dann noch die Sitze aus ZAGIX?*) 
iiber algebraische Systeme von algebraischen Mannigfaltigkeiten heran, so 
folgt schlieBlich (§ 4), da®B die Gesamtheit der reguliren Kurven vom 
Geschlechte p mit einem algebraischen System von algebraischen Mannig- 
faltigkeiten, deren jede pur birational aquivalente Kurven enthilt, ein- 
fach iiberdeckt werden kann, und daB diese Mannigfaltigkeiten sich auf 
Punkte einer Bildmannigfaltigkeit von der Dimension 3p — 3+ 9, ein- 
eindeutig abbilden lassen. 

§ 1. 
Projektive Aquivalenz von ebenen Kurven. 

Die ebenen Kurven n-ter Ordnung I bilden einen projektiven Raum S,, 
r= }n(n-+ 3). Die Paare (J, 4) von ebenen Kurven n-ter Ordnung 
bilden einen zweifach projektiven Raum S,,. Ist I” eine allgemeine 
Kurve (mit unbestimmten Koeffizienten) und 4 die allgemeinste projektiv 
transformierte Kurve von J’, so hangt das Paar (I, 4) von r+8 
wesentlichen Parametern ab. Das Paar (J, 4) ist also das allgemeine 
Element einer irreduziblen Mannigfaltigkeit M$ der Dimension r+ 8. Zu 
M gehéren alle Paare von projektiv aquivalenten Kurven, da sie alle durch 
Parameterspezialisierung aus dem allgemeinen Paar (J', 4) hervorgehen. 
Zu M gehéren aber, wie wir sehen werden, noch andere Kurvenpaare, 
die wir uneigentlich projektive Kurvenpaare nennen. Wir wollen diese alle 
bestimmen. 

Hilfssatz. Jeder Punkt einer irreduziblen Mannigfaltigkeit M kann 
mit einem allgemeinen Punkt & der Mannigfaltigkeit durch eine irreduzible, 
auf M verlaufende Kurve verbunden werden. 


1) F. Severi-E. Léffler, Vorlesungen iiber algebraische Geometrie, Leipzig 1921, 
Anhang F. 
2) W.-L. Chow und B. L. van der Waerden, Math. Annalen 1138 (1936), S. 692—704. 
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Beweis. Wir kénnen M als g-dimensionale Mannigfaltigkeit im 
affinen Raum A, annehmen. Nach einer Koordinatentransformation kénnen 
wir annehmen, da®B &,,,,...,&, ganze algebraische Funktionen von 
&,,...,&, sind. Sind dann z, u,.,,..-, u, Unbestimmte, so ist 


N (2 — tg 4.1941 — --- — Unga) = F(z, Ugtis+s++) Un» qt+1s-es €a) 


ein P olynom in z, dessen Faktorzerlegung nicht nur fiir allgemeine £,,..., &, 
sondern auch fiir alle speziellen Werte dieser GréBen die zugehérigen 
Punkte von M liefert*). Ist nun (y,,..., %) irgend ein Punkt der: 
Mannigfaltigkeit und setzt man fiir 7 = 1,...,¢ 


&; = nj + 0;A, 
wobei v; und 4 neue Unbestimmte sind, so werden in der Faktorzerlegung 
F(z, Ug 41,5 see Uns ee = TT (e — Wen. 8e1- wee Uy Se ) 


alle €; algebraische Funktionen von @. 

Mindestens ein Faktor von F nimmt den Wert z — uy + 1%) 41 —--- — Un Mn 
fiir 2 =O an, also durchlauft mindestens ein Punkt £” bei variablem A 
eine algebraische Kurve, die den Punkt 7 enthilt. Fiir 2 = 1 aber ist &” 
ein allgemeiner Punkt der Mannigfaltigkeit, da die v; unabhiingige Un- 
bestimmte sind. Dasselbe gilt iibrigens fiir jeden von 0 verschiedenen 
konstanten Wert von A, sowie auch fiir unbestimmte 4. Damit ist der 
Hilfssatz bewiesen. 

Die Koordinaten eines Punktes einer algebraischen Kurve lassen sich 
in der Umgebung einer jeden Stelle in Potenzreihen nach einer Orts- 
uniformisierenden entwickeln. Aus dem Hilfssatz folgt also, daB es zu 
jedem Punkte 7 einer algebraischen Mannigfaltigkeit einen allgemeinen 
Punkt é derselben Mannigfaltigkeit gibt, dessen Koordinaten Potenzreihen 
in einer Verianderlichen ¢ sind, die fiir ¢ = 0 in die Koordinaten von 7 
iibergehen. 

Dieses Ergebnis wenden wir nun zur Bestimmung der Kurvenpaare 
unserer Mannigfaltigkeit IM an. Es seien also J" (t) und 22 (t) zwei Kurven, 
deren Koordinaten Potenzreihen in ¢ sind, und die durch eine projektive 
Transformation T(t) ineinander iibergehen. Fir ¢ = 0 mégen J'(t) und 
Q(t) in zwei Kurven I’ und Q iibergehen, die wir untersuchen wollen. 

Die Matrixelemente der projektiven Transformation T(t), die J’ (t) 
in Q(t) iiberfiibrt, sind natiirlich algebraische Funktionen von ¢ und kénnen 
daher (eventuell nach Wahl einer neuen Ortsuniformisierenden ¢) auch 
als Potenzreihen in ¢ angenommen werden. Wir bezeichnen die Matrix 
ebenfalls mit 7'(t). Bekanntlich la8t sich eine solche Matrix durch Multi- 


8) B. L. van der Waerden, ZAG III, Math. Annalen 108 (1933), S. 696. 
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plikation von vorn urd hinten mit zwei Matrizes, die fiir t = 0 regular 
bleiben, auf Diagonalform bringen‘) 


/a, 0 O 
QQ THP= (0 a, 0}. 
0 0 a, 


Dabei kénnen «,, «,, «, sogar als Potenzen von ¢ angenommen werden: 


% = a. 
a, =t-*, 
a, = t-*. 


Statt der Kurven J'(t) und Q(t) kénnen wir ebensogut die Kurven 
P-'I'(t) und Q-' Q(t) betrachten, welche zu J'(¢t) und Q(t) auch fiir 
t = 0 projektiv aquivalent sind. Diese neuen Kurven P~'J'(t) und 
Q-' Q(t) gehen durch die Transformation Q-' T (t) P oder 


a = t-¢z,, 
@, = t-*2,, 
% = t-*a, 


auseinander hervor. Die definierenden Formen dieser Kurven seien 


i= 24; 41% ay ta 


k 


i l gitok+tl 
he = Lye ZZ yt 


Der Ubergang t > 0 wird so gemacht, da8 aus /, und hy, die niedrigste 
wirklich vorkommende Potenz von ¢ als Faktor abgespalten und dann 
(im anderen Faktor) t = 0 gesetzt wird. Es bleiben also nur die 
niedrigsten Potenzen iibrig. Die so entstandenen Formen seien /, und h,; 
sie definieren (bis auf zwei eigentliche projektive Transformationen P 
und Q) die gesuchten Kurven I’ und 2. 

Das Anfangsglied in a,,, sei az:f°**'. Wir kénnen voraussetzen, 
indem wir ndétigenfalls /, durch t-“f, ersetzen, daB alle 6,,,; > 0, und 
da8 einige b;,, = 0 sind. Fiir die Kurve J’ sind dann nur die Glieder 
mit 6;,; = 0 von Interesse. Weiter sei w so gewahlt, dab 


alle b::+e0i+ok+rtl>o, einige = w 
sind. Fiir die Kurve Q sind nur die Glieder mit 


ber tet+ok+tl=a@ 
von Interesse. 


*) Vgl. etwa B. L. v. d. Waerden, Moderne Algebra II, § 106. 

















Zur algebraischen Geometrie. XI. 687 


Wir haben also drei Arten von interessanten Koeffizienten )},;;: 
1. die mit bn, = 0, birt ei+ok+rtl—w>QO, 
2. die mit bs; = 0, Duar + oitok+tl—-w=0, 
3. die mit bin, > 0, ber tetit+ok+tl—ow= 0. 


Fiir die Glieder unter 1. gilt 


(1) ei+ok+rl—w>Q0O, 
fiir die unter 2. 
(2) oitok+rl—ow=0, 
fiir die unter 3. 
(3) oi+ok+tl—-ow<0. 


Wir lassen nun die Glieder mit héheren Exponenten von ¢, die auf 
/, und h, keinen Einflu8 haben, aus f, und h, einfach fort. Verstehen 
wir unter X, Y, Y Summen iiber alle i, k, 1, welche die Bedingungen 


Mm @® ®& 


(1) bzw. (2) bzw. (3) erfiillen, so bleiben folgende Formen iibrig: 


i kl i kl —ei—ok—rl+m ¢ bk 1 
fe = 2 Gans Lo i Za + Xi cgnr Zo i Ma + 2X M%xrt © Ly Ly Le 
a (a) (3) 


(4) “ 
hy = (Danser * a i t+ Eons 2 2s 
1 2 
» 5 
+ 2 een % 21 Ma) O°, 
(3 
kl 
fo = Z cin to Xi e+ D Gin, 224 Ze 
(5) (1) (2) 


| Go = ZX aur 2% 2+ ZF agus XH 2 2- 

(2) (3) 

Die Formel (5) gibt in expliziter Form alle uneigentlich-projektiven 
Formenpaare f,, ,. Die Koeffizienten «,,, sind beliebige Konstanten. 
Die Formel (4) setzt gleichzeitig in Evidenz, daB f, und h, tatsichlich 
Grenzelemente von projektiv aquivalenten Formen sind, da sie also un- 
eigentlich projektiv sind. Wir haben also 

Satz 1. Notwendig und hinreichend dafiir, daB zwei ebene Kurven 
uneigentlich-projektiv sind, ist, daB thre definierenden Formen f, und h, in 
bezug auf zwei geeignet gewidhlte Koordinatensysteme die Gestalt (5) an- 
nehmen, wobei die ganzen Zahlen 0, o, t, w, welche die Klasseneinteilung (1), 
(2), (3) definieren, willkiirlich gewdhlt werden kénnen. 

Deutet man i, k, / als baryzentrische Koordinaten (oder, was auf 
das gleiche hinauskommt, i und k als schiefwinklige Koordinaten) in einer 
Ebene, so entspricht jedem 2 atzi mit i+k+1=—n ein Gitterpunkt 
im Inneren oder auf dem Rande des Fundamentaldreieckes (vgl. Fig. 1). 
Die Gitterpunkte (2) liegen auf einer Geraden G, die Gitterpunkte (1) 
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und (3) liegen auf den beiden Seiten dieser Geraden. Hat man die 
Lage der Geraden G, so kann man die Formen f, und h, nach (5) an- 
schreiben. 

Will man sich auf Paare von irreduziblen Kurven beschranken, so 
mu8 man die Gerade G durch eine Ecke des Fundamentaldreiecks legen; 
denn sonst liegen immer zwei Ecken auf der einen Seite von G und eine 
der Formen /, oder h, spaltet einen Faktor x, oder x, oder x, ab. 

Beispiel 1. Kurven 3. Ordnung. Die méglichen Lagen der Ge- 
raden G, die zu Paaren von irreduziblen Kurven fiihren, sind in Fig. 1 
mit I, II, III angegeben. Wir nehmen etwa 
an, daB die Gitterpunkte links von G@ die 
Bedingung (1), die rechts von G die Bedin- 
gung (3) erfiillen. Dann definiert 

im Fall I f, eine Kurve mit einer Spitze 
im Punkte (0, 0, 1), 4, eine Kurve mit einem 
Wendepunkt im Punkte (1, 0, 0); 

im Fall II /, eine Kurve mit einer Spitze 
im Punkte (0, 0, 1), A, eine Kurve mit einem 
Doppelpunkt im Punkte (1, 0, 0); 

im Fall III f/, eine Kurve mit einem 
Doppelpunkt im Punkte (1,0,0), 4, eine Kurve mit einem Doppelpunkt 
im Punkte (0, 0, 1). 

Im Fall III sind die Kurven /, und h, sogar eigentlich projektiv. 
Aus der Betrachtung der Fille I und II folgt: Hine Kurve 3. Ordnung 
mit einer Spitze ist zu jeder anderen Kurve 3. Ordnung uneigentlich pro- 
jektiv. 

Beispiel 2. Kurven 4. Ordnung. Die Gerade G mége die Glei- 
chung i = 1 haben. Die Bedingung (1) besagt i > /, die Bedingung (2) 
i = 1, die Bedingung (3) i< 1. Nach (5) ist also 








i aa 
Fig. 1. 


fy = ZX %u1%y 2; 24, 
Zl 


h 


ikl 
D Hur Lo Zi Le 
isi 


oder voll ausgeschrieben 
fp =ax+Baiz, + yaa, +6252} + expz, 2, + 0x2} 
+ a+ 0a, zz, + ext, 
h, = napa + Ox, wa, + tap + x2, 2,25 + Ax, x 
+ BEL, + VE Ty + O04, T+ AT. 
Nehmen wir #* — 417 +0 an, so hat /, einen Beriihrungsknoten 
(Doppelpunkt mit zwei sich zweipunktig beriihrenden Zweigen) in (0, 0, 1) 
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und A, einen Beriihrungsknoten in (1,0,0). Sonst sind beide Kurven 
véllig beliebig. Wir schlieBen: 

Zwei Kurven 4. Ordnung mit Beriihrungsknoten sind immer uneigentlich 
projektiv. 

Wir bemerken noch, da8 zwei solche Kurven nicht immer projektiv, 
ja nicht einmal birational aquivalent sein miissen. Aus dem Doppel- 
punkt kann man namlich, falls keine weiteren Doppelpunkte vorhanden 
sind, auBer der Doppelpunktstangente vier verschiedene Tangenten an die 
Kurve ziehen. Deren Doppelverhiltnis ist eine birationale Invariante 


der Kurve und kann natiirlich fiir verschiedene Kurven verschieden aus- 
fallen. 


Es sei J” eine irreduzible Kurve mit nur gewdhnlichen Knoten- 
punkten, d. h. Doppelpunkten mit getrennten Tangenten. Wir wollen 
untersuchen, welche Kurven zu ihr uneigentlich projektiv sind. 

Diejenige Seite der Geraden G, auf der die Ungleichung (1) gilt, 
nennen wir die linke Seite. Auf der linken Seite von G@ oder auf G 
miissen mindestens zwei Ecken des Fundamentaldreiecks liegen, da sonst /, 
reduzibel sein wiirde. Es seien etwa die Ecken (n, 0,0) und (0, n, 0). 
Liegt die dritte Ecke auf G, so liegen rechts von G keine Gitterpunkte 
und auf @ héchstens die einer Seite des Dreiecks A; also ist dann 


hy = a, 2% + a, 28-1 2,+... +4, 2%, 


d. h. die Kurve Q zerfallt in lauter Geraden durch einen Punkt. 


Wir nehmen nun an, die dritte Ecke (0, 0, n) liege rechts von G. 
G schneide die beiden durch diese Ecken gehenden Seiten in den 
Punkten (¢,, 0, 1,) und (0, &,, 1,) mit i, +1, =k, +1, =n. 

Die Gleichung von G lautet dann 

i k 

a? tots 
Links von G gilt > statt =, rechts von G <. 
Fiir die Glieder von /, gilt also > und fiir 
die von fh, gilt <. Wir kénnen i, < k, an- 
nehmen. Dann ist i, < 2, denn sonst wiirden 
in f, die Glieder mit 23, zj}-' und zj-* , 
fehlen und J" hatte einen dreifachen Punkt. 
Wir unter scheiden nun drei Fille: 

Fall 1. i, = 2, k,>2. Dann fehlen 
in f, die Glieder mit 2% und z%—1, sowie die mit z3—* mit Ausnahme 
von zia2t—*. Also hat J’ eine Spitze oder eine héhere Singularitat in 
(0, 0, 1), entgegen der Voraussetzung. 





Fig. 2. 
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Fall 2. i, = 2, k, = 2. Dann kommen in A, nur die Glieder mit 
ze—*, az—! und 2% vor; also besteht Q aus einer (n — 2)-fachen Geraden 
und einem Kegelschnitt. 

Fall 3. i, < 2. In A, fehlen alle durch 2? teilbaren Glieder. Die 
Kurve 2 hat also einen (mn — 1)-fachen oder n-fachen Punkt in (1, 0, 0). 
Sie besteht daher aus Geraden durch diesen Punkt O und (oder) einer 
rationalen Kurve, welche von jeder Geraden durch O auBer in O nur 
in einem Punkte geschnitten wird. Diese letzte Beschreibung paBt auch 
auf den Fall 2. Wir haben also 

Satz 2. Ist eine irreduzible Kurve I’, die keine Singularitdten aufer 
Knotenpunkten hat, zu einer Kurve Q uneigentlich projektiv, so besteht Q 
ausschlieBlich aus Geraden durch einen festen Punkt O und (oder) einer 
rationalen Kurve, die von jeder Geraden durch O auBer in O nur in einem 
Punkte geschnitten wird, 


§ 2. 


Die reguliren Kurven vom Geschlechte p und ihre birationalen 
Abbildungen. 

Die Brill-Noethersche geometrische Theorie der algebraischen Funk- 
tionen einer Veranderlichen wird in diesem Paragraphen als bekannt voraus- 
gesetzt. Fiir eine moderne, strenge Begriindung dieser Theorie siehe etwa die 
Dissertation von W.-L. Chow in diesem Bande der Math. Annalen (8.655 — 682). 

Wir nennen eine Kurve regular, wenn sie keine anderen Singulari- 
tiiten als gewohnliche Knotenpunkte hat. 

Satz 3. Die reguliren Kurven vom Grade n und vom Geschlechte p 
verteilen sich auf einige irreduzible Mannigfaltigkeiten I, von der Dimen- 
sion 3n-+p—1, deren allgemeine Elemente tatsichlich regular und vom 
Geschlechte p sind. 

Beweis. Die Anzahl d der Knotenpunkte einer reguliren Kurve 
n-ten Grades vom Geschlechte p ist 


_ (n—1)(n—2) 
io —- 


p. 
Wir bezeichnen mit £ immer ein System von d verschiedenen Punkten 
Q,, .--, Q¢ der Ebene, und mit J” eine Kurve { = 0, welche in Q,, ..., Qg 


Knotenpunkte hat. Die Gesamtheit aller Paare (2, J") wird durch die 
Gleichungen 


(6) AH 1(Q)=0 ( =0,1,2;k=1,2,..,,¢) 


und durch einige Ungleichungen gegeben, die ausdriicken, daB Q; + Q, 
und daB Q, nur ein gewéhnilicher Knotenpunkt von / ist. Wir lassen 











Zur algebraischen Geometrie. XI. 691 


die Ungleichungen weg und betrachten die durch die Gleichungen (6) 
definierte algebraische Mannigfaltigkeit R, verabreden dabei aber gleich- 
zeitig, daB diejenigen irreduziblen Teile von &, welche gar keine regularen, 
d. h. die Ungleichungen erfiillenden Paare (2, J’) enthalten, auber Be- 
tracht zu lassen sind. Wir wollen nun beweisen, daB alle iibrig bleiben- 
den irreduziblen Teile der Mannigfaltigkeit R genau die Dimension N — d 
haben, wobei d die Anzahl der vorgeschriebenen Knotenpunkte Q, und 


_ n(n+3) 
shoe sant 


ist. Mit anderen Wortcn, wir beweisen, daB die durch (6) definierte 
Mannigfaltigkeit in jedem reguliren Punkte (2, J") die Dimension N — d 
hat. Dariiber hinaus zeigt sich, daB die reguliren Punkte von M auch 
einfache Punkte von M sind. 

Die Elemente (2, I’) gehéren einem (2¢ + N)-dimensionalen (d +- 1)- 
fach projektiven Raum an. Wenn es sich aber nur um die Umgebung 
einer einzelnen Stelle (2, J") handelt, so kann man inhomogene Ko- 
ordinaten einfiihren und zum affinen (2d + N)-dimensionalen Raum iiber- 
gehen. Wenn wir nun zeigen, daS die Tangentialhyperebenen der 
3d Hyperflichen (6) an jeder reguliren Stelle (2, J’) linear-unabhangig 
sind, so folgt daraus; da8 ihr Durchschnitt an dieser Stelle keine héhere 
Dimension als (2d + N) — 3d = N —d=3n-+p—1 haben kann. DaB 
die Dimension auch nicht niedriger sein kann, folgt aus einem allgemeinen 
Satz iiber Durchschnitte von Mannigfaltigkeiten mit Hyperflachen’). 

In inhomogenen Koordinaten lauten die Gleichungen (6) 


| f (Ze, Yx) _ 0, 
(7) Ff (es Yx) = 0, 
Fy, (tes yn) = 0. 


Ist f+ df eine Nachbarform von f und sind (xn+d2,, y,+dy,) Nach- 
barpunkte zu (2,, y,), so daB (dj, da, dy,) eine Tangentialrichtung an 
die Hyperflichen (7) bildet, so folgt aus (7) = Differentiation 


df (x, Hh) + 5e dx, +f t dys = 0, 





(8) ie, ot, Yn) + 5 sadn tay af dx, = 0, 


# f 
= i 9x) + se on dx,+ Sythe = 0. 





Wir haben zu zeigen, daB diese linearen Gleichungen fiir die dx,, d y, 
und die Koeffizienten der Form d/ untereinander linear-unabhingig sind. 


5) B. L. v. d. Waerden, ZAG I, §2, Math. Annalen 108, S. 120. 











692 B. L. van der Waerden. 


Im Fall eines gewéhnlichen Knotenpunktes ist /,,/,, — {?, + 0, also kann 
man aus den letzten beiden Gleichungen (8) die Differentiale dz, und dy, 
berechnen. Die erste Gleichung (8) ergibt wegen (7), wenn df = g ge- 
setzt wird, 


(9) 9 (2, Ye) = 9, 

d. h., die Kurve g = 0 geht durch den Punkt Q, hindurch. Wir haben 
noch zu zeigen, daB die linearen Gleichungen (9) fiir die Koeffizienten 
der Form g linear unabhingig sind. 

Dieser Nachweis wird wie bei Severi') durch eine einfache Abzahlung 
gefiihrt. Die Bedingungen (9) driicken aus, daB die Kurve n-ter Ordnung g 
zu der Kurve n-ter Ordnung / adjungiert ist. Die lineare Schar dieser 
adjungierten Kurven schneidet aus / eine Vollschar von Punktgruppen 
von der Ordnung n? — 2d = n* — (n — 1) (n— 2) +2p = 3n+2p—2 
aus, welche keine Spezialschar ist und daher nach dem Riemann-Roch- 
schen Satz die Dimension 3n-+ p—2 hat. Die Dimension der Schar 
der Kurven g ist, da die Kurve / selbst auch noch zu dieser Schar gehért, 
3n+p—1,d.h. es gibt 3n-+ p linear-unabhingige Formen g, welche 


die Adjungiertheitsbedingungen (9) erfiillen. Da es insgesamt mite 


linear-unabhingige Formen n-ten Grades gibt, so gibt es unter den linearen 
Gleichungen (9) genau 


(n + Het) _sy—p= Caden _» md 


linear-unabhiangige, was zu beweisen war‘). 


Die Mannigfaltigkeit R der Paare (2, J’) besteht also aus lauter Be- 
standteilen der Dimension N—d. Es sei S, ein solcher Bestandteil. 
Jeder Kurve J" entsprechen nur endlich viele Punktsysteme 2, also bilden 
die Kurven J’, die zu den Paaren (2, J") von &, gehéren, eine irreduzible 
Mannigfaltigkeit J, von der Dimension N —d = 3n+p—1. Die all- 
gemeine Kurve von J, kann auBer den d Doppelpunkten nicht noch 
weitere Singularitaten haben, denn sonst wire die Dimension des Systems 
héchstens N—d—1. Also hat die allgemeine Kurve von J, wirklich 
das Geschlecht 


si a &— De® ai 


und ist regular. 
Damit ist Satz 3 in allen Teilen bewiesen. 


6) Dieser Beweis gilt bei sinngemaiBer Anwendung des Riemann-Rochschen 
Satzes auch fiir reduzible Kurven. Man kann aber auch, wie Severi es tut, mittels 
des Noetherschen Fundamentalsatzes den Fall der reduziblen Kurven auf den der 
irreduziblen zuriickfihren. 
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Genau wie bei Severi') beweist man weiter mit Hilfe vollstindig 
zerfallender Kurven, daB es fiir d <= 4n(n — 1) tatsichlich regulire Kurven 
n—1 

2 
sogar irreduzible regulare Kurven vom Geschlecht p gibt, da8 also unsere 
Mannigfaltigkeiten nicht leer sind. 

Severi hat weiter bewiesen, da8 die irreduziblen Kurven n-ten Grades 
mit d Knotenpunkte fiir d < }(m —1)(n — 2) eine einzige irreduzible 
Mannigfaltigkeit bilden, d.h. also, daB es nicht mehrere Systeme J,, 
sondern nur ein System J, gibt. Da wir dieses Ergebnis hier aber nicht 
brauchen, so werden wir weiterhin von den Systemen J, reden. 

Satz 4. Die zu einer gegebenen irreduziblen Kurve I’ des Ge- 
schlechtes p und der Ordnung n > 2p — 2 birational dquivalenten Kurven 
der gleichen Ordnung gehéren einer irreduziblen Mannigfaltigkeit von der 
Dimension 3n — 2p + 2—0 an, deren allgemeines Element tatsdchlich irre- 
duzibel und zu I" birational dquivalent ist. Dabei ist 9 = 0 fiir p > 1, 
o=1 fir p= 1 und 0 =3 fiir p = 0 (es gibt w® birationale Trans- 
formationen von I" in sich). 

Beweis. Jede birationale Abbildung wird durch eine Schar g; ver- 
mittelt. Diese ist in einer Vollschar gi, enthalten, welche durch eine 
einzelne Punktgruppe P,,..., P, bestimmt wird und durch adjungierte 
Kurven ausgeschnitten wird. Die Schar ist wegen n > 2p—2 nicht 
spezial, also ist r= n— p, und P,,..., P, kénnen alle verschieden und 
auBerhalb der vielfachen Punkte von J" gewahlt werden. Durch P,,..., P, 
kann man immer eine adjungierte Kurve von der Ordnung n — 1 legen, 
denn die Schar der adjungierten Kurven von der Ordnung n—1 hat 
nach bekannten Rechnungen die Dimension p+2n—2>n. Welche 
adjungierte Kurve man wahlt, ist fiir die Vollschar g, vollkommen gleich- 
giiltig, da diese allein durch die Punktgruppe P,,..., P, bestimmt 
wird. Man kann also von vornherein aus der Schar der adjungierten 
Kurven der Ordnung n— 1 eine Teilschar der Dimension n auswihlen, 
von welcher durch P,,..., P, nur eine einzige Kurve geht. Diese ad- 
jungierte Kurve g = 0 schneidet die Kurve aufer in P,,..., P, und 
auBer in den Doppelpunkten Q,,...,Q, noch in Punkten R,,..., R,. 
Drei willkiirliche adjungierte Kurven g = 0, gy, = 0, g, = 0 durch 
R,,..., R, schneiden aus der Kurve J’ drei Punktgruppen der Schar gj 
aus. Die gesuchte birationale Abbildung wird dann durch 


vom Geschlecht p = ( ) — d gibt, und daB es fiir d <= } (m — 1) (n — 2) 


Yo = Go (2), 
(10) %=% (z), 
Ys = 9, (2) 


gegeben. 
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Die Punktgruppen P,,..., P, auf I’ bilden eine irreduzible n-dimen- 
signale Mannigfaltigkeit: alle sind relationstreue Spezialisierungen einer 
allgemeinen Punktgruppe. Durch P,,...,P, ist die Form g rational 
bestimmt. Die Koordinaten von R,,..., R, sind algebraische Funktionen, 
ihre symmetrischen Funktionen rationale Funktionen der Koeffizienten 
von g und von der Gleichung f=0 von I. g,, 9,, 9, sind Lésungen 
von linearen Gleichungen: sie miissen zu J" adjungiert sein und durch 
R,,..., R, gehen. Sie gehen also durch relationstreue Spezialisierung 
aus der allgemeinen Lésung dieses Gleichungssystems hervor. Die all- 
gemeine Lésung ist eine Linearkombination mit unbestimmten Koeffi- 
zienten von gewissen speziellen Lésungen, in denen gewisse Koordinaten 
= 0 und andere = 1 sind. Diese speziellen Lésungen hangen symmetrisch 
von den Koordinaten von R,,..., R, und daher rational von den Koeffi- 
zienten von g ab. Die Anzahl der unbestimmten Parameter in der 
allgemeinen Lésung ist r + 1 = n — p+ 1, wobei r = n — p die Dimension 
der Vollschar gi, ist. In den drei Lésungen g,, g,, g, stecken also 
3(n—p-+1) Parameter, von denen ein willkiirlicher Proportionalitits- 
faktor, der fiir (10) nichts ausmacht, abzuziehen ist. Zahlt man noch 
die nm Parameter hinzu, von der die Punktgruppe P,,..., P, abhangt, 
so erhilt man 4n—3p-+ 2 Parameter. Fiir allgemeine Parameter ist 
die Schar g} einfach und frei von festen Punkten, also die Abbildung (10) 
birational. Die Bildkurve hat dem Grad m und ihre Gleichung h = 0 
ist durch die Bedingung 


(11) VA(g,(z), 9, (2), Go (x)) = q(x) f (x) 


eindeutig und rational bestimmt. Eine Mehrdeutigkeit in der Bestimmung 
der Kurve h, die nach (11) alle Punkte der Bildkurve enthalten muB, 
kénnte nimlich nur dann eintreten, wenn die Bildkurve einen Grad < n 
hatte. Man erhilt ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten 
von h, indem man aus (11) die Koeffizienten von qg(z) und den Faktor y, 
die alle linear homogen vorkommen, eliminiert. 

Das Gebilde, das aus n Punkten P,,..., P,, einer Abbildung (10) 
und einer Bildkurve Q besteht, hingt also von 4n — 3p + 2 wesentlichen 
Parametern derart ab, da8 man fiir unbestimmte Werte der Parameter 
ein ,,allgemeines Gebilde“ erhalt, aus welchem alle speziellen birationalen 
Abbildungen durch relationstreue Spezialisierung entstehen. Die Gebilde 
dieser Art bilden also eine irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit von 
der Dimension 4n — 3p + 2. 

Daher bilden auch die Bildkurven 2 eine irreduzible Mannigfaltigkeit. 
Ihre Dimension wird nach dem Prinzip der Konstantenzihlung gefunden, 
indem man von der Zahl 4n —3p-+ 2 die Zahl der Freiheitsgrade sub- 
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trahiert, die fiir die Punkte P,,..., P, und fiir die Abbildung (10) noch 
zur Verfiigung steben, wenn die Bildkurve 2 vorgegeben ist. 

Die Kurve I’ hat bekanntlich, wenn 9 = 0 fir p > 1, 9 = 1 fir 
p = 1 und 0 = 3 fiir p = 0 gesetzt wird, oo° birationale Transformationen 
in sich. Bei gegebenen birational aquivalenten Kurven J’, Q gibt es 
also oof birationale Abbildungen von J’ auf 2. Bei einer gegebenen Ab- 
bildung kann die Punktgruppe (P,,..., P,) noch willkiirlich innerhalb 
einer Vollschar von der Dimension n — p gewahlt werden. Die gesuchte 
Anzahl der Freiheitsgrade ist also n—p-+o. Fiir die Dimension der 
Mannigfaltigkeit der Kurven 2 erhalt man somit 

(4n —3p+ 2)—(n—p+o) = 3n—2p+2- 0. 
Damit ist Satz 4 vollstindig bewiesen. 

Es sei noch bemerkt, daB die algebraische Abhingigkeit der Bild- 
kurve 2 von den angegebenen Parametern auch dann noch bestehen 
bleibt, wenn man auBerdem noch die Koordinaten der Kurve J’ ver- 
anderlich macht. Man beschrinkt sich dabei am besten auf regulire 
Kurven und laé8t die Kurve J’ und das System ihrer Doppelpunkte eines 
der im Beweis von Satz 3 erwahnten irreduziblen Systeme R, durchlaufen. 
Die Berechnung der Formen g, g,, g,, 93, 2 verlauft dann reibungslos nach 
dem obigen Schema, und man findet eine irreduzible Mannigfaltigkeit von 
Kurvenpaaren (I', 2), deren allgemeines Element ein birational dquivalentes 
Kurvenpaar ist, und die alle birational dquivalenten Kurvenpaare umfaft, 
bei denen I" regulir ist und dem System I, angehért. 

Bis hierher sind wir im wesentlichen Severi gefolgt. Aus den 
Satzen 3 und 4 wiirde nach dem Prinzip der Konstantenzihlung ohne 
weiteres folgen, daB die Klassen birational aquivalenter Kurven von 
3p — 3 + e wesentlichen Konstanten abhaingen, wenn man eine algebraische 
Korrespondenz hatte, welche diese Klassen eineindeutig auf Punkte einer 
Bildmannigfaltigkeit abbilden wiirde. In der Herstellung dieser Korre- 
spondenz liegt aber erst die eigentliche Schwierigkeit, die wir in §3 zu 
lésen haben. 


§ 3. 
Grenzfille birational aquivalenter Kurvenpaare. 


Wir untersuchen die Grenzfille birationaler Aquivalenz in derselben 
Weise, wie wir in §1 die Grenzfille algebraischer Aquivalenz untersucht 
haben. Dabei sprechen wir von einem ,,Grenziibergang* t + 0, wobei 
in Wirklichkeit ein rein algebraischer ProzeB gemeint ist: Man setzt in 
einem System von Potenzreihen, welche algebraische Funktionen dar- 
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stellen, ¢ = 0. Handelt es sich dabei um homogene Koordinaten eines 
Punktes (oder einer Kurve, einer Ebene usw.), so sind die fraglichen 
Potenzreihen vorher mit einer passenden Potenz zu multiplizieren, damit 
fiir ¢ = 0 keine Koordinaten unendlich und nicht alle Null werden kénnen. 
In diesem Sinne hat jeder von ¢ abhangige Punkt, dessen Koordinaten 
Potenzreihen in ¢ sind, einen Grenzpunkt fiir ¢ > 0. 

Es seien T(t) und Q(t) zwei birational aquivalente, von ¢ abhangige 
Kurven vom Grade n. Die rationale Abbildung von J'(t) auf Q(t) sei 


durch (10) gegeben. Die Formen g,, g,, 9, kénnen wieder vom Grade 
n —1 gewahlt werden. 


Die Formen 4,, g,, g, sind fiir allgemeines ¢ linear unabhangig, brauchen 
es aber fiir t = 0 nicht zu bleiben. Die lineare Schar 4,g, + A, 9, + 4,95 
hat jedoch fiir ¢ -- 0 eine bestimmte Grenzlage. Um das einzusehen, bilde 
man die Kurven (n — 1)-ter Ordnung auf die Punkte eines projektiven Raumes 
Sy ab; einer linearen Schar A,g,-+ 4,9, +4A,9, entspricht dann eine 
Ebene ¢(t) in Sy, die durch ihre Pliickerschen Koordinaten gegeben wird. 
Fiir t = 0 hat diese Ebene eine bestimmte Grenzlage ¢(0). Es ist leicht 
méglich, in der Ebene e(¢) drei Punkte auszuwahlen, deren Koordinaten 
Potenzreihen in ¢ sind, und welche fiir ¢ = 0 drei linear unabhangige 
Punkte von ¢(0) ergeben. (Es geniigt z.B., «(t) mit drei passend ge- 
wahlten Riumen Sy_, in Sy zum Schnitt zu bringen.) Diesen drei 
Punkten entsprechen nun wieder Formen gj (z,t), gf (x,t), g3 (x,t), welche 
sowohl fiir allgemeine ¢ als auch fiir ¢ = 0 linear unabhingig sind und 
von denen g,, g,, g, drei Linearkombinationen sind. 


Wir nehmen nun J als irreduzible Kurve an. Die Abbildung 


ys = gf (2, t), 
yi = gi (z, 4), 
y¥2 = 9: (z,t) 


bildet J°(t) auf eine Kurve 4 (t) ab, die zu Q(t) projektiv aquivalent ist. 
Durch Einschaltung dieser Kurve A(t) haben wir das Problem der Be- 
stimmung der Kurvenpaare J’, Q in zwei Teilprobleme gespalten; I, 4 
bilden einen Grenzfall eines birational aquivalenten Kurvenpaares I(t), 4 (t), 
wobei die Abbildungsfunktionen g? noch fiir t = 0 linear unabhangig 
bleiben, wahrend 4, 2 einen Grenzfall eines projektiv aquivalenten Kurven- 


paares, also ein uneigentlich projektives Kurvenpaar im Sinne von § 1 
bilden. 


Die Abbildung (12) ergibt fiir ¢ = 0 wegen der linearen Unabhiangig- 
keit der g? (0) jedenfalls eine rationale Abbildung der Kurve I’ auf eine 
Kurve A*, welche keine Gerade ist. Die Kurve 4* kann natiirlich einen 


(12) 
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niedrigeren Grad als m haben und die Abbildung braucht nicht birational 
zu sein. Es gilt aber folgendes: Eine beliebige Kurve 24,9? (z,t) 
schneidet die Kurve J°(t) auBer in gewissen festen Punkten in n Punkten 
&,..., &, welche durch die Abbildung (12) in die mn Schnittpunkte 
der Kurve A(t) mit der Geraden 2A,y? = 0 iibergefiihrt werden. 
Fir ¢ + 0 streben £,...,& gegen gewisse Grenzpunkte §),..., &™. 
Die Tatsache, daB die Bildpunkte g(&),...,g(&) auf A(t) und 
auf 2A, y? = 0 liegen, bleibt natiirlich fiir ¢ = 0 bestehen, soweit diese 
Bildpunkte nicht unbestimmt werden. Also ist A* als Bestandteil 
in A enthalten. Ist nun die Abbildung fiir ¢ = 0 nicht birational, 
so ist die durch YA,g?(z,0) aus J" ausgeschnittene Schar nicht mehr 
einfach, also ergibt eine gewisse Anzahl von Schnittpunkten, etwa 
&@, ..., &, denselben Bildpunkt g*(&). Das heiBt, fir t + 0 riicken 
die Punkte g* (&), ...., g*(&™), Schnittpunkte von 4 mit LA, y* = 0, 
in einen Punkt zusammen. Dieser Punkt mu8 dann ein y-facher Schnitt- 
punkt sein, und da die Gerade 2A, y? = 0 ganz beliebig ist, so ist der 
Bestandteil notwendigerweise y-mal in A enthalten. Die Kurve A enthilt 
also als Bestandteil entweder eine zu I" birational-dquivalente Kurve A* oder 
eine mehrfach gezihlte Kurve A*, die keine Gerade ist. 

Nun setzen wir voraus, daB J’ und Q beide irreduzibel sind, da8B I’ 
nicht rational ist und da8 Q keine anderen Singularititen als Knoten- 
punkte hat. Dann enthalt auf Grund des letzten Satzes 4 entweder 
einen nicht rationalen oder einen mehrfach geziahliten nicht linearen 
Bestandteil. Demnach treffen fiir 4 die Behauptungen von Satz 2 nicht 
zu, also kann A zu Q nicht uneigentlich projektiv sein. Daher sind 4 
und 22 eigentlich projektiv, d.h. 4 ist irreduzibel und vom Grade n. 
Dann ist aber I’ zu A, also auch zu Q birational aquivalent. 

Damit ist bewiesen: 


Satz 5. Wenn zwei Kurven n-ten Grades I und A beide irreduzibel 
sind und wenn I" nicht rational und 2 regulér ist (d. h. nur gewohnliche 
Knotenpunkte hat), und wenn das Paar (I, Q) einen Grenzfall eines 
birational dquivalenten Kurvenpaares bildet, so sind I und Q selber bira- 
tional dquivalent. 

Betrachten wir jetzt die in § 2 zuletzt konstruierte irreduzible 
Mannigfaltigkeit von Kurvenpaaren, deren allgemeines Element (J’, 2) 
birational aquivalent ist. Aus Satz 5 folgt, daB die speziellen Kurven- 
paare (J, Q) dieser Mannigfaltigkeit, soweit J’ regular ist und J’, 2 beide 
irreduzibel sind, ebenfalls birational aquivalent sind. Wir haben also 


Satz 6. Die Paare (I',Q) von irreduziblen birational dgquivalenten 
Kurven n-ten Grades vom Geschlechte p > 1, bei denen mindesiens eine Kurve 
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regular ist, verteilen sich auf endlich viele irreduzible Mannigfaltigkeiten, 
derart, daB auch umgekehrt jedes Paar (I, Q) einer solchen Mannigfaltigkeit 
birational dquivalent ist, sofern nur die Kurven I und Q beide irreduzibel 
und von positivem Geschlecht sind, und mindestens eine von ihnen regulédr ist. 


Die Mannigfaltigkeit dieser Paare (J°, 2) hei®t im folgenden die 
,»Korrespondenz 8“, ihre irreduziblen Bestandteile, bei denen J’ und Q 
zu I, gehéren, heiBen %,. 


§ 4. 
Die Modulmannigfaltigkeit. 


Wir beschrinken uns auf regulire irreduzible Kurven vom Ge- 
schlechte p eines Systems J, (§ 2). Die Korrespondenz %, ordnet jeder 
solechen Kurve J" eine (3 n — 2 p + 2 — g)-dimensionale irreduzible Mannig- 
faltigkeit von Kurven Q xu, die (wieder unter Beschrankung auf regulire 
irreduzible Kurven) zu J’ birational aquivalent sind. Diese Mannigfaltigkeit 
bezeichnen wir mit , und nehmen dabei J" zunichst als allgemeines 
Element von J, an. Die Mannigfaltigkeit %, kann nach ZAG IX*) durch 
einen Punkt P; eines Raumes S, dargestellt werden. Durchliuft I" die 
Mannigfaltigkeit J,, so durchlauft $, nach ZAG IX, Satz 5, ein irreduzibles 
algebraisches System von Mannigfaltigkeiten, d. h. der Bildpunkt P; durch- 
lauft eine irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit M,. Nach Satz 4 (s. 0. § 2) 
ist einem speziellen Punkt J’ ebenfalls eine genau (3 n — 2 p+ 2 — o)-dimen- 
sionale irreduzible Mannigfaltigkeit $3, zugeordnet. Zahit man diese mit 
der richtigen Vielfachheit, so gehért sie (nach Satz 4 aus ZAG IX) ebenfalls 
dem algebraischen System von Mannigfaltigkeiten an, d. h. ihr Bildpunkt P, 
gehért zu M,. Wir erhalten so eine irreduzible Korrespondenz zwischen 
den Kurven J” und den Bildpunkten P;, welche jeder Kurve einen Bild- 
punkt P, zuordnet, wahrend allen zu I birational aquivalenten Kurven, 
soweit sie wieder regular sind, derselbe Bildpunkt entspricht. Wir 
nennen M, die Modulmannigfaltigkeit des irreduziblen Kurvensystems [,. 
Wenden wir auf die eben erwihnte Korrespondenz das Prinzip der Kon- 
stantenzihlung an, so folgt, da J, die Dimension 3 n+ p—1 hat, fir 
die Dimension von WM, der Wert 


(3n +p —1)—(83n—2p+2— 0) = 3p—3+ 0. 


Damit haben wir den Hauptsatz dieser Arbeit bewiesen: 


Satz 7. Es gibt eine algebraische Korrespondenz, welche jeder regu- 
laren Kurve I vom Geschlechte p > 1 des irreduziblen Kurvensystems I, 
einen Punkt P, einer (3p —3-++ 0)-dimensionalen irreduziblen Modul- 
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mannigfaltigkeit M, eindeutig zuordnet, derart, daB zwei regulire Kurven 
dann und nur dann birational dquivalent sind, wenn ihnen derselbe Punkt 
von M, zugeordnet wird. Dabei ist 0 = 1 fiir p = 1 und o = 0 fiirp> 1. 

In Wirklichkeit gibt es, wie wir in § 2 schon bemerkten, nur ein 
irreduzibles Kurvensystem J, und daher auch nur eine irreduzible Modul- 
mannigfaltigkeit M&,. Die obige schwiachere Formulierung wurde nur 
gewihlt in dem Bestreben, in dieser Arbeit nur solche Sitze aufzustellen, 
deren vollstindiger Beweis aus der Arbeit selbst entnommen werden kann. 

Da die Korrespondenz in einer Richtung eindeutig ist, so ist sie 
rational. Die Moduln einer allgemeinen Kurve des irreduziblen Systems J, 
sind also rationale Funktionen der Koeffizienten der Gleichung dieser 
Kurve. 


(Eingegangen am 19. 3. 1937.) 











Uber eine Kovariante bei Cremona-Transformationen. 
Von 
Ott-Heinrich Keller in Berlin-Charlottenburg. 


Um unsere Absicht deutlich zu machen, wollen wir uns an die Bildung 
der Hesseschen Kurve erinnern. Die Wendepunkte einer Kurve sind geo- 
metrische Invarianten gegeniiber projektiven Transformationen. Wir kennen 
die Bereicherung, die die Kurventheorie durch die Einfiihrung der Hesse- 
schen Determinante erfahren hat, trotzdem sie geometrisch zunichst weiter 
nichts liefert als eben die Wendepunkte. Einmal ist dadurch der geo- 
metrische Sachverhalt, da es eine dreipunktig schneidende Gerade gibt, 
in einer vom Koordinatensystem unabhingigen Weise ins Algebraische 
iibertragen und der algebraischen Behandlung zuginglich gemacht; aus 
der geometrischen Invariante ist eine algebraische Kovariante geworden. 
AuBerdem haben wir die Méglichkeit gewonnen, die Gesamtheit aller 
Wendepunkte gleichzeitig zu betrachten: Es sind bis auf die Singularitaten 
die Nullstellen der Hesseschen Kovariante auf der Grundkurve. 

Diese Algebraisierung hitten wir auch erreicht, wenn wir die Hesse- 
sche Determinante als Funktion des durch die Grundkurve definierten 
algebraischen Funktionenkérpers einer Veranderlichen angesehen hitten. 
Sprechen wir aber von der Hesseschen Kurve, so verlassen wir die Grund- 
kurve und ihren Funktionenkérper und treten hinaus in die Ebene. Wir 
haben dann die Algebraisierung nicht einmal mit einer Verfliichtigung des 
anschaulich Gegebenen ins Abstrakte bezahlen miissen, sondern im Gegen- 
teil: Statt einer Kurve, auf der einzelne Punkte mit einer doch schon 
etwas verwickelten Eigenschaft liegen, sehen wir eine Ebene, in der zwei 
Kurven sich in den fraglichen Punkten schneiden. 

Eine aihnliche kovariante Bildung gegeniiber Cremona-Transformationen 
liegt noch nicht vor — wenn man nicht die Adjungierten hierher rechnen 
will. Es sei die Aufgabe dieser Arbeit, eine solche der Betrachtung zu- 
gainglich zu machen. 

Wir gehen aus von der einfachsten geometrischen Invarianten einer 
algebraischen Kurve gegeniiber Cremona-Transformationen, den Weierstrap- 
Punkten. Man begegnet ihnen, wenn man von dem folgenden Weierstrab- 
schen Liickensatz herkommt: Auf einer Riemannschen Flache vom Ge- 
schlecht p fehlen unter den Ordnungen der Funktionen, die nur in einem 
gegebenen Punkt P unendlich werden, genau p Zahlen, die Liicken. Bei 
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allgemeiner Wahl von P sind es die Zahlen 1, 2,...,p; sind es andere 
Zahlen, so hei®Bt P ein WeierstraB-Punkt. 

Mit einem WeierstraB-Punkt haben wir also eine geometrische In- 
variante: den Punkt auf der Kurve, und eine Reihe von arithmetischen 
Invarianten: die Liickenzahlen. Wir wollen uns nun die Aufgabe stellen, 
fiir die WeierstraB-Punkte dasselbe zu leisten, was durch Hesse fiir die 
Wendepunkte geleistet wurde; wir wollen eine fiir die Weierstra8-Punkte 
kennzeichnende algebraische Kovariante suchen, eine in der Ebene definierte 
Kurve, die die Grundkurve in den WeierstraB-Punkten schneidet, und aus 
deren aJgebraischem Verhalten in den Schnittpunkten wir die Liickenzahlen 
ablesen kénnen. Ich schlage fiir sie den Namen Weierstrab-Kurve vor. 

Wir werden dann zu zeigen haben, da8 die Weierstra$-Kurven kovariant 
sind gegeniiber Cremona-Transformationen. Dabei haben wir uns allerdings 
zweierlei vor Augen zu halten: setzen wir in die Gleichung einer Kurve 
den analytischen Ausdruck einer Cremona-Transformation ein, so erhalten 
wir die Gleichung dec Bildkurve, multipliziert mit Potenzen der Gleichungen 
der Fundamentalkurven. Bei der Transformation einer einzelnen Kurve 
kénnen wir verabreden, diese Faktoren zu streichen. Bei einer kovarianten 
Bildung steht uns diese Verabredung nicht frei, und wir miissen damit 
rechnen, daB nach der Transformation tatsiichlich eine Potenz der 
Fundamentalkurven als Faktor stehen bleibt. Diese Erscheinung ist uns 
schon bei den Adjungierten bekannt. 

Zweitens enthalt aber auch die Grundkurve méglicherweise nach der 
Transformation zuniachst selbst noch einen solchen Faktor; setzen wir sie 
in die kovariante Bildung ein, so ist gar nicht gesagt, daB sich die 
Fundamentalkurven dann als Faktor herausziehen lassen, sondern sie 
kénnen in sehr viel verwickelterer Weise darin stehen. Damit sie nun 
den gesteckten Rahmen nicht sprengen, miissen wir ihn von vornherein 
weit genug stecken und fiir die Fundamentalkurven méglicher Cremona- 
Transformationen Platz lassen. Wir werden uns also nicht wundern diirfen, 
wenn wir nicht eine kovariante Kurve, sondern eine ganze, nicht einmal 
lineare Mannigfaltigkeit von Kurven bekommen, die nur als Gesamtheit 
kovariant ist; wir miissen gestatten, daB in die allgemeine Kurve unserer 
Mannigfaltigkeit noch eine Reihe von willkiirlichen Polynomen eingeht, 
von denen wir nicht einmal den Grad beschrinken kénnen. (Man kénnte 
sich dabei auf Produkte unikursaler Polynome beschrinken, da nur solche 
als Fundamentalkurven von Cremona-Transformationen in Betracht kommen; 
wir wollen es nicht tun.) 

Wir baben uns dann die Schnittpunkte von Weierstrab-Kurve und 
Grundkurve naher anzusehen. Eine Reihe von Schnittpunkten sind durch 
die willkirlichen Polynome bedingt und mit ihnen verinderlich, weitere 
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fallen in die Singularitéten der Grundkurve. Alle iibrigen Schnittpunkte 
sind Weierstra8-Punkte. Damit haben wir die in den WeierstraB-Punkten 
liegenden geometrischen Invarianten umgedeutet. 

Um nun auch die arithmetischen Invarianten, die Liicken, zu deuten, 
miissen wir die Singularitéten der WeierstraBkurve in den WeierstraB- 
Punkten betrachten. Wir werden ein Verfahren angeben, sie aus der 
Liickenverteilung zu berechnen. Es zeigt sich, daB von den kleinen 
Liickenzahlen bis p+ 1 nur Anzahl und Summe fiir die Singularitét von 
Wichtigkeit sind, wihrend von den grofen Liickenzahlen von p+ 2 an 
jede einzeln am Bau der Singularitat teilnimmt. Dementsprechend kénnen 
wir umgekehrt aus der Singularitaét die Liicken von p+ 2 an, sowie Anzahl 
und Summe der kleineren Liicken ablesen. Trotzdem liefert uns die 
Singularitat in manchen Fallen die ganze Liickenverteilung, wenn wir noch 
den trivialen Satz dazu nehmen, daB die Summe zweier Nicht-Liicken 
wieder eine Nicht-Liicke ist. 

Wie wir schon oben angedeutet haben, verschiebt sich durch die 
Einfiihrung der WeierstraB-Kurven der Blickpunkt von den einzelnen 
WeierstraB-Punkten hinweg auf das algebraische Gebilde, das durch ihre 
Gesamtheit dargestellt wird. Es ergeben sich n:turgemaéS Fragen etwa 
dieser Art: Kénnen auf einer Kurve Weierstra8-Punkte mit verschiedenen 
Liickenverteilungen zusammen auftreten? Das ist sicher der Fall. Kann 
man aber die Liickenverteilungen verschiedener WeierstraB-Punkte derselben 
Kurve willkiirlich vorschreiben? Diese Frage ist zu verneinen. Ist z. B. 
ein WeierstraB-Punkt hyperelliptisch, so sind sie es alle. Oder: Auf einer 
Kurve vom Geschlecht 4 kénnen Weierstra8-Punkte mit den Liicken- 
verteilungen 12.45 und 12.4..7 nicht gleichzeitig vorkommen. ill- 
gemeinere Ergebnisse liegen noch nicht vor, und ich hoffe, spiter einmal 
darauf zuriickzukommen. Wir gewénnen damit eine invariante Einteilung 
der algebraischen Kurven in Klassen. 

Sehr viel schwieriger scheint mir die Behandlung der Frage zu sein, 
ob in der Gesamtheit der WeierstraB-Punkte noch kontinuierliche In- 
varianten stecken oder gar in solcher Anzahl, daB sich durch diese und 
die arithmetischen Invarianten die vollstindige Klasseneinteilung der 
algebraischen Kurven gewinnen laBt, derart, daS zwei Kurven derselben 
Klasse dann auch birational aquivalent sind. 


§ 1. 
Aufstellung der Gleichung. 
P sei ein WeierstraB-Punkt. Die Liicken fallen nicht mit den Zahlen 
1, 2,...,9 zusammen, und es gibt eine Zahl zwischen 1 und 7p, die nicht 
Liicke ist, die also die Ordnung einer Funktion darstellt, die nur in P 
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unendlich wird. Um hieraus eine Gleichung fiir die WeierstraB-Punkte 
zu gewinnen, nehmen wir in bekannter Weise den Riemann-Rochschen 
Satz zu Hilfe: Die Anzahl qg der linear unabhingigen Funktionen, die 
héchstens in einer Reihe von gegebenen Punkten héchstens mit gegebenen 
Vielfachheiten unendlich werden, ist gleich der Anzahl r der linear un- 
abhangigen adjungierten Funktionen gy, die mindestens in jener Reihe 
gegebener Punkte mindestens mit den gegebenen Vielfachheiten ver- 
schwinden, vermehrt um die algebraische Anzahl Q der Punkte, vermindert 
um das Geschlecht p 
q=Q+r—p. 


In unserem Fall ist Q= p,q >1, also r>1; in einem WeierstraB- 
Punkt mu8 demnach mindestens eine adjungierte Funktion mindestens 
von der p-ten Ordnung verschwinden. Dafiir kénnen wir eine Bedingung 
aufstellen: Ist ¢ eine Ortsuniformisierende, y,, 9,,..., , das System der 
adjungierten Funktionen, so ist 





Pi =v - ad 
t dw 
d qt 
(1) wal" de * av |=0 
> av, PP" 
dt dt?—* 








die Bedingung dafiir, daB P ein Weierstra8-Punkt ist. Diese Determinante 
ist eine Funktion der Riemannschen Flache; auBerhalb, in der (z, y)-Ebene 
ist sie gar nicht definiert. 

Jetzt tun wir den Schritt in die Ebene hinaus: wir betrachten nicht 
mehr die Riemannsche Flache als solche, sondern wir denken sie uns in 
eine komplexe (z, y)-Ebene eingebettet, /(z,y) = 0 als Gleichung einer 
Kurve in dieser Ebene. Aus den adjungierten Funktionen g werden 
dann Kurven » = 0, aus dem p-fachen Verschwinden von @ wird eine 
p-fache Beriihrung von gy = 0 und / = 0; und hierfiir wollen wir jetzt 
eine Bedingung aufstellen. 

Der Bequemlichkeit halber nehmen wir an, P liege im Nullpunkt 
und f = 0 gehe einfach durch P hindurch. Nun sind fiir das Beriihren 
die Glieder von » entscheidend, die in x und y zusammen einen kleineren 
Grad haben als p. Wir wollen ihre Summe mit A(g), die Summe der 
iibrigen Glieder mit R(q) bezeichnen. Hat dann A(gp) = 0 mit f = 0 
einen p-fachen Schnittpunkt, so-hat auch g = A(g) + R(g) = 0 mit 
f= 0 einen p-fachen Schnittpunkt. Denn die Kurven, die f= 0 in P 
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schneiden, bilden ein Ideal i, dem auch R(q) angehért. Wir miissen 
jetzt nur noch die Bedingung dafiir ansetzen, daB A(q) dem Ideal i 
angehort. 

Die Gesamtheit der Polynome bis zum (p — 1)-ten Grad aus i bilden 


eine lineare Schar; wir wollen ihre Dimension bestimmen. Es gibt im 


pip 1) voneinander linear unabhingige Polynome bis zum Grade 





ganzen 


p — 1. Das Ideal i legt nun dieser Schar p voneinander linear unabhingige 


Bedingungen auf, und es bleiben Pip 1) yoneinander linear unabhangige 


Polynome aus i iibrig, die den Grad p —1 nicht iiberschreiten. 
Wir wollen nun versuchen, uns eine Basis dieses Ideals zu verschaffen. 





Es seien mir pip) willkiirliche Polynome, a,, a,, ...@p)i—1 gegeben. 
Die Polynome (p —1)-ten Grades 
(2) A (a,-f),A(a,-f)...A (4p(p—1°f) 

2 


gehéren dem Ideal i an. Um ihre Unabhangigkeit zu untersuchen, wollen 
wir fiir einen Augenblick die Summe derjenigen Glieder von a, deren 
Grad in z und y nicht p — 2 iibersteigt, mit B(a) bezeichnen. Ich be- 
haupte nun, die Polynome (2) sind dann und nur dann voneinander un- 
abhangig, wenn die Polynome B(a,), B (a,),..., B(a)i»—1) es sind, wenn 


























also die Determinante 2 
da, 0a, aP—*a, 
a, ¥ a — 
Oy 
0a, day P—* a, 
a, x Te ayes? 
(3) D= ) 
94, (p—1) 94, (p—» PS —1) 
2 2 2 
a 
'p (p 1) = 
—— Oz Oy ay’? 








nicht verschwindet. 
Wir haben also erstens zu beweisen, daB aus einer linearen Beziehung 


zwischen den Polynomen B(a) eine solche zwischen den Polynomen A (a, /) 
p(p—1) p(p—1) 


2 2 
folgt. >? 4, B(a,) = 0 heiBt doch 9? 4,a,= P,_,, wobei P,—, ein 


1 1 
Polynom ist, das nur Glieder vom Grad p — 1 an aufwirts enthalt. Daraus 
p(p—d 
2 


folgt aber > 4,a,f = P,_,-f. Nun verschwindet / im Nullpunkt und 
1 


1) Wir wollen im folgenden unter D immer diese Determinante verstehen. 
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enthalt kein absolutes Glied; P,_,-/ enthilt also nur Glieder vom p-ten 


Grade an aufwirts; die Glieder geringeren Grades heben sich weg: 
ee—» 


2 A, A (a,f) = 0, wie behauptet. 


‘Zum Beweis der Umkehrung machen wir den umgekehrten SchluB: 
p(p—1) p(ip—d) 
2 2 


> A, A(a,f) = 0 heiBbt > A, a, { = P,, wo in P, wieder nur Glieder 
1 1 


vom p-ten Grade an aufwirts vorkommen. Da die linke Seite durch / 
teilbar ist, ist es auch die rechte: P, = R,-,-/. Da f Glieder vom 
ersten Grad wirklich enthalt, konnen in R,_, keine Glieder von geringerem 


als dem (p — 1)-ten Grade vorkommen. Kiirzen wir durch f/ durch, so 
pak pny 


wird Sie, = p—1 und da, B(a,) = 0. 


Wir haben jetzt in den ‘Winiee (2) eine Basis fiir das Ideal i 
aller Polynome (p— 1)-ten Grades gefunden, die f= 0 im Nullpunkt 
p-fach beriihren, unter der Voraussetzung, daB D+ 0. Am einfachsten 
und eindeutigsten kénnen wir fiir die Polynome a eine Basis simtlicher 


Polynome (p— 2)-ten Grades wahlen. Es gibt deren #(e—") linear un- 


abhiangige, also gerade soviel wie wir brauchen. Wir diirfen uns aber 
nicht auf diese spezielle Basis festlegen, ohne die Kovarianz gegeniiber 
Cremona-Transformationen zu gefaihrden. 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Bedingungsgleichung da- 
fiir aufstellen, da8 P ein WeierstraB-Punkt ist: Es muf ein adjungiertes 
Polynom geben, das dem Ideal i angehért, fiir das 


p(p—1) 
2 


(4) A(y)= >? 4, A (a,/). 


Nun kann ich aber doch fiir die adjungierten Polynome ebenfalls eine 
Basis 9,, Pg, -+-» Pp angeben, und A(¢,), A(qg,), ...,A(@,) bilden dann 


eine Basis fiir die Polynome A(qg). Gleichung (4) erscheint jetzt in der 


Gestalt: pie - 
Pp 


(5) Sud (oom Sa A (a,f). 
Die Polynome A(g) und A(a-f) haben?'2+" Koeffizienten und die 


Identitat (5) 1aBt sich als ein System von pio) homogenen linearen 
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Gleichungen fiir die GréBen A und yu auffassen. Es gibt pip) GréBen A 


und p GréBen yw, im ganzen fiery Unbekannte, gerade so viele als es 


Gleichungen gibt. Das Gleichungssystem ist nur dann nicht-trivial lés- 
bar, wenn die Determinante der Koeffizienten verschwindet. Nun ist der 
Koeffizient «,, eines Potenzproduktes x“ y’ in einem Polynom F(z, y) 
in dea (Z +P ) 
ai! Hiv! \a2" dy/z—y=0 

gemeinsamen fiir uns unwesentlichen Faktor; wir lassen ihn weg und 
erhalten fiir die Determinante unseres Gleichungssystems die Gestalt 


Die Fakultaten bilden einen allen Zeilen 


























a 9 a 9 a * 9, 

vi Oz Oy a lag dy?—? 

a @ a % a?—* 9, 

Ps A= dy or ayn} 
a”, a9, a" % 

Po Ox Oy ay? 

© We) Bead = Ma Pah |? 

. Oz Oy aye? 
a, f d (a, f) 8 (a, f) OP * (asf) 

a dz “ts °°° ~ op 

9(4,~-vf) 9(@,g vl) 8? ~* (ap(p—» f) 

a f 2 2 2 
re Oz Oy ay’? 








unter den Ableitungen den Wert am Nullpunkt verstanden. W = 0 ist 
also eine notwendige Bedingung dafiir, daB P ein WeierstraB-Punkt ist. 
Geht f = 0 einfach durch den Nullpunkt, und verschwindet dort die 
Determinante D nicht, so ist W = 0 auch eine hinreichende Bedingung. 


§ 2. 

Ein Hilfssatz. 
Wir werden in folgendem die einzelnen Kolonnen dieser Determinante 
Pi 
Po 


kennzeichnen miissen: die Kolonne sei mit K bezeichnet und 


a,f 


Gy (p— f 
3 
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art+# 


#1 
62” dy" 
a+*K - oe : 
unter ———- wollen wir die Kolonne } |, , ° verstehen. 
02" dy 0 a w—n! 
as Se 
a2" dy" 








Wir werden des éfteren ein Verfahren anzuwenden haben, das wir, 
um es immer zur Hand zu haben, die vollstdndige Zerlegung einer Deter- 
minante D, nennen wollen: 

Hine Kolonne K, bestehe aus Produkten, deren einer Faktor fiir alle 
c,d, 


d, 
Elemente von K, derselbe ist: K, = | 4, , die Kolonne | : | wollen 
d 
ed, | ‘ 





wir mit k bezeichnen. Die Kolonnen meiner Determinante D, seien Ab- 
leitungen von K,. 


Wir differenzieren nun aus. Dadurch werden aus den Elementen 
Polynome. Wir zerlegen die Determinante in eine Summe von solchen 
Determinanten, deren Kolonnen Produkte einer Ableitung von ¢ und einer 
Ableitung von & sind. Wir kénnen dann die Ableitungen von ¢ als 
Faktoren vor die Determinanten ziehen. Diese Determinanten bestehen 
dann nur noch aus Ableitungen von k allein. Wir wollen sie Teildeter- 
minanten von D, nennen. Wir haben damit D, als Linearform von 
Teildeterminanten dargestellt; die Koeffizienten sind Ableitungsprodukte 
von ¢, 

D, bestehe nun im besonderen aus allen Ableitungen von K, nach « 


8 (s+ 


und y bis zur s-ten Stufe, also aus ony Kolonnen. (W ist z. B. nach 


diesem Gesetz gebaut.) Fiihren wir die vollstiindige Zerlegung durch, so 
besteht jede Teildeterminante aus set!) Ableitungen von k héchstens 
der s-ten Stufe, also aus allen diesen Ableitungen. Es gibt demnach nur 
eine Teildeterminante, die Linearform schmilzt hier zu einem einzigen 
Gliede zusammen. Um seinen Koeffizienten zu bestimmen, bemerken wir, 
daB alle in D, fiir das Produkt ¢c-k bereitgestellten Differentiationen schon 
fiir den Faktor k verbraucht sind, c ist iiberhaupt nicht differenziert und 
a(s + 1) 

der Koeffizient ist c * Wir haben also den 

Satz. Besteht eine Determinante aus allen Ableitungen einer Kolonne K, 
bis zur s-ten Stufe, so kénnen wir. einen allen Elementen von K, gemein- 


samen Faktor in der Potenz et) vor die Determinante ziehen. 














O.-H. Keller. 
§ 3. 
Homogene Form der Gleichung. 


Fiir das folgende erweist es sich als wiinschenswert, ja als unum- 
ginglich, daB alle Elemente der Kolonne K denselben Grad haben. In 
(6) ist das nun durch keine Wahl der Polynome a zu erreichen: wir 
kénnen sie nur alle vom gleichen Grade r wihlen und dadurch wenigstens 





die Gleichheit der Grade der letzten 2! = !) Elemente gewihrieisten. 


Um unser Ziel zu erreichen, miissen wir die Definition von W noch 
etwas abiindern: wir multiplizieren alle Polynome g mit demselben, im 
iibrigen beliebigen Polynom 6 vom (r + 3)-ten Grade. Da die Adjungierten 
einen um 3 kleineren Grad haben als f, sind jetzt b-m und a-{ vom 
gleichen Grade. Die Adjungierten bleiben eine lineare Schar, und wenn 
b nicht gerade im Nullpunkt verschwindet, hat dort b-g = 0 ebenso- 
viele Schnittpunkte mit f = 0 wie mg = 0 selbst. Dieses so veranderte 
Polynom W verschwindet im Nullpunkt nach wie vor dann und nur 
dann, wenn er entweder ein WeierstraB-Punkt oder ein vielfacher Punkt 
von / = 0 ist oder dort D oder 6 verschwinden. Dieses so verinderte W 
wollen wir unseren weiteren Betrachtungen zugrunde legen. 

Bisher hatten wir W als eine Zahl aufgefaBt, indem wir fiir die 
Elemente immer nur ihren Wert am Nullpunkt zulieBen. Lassen wir 
diese Beschrinkung fallen, so wird aus W ein Polynom, aus W = 0 eine 
Kurve. Es ist leicht einzusehen, daB jeder Schnittpunkt von W = 0 
und f = 0 in der euklidischen (z, y)-Ebene ein Weierstra3-Punkt oder ein 
singulirer Punkt von / = 0 oder ein Schnittpunkt von D = 0 oder 
b = 0 mit f = 0 ist. Ich brauche bloB das Koordinatensystem parallel 
zu verschieben, dann sind die Ableitungen der Kolonne K nach den alten 
und den neuen Verinderlichen einander gleich, und das Polynom W er- 
weist sich gegeniiber dieser Transformation als kovariant. Aus einer Be- 
dingung, die ich fiir jeden Punkt einzeln anzusetzen hatte, ist jetzt eine 
in der ganzen euklidischen Ebene erklarte und fiir die Frage nach den 
WeierstraB-Punkten entscheidende Kurvenklasse geworden. Wir wollen sie 
die WeierstraB-Kurven nennen. 

Um auch die Verhiltnisse auf der unendlich fernen Geraden iiber- 
sehen zu kénnen, miissen wir homogene Koordinaten z, y, z einfiihren. 

Unter W wollen wir die bisher erklirte inhomogene Form unserer 
Determinante verstehen, und wir wollen mit W das Polynom bezeichnen, 


das entsteht, wenn wir W homogen schreiben, mit W das Polynom, das 
wir bekommen, wenn wir K homogen schreiben und in W einsetzen, mit 


W das Polynom, das wir aus W erhalten, wenn wir jede Kolonne so oft 
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nach z differenzieren, bis sie die Stufe p—1 erreicht hat. W ist erst 
véllig homogen. Unser Ziel ist, W mit W zu vergleichen. 

Man iiberzeugt sich leicht, daS sich W und W nur um einen Faktor 
z° unterscheiden. Unter Ausnutzung der fiir homogene Polynome n-ten 
Grades giiltigen Eulerschen Identitét n-g = x-g, + y-g,+ 2-9, kénnen 
wir durch geeignete Kolonnenaddition die Form W bis auf einen Faktor 
const-z* in W umformen. (An dieser Stelle wird es von Wichtigkeit, 
da8 alle Polynome a-f und b-@ denselben Grad haben.) Die Kurven 
W = 0 und W = 0 stimmen im Endlichen véllig iiberein. 

W kann natiirlich fiir besondere Kurven f = 0 die unendlich ferne 
Gerade als Faktor enthalten, und dieser Faktor kénnte in den Formen 
W und W gar nicht in Erscheinung treten; daher immer die unbestimmte 
Aussage: ,bis auf einen Faktor const-z**‘. 

W enthalt in seinen Kolonnen alle iiberhaupt méglichen Ableitungen 
der (p — 1)-ten Stufe und ist véllig symmetrisch in z, y,z. Da im End- 
lichen W = 0 mit W = 0 iibereinstimmt, ist die Bedingung dafiir, da8 
ein Punkt Weierstra$-Punkt sei, W = 0, gleichgiiltig, ob der Punkt im 
Endlichen liegt oder auf der unendlich fernen Geraden; denn diese ist in 
W in keiner Weise vor den anderen Koordinatenachsen ausgezeichnet. 
Wir werden also W = 0 als die eigentliche Gleichung der Weierstra8- 
Kurven anzusehen haben. 

So miissen wir z.B. von W ausgehen, wenn wir nach dem Grad 
der WeierstraB-Kurven fragen. Sind die Elemente von K vom n-ten Grade, 
so sind die (p — 1)-ten Ableitungen vom Grade n—p-+1. Jedes Glied 


von W ist ein Produkt von eiptt solchen Ableitungen, also vom Grad 
p(p+1)_ (p+1)p(p—1)_ 
2 2 
Im iibrigen wollen wir aber unseren Betrachtungen die inhomogene 
Form W zugrunde legen. Sie ist handlicher. 





(7) Piet in—pt+l=n 


§ 4, 
Kovarianz gegeniiber projektiven Transformationen. 


Jetzt, wo wir die Gleichung der WeierstraB-Kurve fiir die ganze pro- 
jektive Ebene aufgestellt haben, ist unsere nachste Aufgabe, die Kovarianz 
der WeierstraB-Kurven gegeniiber projektiven Transformationen und Cre- 
mona-Transformationen nachzuweisen. Denn ohne diesen Nachweis hatte 
jene Bildung noch keinen eigentlichen geometrischen Sinn. 
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Es sei uns durch 

= 4,,5+4,.7+4,,¢, 

y = 4,,5+4,,.9+4,;¢, 

Z = G5, E+ Oyg +4550 
eine projektive Transformation gegeben. Um die Kovarianz der WeierstraB- 
Kurven ihr gegeniiber nachzuweisen, setzen wir sie in der homogenen 
Form W an.. Wir miissen die (p —1)-ten Ableitungen von K nach 
z, y,z durch die Ableitungen von K nach &,,¢ ausdriicken. Es sind 
Linearformen mit konstanten Koeffizienten, und zwar haben nur die 
(p — 1)-ten Ableitungen einen von Null verschiedenen Koeffizienten. Diese 
Linearformen setzen wir in die Determinante ein. Die Koeffizienten sind 
dann fiir alle Elemente einer Kolonne dieselben, ebenso die Indizes der Poly- 
nome by, und a,f fiir alle Elemente einer Zeile. Die Determinante zerfallt 
also in ein Produkt zweier Determinanten. Der eine Faktor ist W, ge- 
schrieben in den neuen Koordinaten; der andere Faktor ist konstant und 


von Null verschieden, weil W weder im alten noch im neuen Koordinaten- 


system identisch verschwinden kann. W ist gegeniiber projektiven 
Transformationen kovariant. 


§ 5. 
Kovarianz gegeniiber Cremona-Transformationen. 

Bei einer Cremona-Transformation gehen WeierstraB-Punkte in Weier- 
straB-Punkte iiber. Wenn die Weierstra$-Kurven wirklich eine natiirliche 
Bildung sind, diirfen sie ihren Charakter nicht verlieren, wenn wir die 
Figur einer Cremona-Transformation unterziehen. Dem Beweise legen 
wir die inhomogene Form W der Determinante zugrunde. 

Die Cremona-Transformation kénnen wir nach dem Noetherschen 
Satz in ein Produkt von quadratischen Transformationen mit je drei 
verschiedenen Fundamentalpunkten zerlegen, und wir brauchen nur solche 
quadratische Transformationen zu betrachten. Da wir weiter schon die 
Kovarianz gegeniiber projektiven Transformationen bewiesen haben, kénnen 
wir uns auf die Betrachtung von Transformationen beschrinken, deren 
Fundamentalpunkte in den Ecken des Koordinatendreiecks liegen, also 
auf die Transformation 

1 1 
(8) t=-7F set 4 
Setzen wir dies in W oder K ein, so erhalten wir gebrochene rationale 
Funktionen von é und », die wir mit W+ und K+ bezeichnen wollen. Die 
Hauptnenner von K+ und von W* sind &*-7" und &"-7™, wo n der 








Eine Kovariante bei Cremona-Transformationen. 711 


Grad der Elemente von K und, nach (7), m = net, -- ei beth 
der Grad von W ist. Multiplizieren wir K+ mit &"-7" und W* mit &"-™, 
so erhalten wir die Polynome 

(9) K*— K+. E"n", 

(10) W* — Wr. em, 

K* enthalt als Elemente die Transformierten von a,f und bg,. W* ist 


die Kurve, die durch die Cremona-Transformation (8) aus W = 0 hervorgeht. 
Wir kénnen uns W* noch einmal dadurch herstellen, daB wir in W 


die Kolonne K durch K+ ersetzen. Die Ableitungen <a ra — rechnen 
zx 
sich um in 
8\ (O&\" (an\s—r =a Kt 
qa) (+) (as) (az) Oe ana + ® 


wo R eine Linearform von Ableitungen niedrigerer Stufe als s von K+ 
nach ¢ und 7 bedeutet. Alle Elemente der q-ten Zeile sind Linearformen 
von Ableitungen des g-ten Elementes von K, und alle Elemente einer 
Kolonne sind mit denselben Koeffizienten zusammengesetzt. W+* la8t sich 
also in ein Produkt 

(12) W+=W-C 


zweier Determinanten zerfillen. Der erste Faktor W hesteht aus allen 
Ableitungen von K* nach ¢ und 7 bis zur (p — 1)-ten Stufe; der zweite 
Faktor C ist die Determinante der GréBen (11), aufgefaBt als Linear- 
a” K* 

ae an?—e ; 

Ordnen wir nun in C die Zeilen und Kolonnen nach der GréBe von 
s und og, in zweiter Linie nach der GréBe von r und g, so verschwinden 
alle Glieder auf derjenigen Seite der Hauptdiagonale, die durch o > s oder 
o =s und @ > r gegeben ist, und C ist gleich dem Produkt der Elemente 
der Hauptdiagonale: 


p-—1 


ome I] I] Gi) (RY~. woe= IT () 


formen in den 


¢=1 r=0 


Aus (8) folgt 55 = — 2; und 3 — oF 
—3 Ir , p-1 _£@+n 
1\° 1\° 
c= [] (-z) -(-y) =e |] (ary) 


(p +1) p(p—1) 
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Da wir die Beziehungen, auf die wir hinaus wollen, in den Koordinaten & 
und » darstellen miissen, haben wir auch C in diesen Koordinaten zu 


schreiben: 
(p+) p(p—)D 


(13) C=c(én) ° 
(o> 22-2. 
W+ = W-c-(&n) . 
Jetzt miissen wir W mit W, der Weierstra8-Kurve der transformierten 
Grundkurve, in Beziehung setzen. In W stehen noch nicht die trans- 
formierten Polynome K*, sondern gebrochene Funktionen K+. Sie unter- 
scheiden sich von K+ um den Faktor "7". Nach dem Satz des § 2 


kénnen wir diesen in der Potenz eet vor die Determinante ziehen. 


Die aus den Ableitungen von K* nach & und » gebildete Determinante 
ist aber W, und es wird nach dem eben gesagten: 
n-p(p+) 





(14) W=(&-n) * W. 
Halten wir nun die Gleichungen 

np(p+1) (p+1) p(p—1) 
(10) W*=Wr(én) * ; 

; p (p+) (p—) 

(12) W+=W (yn) ° 

n p(p +1) 
(14) W=W (En * 


zusammen, so erhalten wir das Ergebnis: 
pip+i(p—)_ 
W=Wen *  , 
wobei, wie gesagt, W* =-0 die Transformierte der WeierstraB-Kurve von 
{= 0, W =0 die Weierstra8-Kurve der Transformierten {* = 0 bedeutet. 
Das sind vorliufig noch inhomogene Formen. Unsere Aufgabe ist 
erst dann gelést, wenn wir die Verhiltnisse in homogenen Koordinaten 
&,,¢ dargestellt haben. Durch die inhomogenen Formen sind aber die 
homogenen vollstindig bis auf eine Potenz von ¢ bestimmt, und da die 
Fundamentalgeraden &, , ¢ der quadratischen Transformation symmetrisch 
(p+) p(p—)) 
auftreten miissen, haben wir den Faktor ¢ . hinzuzufiigen. Wir 
erhalten also die Weierctrap-Kurve W = 0 der Transformerten f* = 0, indem 
(e+UP@-D 
wir W = 0 transformieren und mit (& 7 £) . multiplizieren. 
Haben wir nun mehrere quadratische Transformationen hintereinander 
auszufiihren, so transformieren sich die Fundamentalgeraden der ersten 
Transformation bei der nachsten mit, und neue Fundamentalgeraden treten 
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hinzu. Die Gesamtheit aller dieser Kurven ist das Fundamentalsystem 
der zusammengesetzten Cremona-Transformation. Die WeierstraB-Kurven 
der Transformierten finden wir demnach auch bei allgemeinen Cremona- 
Transformationen, indem wir die WeierstraB-Kurven der urspriinglichen K urve 


transformieren und mit der fet pip) ten Potenz des Fundamental- 
systems multiplizieren. 

Es ist noch dreierlei zu bemerken: 

1. Wir hatten den Grad der Polynome a unbestimmt zelassen, obwohl wir 
ihn auf p — 2 hitten festlegen kénnen. Hier zeigt sich, warum: Durch die Cremona- 


Transformationen werden die Polynome a ebenfalls transformiert und ihr Grad wird 
verénudert. 

2. W*, (a-/)*, (6- ¢)* brauchen nicht notwendig die Transformierten von W, 
(a-f), (b- ¢) im tiblichen Sinne zu sein, sondern kénnen noch Potenzen von Funda- 
mentalkurven als Faktor enthalten, z. B. wenn / in einem Fundamentalpunkt ver- 
schwindet. 

3. Die Transformation fihrt die allgemeinen Polynome a und b in spezielle 
iiber, némlich in solche, die mit einer gewissen Vielfachheit durch die Fundamental- 
punkte gehen. So kann man sich die Méglichkeit erkliren, daB die WeierstraB- 
Kurve W* plétzlich eine Potenz der Fundamentalkurven als Faktor enthalt: wir 
sind durch unser Verfahren auf spezielle WeierstraB-Kurven gestoBen. Die allgemeine 
WeierstraB-Kurve der Transformierten geht durch Transformation aus WeierstraB- 
Kurven mit speziellen Annahmen iiber die a und b hervor, und diese erméglichen 
es, nach der Transformation die Potenzen der Fundamentalkurven wegzuheben. 


§ 6. 
Die tiberzihligen Schnittpunkte von 1 = 0 und f= 0. 


Jetzt, wo wir die Kurve und ihre Kovarianzeigenschaften haben, 
kénnen wir daran gehen, ihre Schnittpunkte mit f= 0 zu untersuchen, 
Wie wir schon gesehen haben, gibt es vier Arten von Schnittpunkten 
von W=0 und {= 0: erstens und zweitens die Schnittpunkte von 
D=0 und b= 0 mit f = 0; drittens die singuliren Punkte von f = 0 
und viertens die WeierstraB-Punkte. Ehe wir diese letzte fiir uns allein 
wichtige Art von Schnittpunkten untersuchen, miissen wir uns iiber die drei 
anderen Arten Klarheit verschaffen. 

Zunichst behandeln wir die beiden ersten Arten; wir arbeiten hierbei 
am zweckmiBigsten im Ring der Polynome in /, a, 6, » und den Ab- 
leitungen dieser GréBen und kiimmern uns — nachdem wir die Ableitungen 
gebildet haben — nicht mehr darum, daB jene GréBen selbst noch Poly- 
nome in z und y sind. Wir wollen uns jetzt davon iiberzeugen, dab W, 
aufgefaBt als Polynom dieses Ringes, dem Ideal (/, D-b”) angehért. 
W aBt sich eindeutig in der Form 
(15) W=A-{/+W-D-b 


Mathematische Annalen. 114. 46 








714 O.-H. Keller. 


darstellen, wobei in # nur noch /, gy und deren Ableitungen, aber nicht 
mehr a und 6b oder deren Ableitungen vorkommen. 

Wir fassen fiir einen Augenblick die algebraische Funktion y(z) ins 
Auge, die durch f(z, y) = 0 definiert ist, und verstehen unter y’,y”’,... 
die Ableitungen dieser Funktion. Wenn wir / wiederholt total nach z 
differenzieren, erhalten wir eine Darstellung von “ als Linearform L, in 
den partiellen Ableitungen von f nach z und y, mit Produkten der 
GréBen y’, y”’,... als Koeffizienten. Diese Koeffizienten stellen wir als 
rationale Funktionen von partiellen Ableitungen von /f nach x und y 
dar. Wir multiplizieren in W jede Kolonne mit dem Koeffizienten, 


r 


den die entsprechende Ableitung in L, hat und addieren sie zu 


r 
Damit haben sich die Kolonnen “> in “rf verwandelt. 
=z z 





a2” 


Die Elemente “en fy differenzieren wir aus: 
z 


d (af) _ Yiir\ eta af 
a "aii 


Die GréBen ~ o = 1,2,....7, haben wir dabei als Abkiirzungen fiir 





die Linearformen Z, anzusehen, yad diese verschwinden identisch, wenn 
wir fiir y’, y”,... ihre Ausdriicke Y- den partiellen Ableitungen von f ein- 


setzen. Es bleibt nur asl 





Wir entwickeln W nach dem TE Satz in eine Summe von 
Produkten je einer Determinante der Matrix 








bo, Sho) abo) bg) By) a—*(bm) 
i | eee Oy Ozdy “"" @yP-) 
. SPare es eee re. eer TO ee 
M,= Pa 
gP-! 
RE RES eS a i a a Pn Se LS” 
p ay?! 








und der komplementiren Determinante der Matrix 








a, f _. , x2 *e eh Pan | POG 
dz?-t Oy dOndy ~"" AyP) 
ak wie as. Ses iy a ered wetter Eeble, « aneeed 
Ret Oe inane ee 4 + dees 
a” @y (p—1)/ 
Fis CeS Ss oars. Faia e 8 lene 3 
pas ay? 
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Wenn wir nach den Gliedern von W suchen, die von / frei sind, so ist 
fiir uns von allen Determinanten der Matrix M, einzig diejenige Deter- 
minante 











| 9 (a, /) 0° (af) a es 
| Oy dz dy ay’? 
hoe et ee | 
0 (a yp —P) (4, ()—»f) fs. «a 
2 a i 5 
dy Oxdy P oe y?—) 
0 (a, f) 
; dy 
von Belang, die aus allen Ableitungen von H = ; bis zur 


i ha. ” "enn — 1) f) ei 
(p — 2)-ten Stufe besteht. 


Bezeichnen wir die zu D, komplementare Determinante von M, mit 
D,, so ist 


(15a) W = D,-D,+A-}. 

Wir zerlegen D, vollstindig. Es sind dabei nur die Teildeterminanten 
D von Belang, in denen in jeder Kolonne / mindestens einmal differenziert 
ist, a, also héchstens (p — 2)-mal; in D stehen pip") 1) Ableitungen der 


(p — 2)-ten Stufe von den a, also alle méglichen, und es ist D = D. 
Rechnet man alle a . die in D, und D vorkommen, zu- 


sammen, so hat D, noch 4 ie aa ) Differentiationen nach y voraus. Diese 
o . l) py 
miissen auf die 2 Faktoren f der pir ») Kolonnen gerecht ver- 
teilt werden, und jedes f ist genau einmal nach y differenziert. Das 
pps 


einzige von f freie Glied in D, ist demnach D- i, 2 


pip- 1) 


(15b) D,= 4-f+ Df, * 





Die zu D, komplementire Determinante von M, ist 





| 
d (b 9) (6 1) 
69, — = * aan —1 
D, a . 6 62 + * & 46 2.6 6.8 @ a #8 
oe d (by,) d?~* (bg,) 
7 Ca dx?) 





46* 
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Nach dem Hilfsatz des §2 kénnen wir b in der p-ten Potenz vor die 
Determinante ziehen; dann wird: 





d @, dg,”~? 
ae ae 
(15c) D, = Wiese ee eee ees o Pe. 
dy, d’—" 9, 
vo “J- 3.71 





In w haben wir die Determinante (1) wiedergefunden. (15a, b, c) ergeben 
zusammen 





Ppip-1) 
(15d) W= 4-§+%, * w D br. 
Hier, in der (x, y)-Ebene kénnen wir w = 0 als die Bedingung dafiir 


deuten, da8 (p — 1) aufeinanderfolgende Differentialquotienten der durch 
y(z,y) = 0 und f(z,y) = 0 definierten Funktionen iibereinstimmen, 
daB sich also » = O und f = 0 p-punktig beriihren. 

Uberlegen wir uns einmal, wie w gebildet ist. Wir haben Kolonnen 
von W mit Potenzprodukten von Ableitungen von y nach x multipliziert 
und zu anderen Kolonnen addiert. Diese Ableitungen, dargestellt als ratio- 
nale Funktionen der partiellen Ableitungen von f, enthalten noch eine 
Potenz von /, im Nenner. Wir miissen daher damit rechnen, daB auch 

p(p—d 
w noch eine Potenz von f, im Nenner enthalt, und zwar i, 2 . Denn 
p(y —1) 
da D und 6 sicher f, nicht als Faktor enthalten, muB8 {, ? +w ein 
Polynom w# sein. w darf aber nicht durch /, teilbar sein, da W = 0 im 
allgemeinen nicht durch die Schnittpunkte von f = 0 und /, = 0 geht. 
Es ist: 





th ae 1 
v= 0° O-» 
.* 
und 
(15) W =4-/+ DW 


Hier ist der Faktor w zu beachten: er ist durch f eindeutig gegeben und ent- 
halt keine willkirlichen Polynome mehr; ®@ = 0 schneidet f = 0 nur noch in den 
singuliren Punkten und in den Weierstra8-Punkten, scheint also auf den ersten 
Blick fir unsere Zwecke viel geeigneter als W. Das ist aber leider nicht der Fall, 
denn einmal ist w nicht kovariant gegeniiber Cremona-Transformationen, ja nicht 
ecinmal gegeniiber projektiven Transformationen; und zweitens stellt sich, wie wir 
spater sehen werden, die Liickenverteilung in einem WeierstraB-Punkt wohl in den 


Singularititen von I)’ = 0, aber nicht in denen von w = () dar. 
Wir haben jetzt einen genauen Einblick in die Schnittpunkte der 
ersten und zweiten Art gewonnen: W = 0 und f = 0 schneiden sich mit 


derselben Vielfachheit wie D = 0 und f/f = 0 oder mit der p-fachen 
Vielfachheit des Schnittes von b = 0 und f = 0. 
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§ 7. 


Die vielfachen Punkte von 7 = 0. 


Die dritte Art Schnittpunkte von W = 0 und / = 0, die wir zu 
untersuchen haben, sind die singuliren Punkte von f = 0. Wir wollen 
uns hier darauf bescirinken, die algebraische Vielfachheit des Schnittes 
von W = 0 und / = 0 zu bestimmen; es wird sich herausstellen. daB W = 0 
und f = 0 in jedem k-fachen Punkt von f = 0 sich Et). p(p+1)-fach 
schneiden. 

P sei ein singulirer Punkt von f = 0; er sei aus mehreren viel- 
fachen Punkten P,, P,,..., P, mit den Vielfachheiten k,, k,,...,k, zu- 
sammengesetzt. Es mégen durch P die Zweige Z,, Z,,...,Z, von 
f = 0 von den Graden r,,7,,..., 7% hindurchgehen. Wir legen den Null- 
punkt des Koordinatensystems nach P und achten darauf, daB die Achse 
xz = 0 Tangente keines der Zweige Z,, Z,....,Z, wird. 

Nach (15d) ist 


pap- wv 


W=A-f+f,* wD 








dq d?—* », 
1 dz i «xe d oI 
x 
mit Se a ie, de es hn ae, 
d -P d' Ke 7 
? ie = 
z dx’ 





Die totalen Ableitungen haben dabei die im § 6 eingefiihrte symbolische 


Bedeutung fiir gewisse Linearformen. Die beiden Faktoren, die fiir uns 
plip-d) 
von Wichtigkeit sind, sind /, * und w. 





f, = 0 ist die Polare des Punktes s = z = 0 und schneidet nach 

unseren Voraussetzungen W = 0 nicht 6fter als die allgemeine Polare, 
o 0 pup 

Dy k, (ky — 1) + » (r; — 1)-mal. Der Faktor i. 2 jiefert demnach 


(16) [ i ky (hy — 1) + » (, — Pe 
1 1 


Schnittpunkte. Nun wollen wir die Schnittvielfachheit von w = 0 und 
f = 0 bestimmen. Wir errechnen dazu die Schnittvielfachheiten von w = 0 
mit den einzelnen Zweigen von {f = 0 und addieren sie. Dazu 
gehen wir von der (z, y)-Ebene zuriick auf die durch f(z, y) = 0 gegebene 
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Riemannsche «z-Fliche. Aus den Kurven w = 0 und » = 0 werden 
wieder Funktionen der Flaiche, also von « allein. Aus den Schnittviel- 
fachheiten werden Ordnungen des Verschwindens. Die totalen Ableitungen 
der Adjungierten, die in w stehen, erhalten ihre iibliche Bedeutung. 

In der Umgebung des Nullpunktes laBt sich die durch f(z, y) = 0 
definierte Funktion y(z) lings des Zweiges Z; in eine nach Potenzen 
von é, = Vz fortschreitende Reihe entwickeln. Wir fiihren ¢, auch in » 
und w als Verinderliche ein; dann wird: 











’ 1 
p d 4 d! Fi 
~~ 1 d £ fi poi 
—o,— 0 22-9 ») “4 d §F 
w= ec, §é; man: eee ere eS 
1 
» dy, ae 
» a:, d gp- 
pit) 
-¢—- )—— 
= ¢, é, > oe. 
a’ q . . 
Ist nun — die erste nicht verschwindende Ableitung der allgemeinen 


Si 


Adjungierten, so ist die erste nicht notwendig verschwindende Ableitung 
von w*: 











ad Pi ft ?~te. 
# ese <+p—l 
d& d & , d? * w* 
- = ¢, 
ite. > i pevten "ae 
ce ) ee 
| —_ 
| a; =" 


Wenn wir annehmen, es falle kein WeierstraB-Punkt in den Nullpunkt, 
so verschwindet diese Determinante tatsichlich nicht. w* verschwindet also 
von der Ordnung p-s. s ist hierbei die Ordnung des Verschwindens der 
adjungierten Funktion, oder, wenn wir jetzt wieder in die (z, y)-Ebene 
hinausgehen, die Schnittvielfachheit der adjungierten Kurven mit Z,. 


Geht Z; durch den Punkt P, etwa /,,,-fach, so ist: s = » kus (ky — 1). 
” 1 


w* verschwindet demnach p: Dk ky (ky — 1)-fach, und w verschwindet 


[p » kai (kn — 1) — (7, -— 1) PP") fach, da ja noch der Faktor 


pay- 


—(;—1)- ———— 


é, 2 hinzutritt. 
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Die Gesamtschnittvielfachheit von w = 0 und / = 0 ist die Summe 
aller dieser Ordnungen des Verschwindens von w auf den einzelnen Zweigen: 


(17) » IY iy, (k, — 1) — Sin- 1) pip") 1) 
1 1 1 
=p: Dha(kx—1)— DP, — 22>, 
1 1 


a 
da ja Di has = k, sein muB. 
1 


(16) und (17) liefert 
k, -(k,—1 
pp+1): ye 
1 


als Schnittvielfachheit von W = 0 und / = 0. 


Wenn man sich die Singularitit von W—O in einem singuliren Punkt 
von {=O ansieht, wird man sich vielleich+ wundern, wie verwickelt sie ist. 
W = 0 berihrt die Zweige von f—0 noch mehrfach, geht also durch einfache 
Punkte von f = 0, die nicht WeierstraB-Punkte sind. Diese Punkte sind allerdings 
uneigentlich, gehen aber durch geeignete Cremona-Transformationen in eigentliche 
einfache Punkte iiber, in denen sich nach wie vor W — 0 und f = 0 schneiden. 
Die Erklarung dieser sonderbaren Erscheinung ist darin zu suchen, daB D nach der 
Transformation in diesen Punkten verschwindet. 

Wir kennen den Grad von W, D, 6 und f, kénnen also die Gesamtzahl der 
Schnittpunkte von W = 0 und f = 0 sowie die davon auf die Schnittpunkte von 

= 0 mit D = 0 oder b= 0 und die auf die singuliren Punkte von /f = 0 ent- 
fallenden Anzahlen berechnen. Es bleiben (p+ 1) p(p — 1) Schnittpunkte ibrig, 
die dann WeierstraB-Punkte sein miissen. Dies ist die bekannte Héchstanzahl der 
Weierstra8-Punkte. 


II. Teil. 
3 8. 
Liicken und Adjungierte. 

Wir wollen nun versuchen, uns einen Einblick in die Singularitaét zu 
verschaffen, die die WeierstraB-Kurve in einem WeierstraB-Punkt der 
Grundkurve hat. 

Der Einfacbheit halber legen wir den WeierstraB-Punkt in den Null- 
punkt und nehmen an, er sei ein einfacher Punkt von f = 0, und f = 0 
beriihre dort die z-Achse so oft, daB wir dort alle vorkommenden Ab- 
leitungen von / nach z gleich 0 setzen diirfen. Es geniigt anzunehmen, 
die Beriihrung sei 2p-fach. Wir kénnen dies immer durch eine Cremona- 
Transformation erreichen. AuBerdem verlangen wir, daB D und b im 
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Nullpunkt nicht verschwinden. Wir haben dann die Ergebnisse 
in einer gegeniiber Cremona-Transformationen invarianten Form dar- 
zustellen, in der diese spezicllen Annahmen keine Rolle mehr spielen. 

Die adjungierten Polynome ¢ bilden ein lineares System der Dimension p. 
In die Determinante W haben wir eine Basis von ihnen einzusetzen. Wie 
wir diese Basis auswahlen, haben wir noch offen gelassen. Wir wihlen 
nun fiir gy, ein Polynom aus, von dem méglichst wenige, mit g, selbst 
etwa 4, — 1 aufeinanderfolgende Ableitungen nach z im Nullpunkt ver- 
schwinden. Es sei also im Nullpunkt 

a gi? a-! 
%,=05% =0 — in ey ©. 

Man kann ibrigens leicht zeigen, daB 1, immer Eins ist. 

Das System aller adjungierten Polynome, die mit ihren A, —1 ersten 
Ableitungen nach z im Nullpunkt verschwinden, ist von. (p — 1)-ter 
Dimension, denn durch Hinzunahme von 9, erhilt man das volle System. 
Aus diesen Polynomen wiahlen wir wieder eines aus, von dem médglichst 
wenige, etwa A, — 1 aufeinanderfolgende Ableitungen nach z im Nullpunkt 
verschwinden, und nennen es g,. Wenn wir so fortfahren, kénnen wir 
uns eine Basis der Adjungierten verschaffen, von denen jede folgende im 
Nullpunkt mehr verschwindende Ableitungen aufweist als die vorhergehende; 





oO 
. 


1 
und zwar sei jedes Mal ~ fe die erste im Nullpunkt von Null ver- 





schiedene Ableitung von gy, nach z. 

Die Zahlen /,, A,, ..., 4, sind nun die Liicken, die zu dem WeierstraB- 
Punkt gehéren. Denn der Riemann-Rochsche Satz sagt: Die Dimen- 
sion N(n) des Systems von rationalen Funktionen der Flache, die im 
Nullpunkt Pole héchstens der n-ten Ordnung haben und sonst iiberall 
auf der Flache regular sind, ist gleich der Dimension P(n) des Systems 
der Adjungierten, die im Nullpunkt mindestens von der n-ten Ordnung 
verschwinden, vermehrt um die Ordnung n, vermindert um p: 


(18) N (n) = P(n)+n—p. 


Ist » eine Liicke, so gibt es keine Funktion, die genau die n-te Ordnung 
hat, alle N(n) Funktionen sind von geringerer Ordnung und N(n) = N(n — 1). 
Dann folgt aus (18): P(n)= P(m—1)—1. Es gibt also eine Ad- 
jungierte, die f = 0 wohl (m — 1)-fach, aber nicht n-fach berihrt; es ver- 
schwinden von ihr im Nullpunkt wohl alle Ableitungen nach z bis zur 
(n— 2)-ten, nicht aber die (n —1)-te. ist also eine jener Zahlen 4,; 
da nun die Anzahlen der Liicken und der Zahlen 4, iibereinstimmen, 
nimlich beide gleich p sind, mu8 auch jede Zahl A, eine Liicke sein. 
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§ 9. 
Die beweglichen Marken. 


Ist die Liickenverteilung eine andere als 1, 2, ..., p, so verschwindet W 
im Nullpunkt. Bei zerstreuteren Liickenverteilungen wird auch das alge- 
braische Verhalten von W=0 im Nullpunkt verwickelter sein. Das 
wollen wir jetzt untersuchen. 

Von allen Polynomen sind uns dabei nur die Werte im Nullpunkt von Wichtig- 


keit. Es sei mir zu sagen gestattet, ein Polynom verschwinde, wenn es im Null- 
punkt verschwindet. 


Wir werden aus den Satzen des § 8 folgern kénnen, daB gewisse 
Ableitungen von W verschwinden, also ein Ideal angeben, dem W angehért. 
Bei speziellen Annahmen iiber die Grundkurve und iiber die Polynome a 
und 6 kann es sehr wohl vorkommen, daS W eine héhere Singularitat 
hat, als die hier angegebene. Die Erérterungen dariiber wollen wir auf 
spiter verschieben. 

Die Differentiationen der Determinante W wollen wir ausfiihren, 
indem wir die Kolonnen differenzieren. Eine Ableitung von W besteht 
dann aus einer Summe von Determinanten, deren jede aus Ableitungen 
der Kolonne K gebildet ist. Jede dieser Determinanten wollen wir nun 
in folgender Weise darstellen: 

Wir nehmen dazu das Gitter der ganzzahligen Punkte einer (r, »)-Ebene 


zu Hilfe und verschaffen uns PPT) bewegliche Marken, die wir auf die 


Gitterpunkte legen kinnen. Jeder Determinante, die in einer Ableitung 
von W vorkommt, ordnen wir nun eine Markenverteilung zu; und zwar sei 


+0K 
der Gitterpunkt (zr, 9) belegt, wenn in der Determinante die Kolonne — - 


vorkommt. Da nicht zwei gleiche Kolonnen vorkommen k6nnen, ist jeder 
Gitterpunkt héchstens mit einer Marke belegt. 

Die x- und n-Achse mdgen die iibliche Lage haben, so daB wir von rechts und 
links im Sinne positiver und negativer z-Richtung, von oben und unten im Sinne 
positiver und negativer 


9-Richtung reden diirfen. Mecece ’ 

1. Auf diese Weise anes —_— 
kommen wir gewiB nicht t 
zu alien 


denkbaren Fig. 1. Markenverteilung'zu Fig. 2. Nicht sinnvolle 
Markenverteilungen. So |K, K, K,,K,,K,,,K 
kénnen wir etwa im 

Falle p= 2 niemals die Markenverteilung der Fig. 2 erwarten, da doch 
in W und damit in allen Ableitungen eine Kolonne nach y differenziert war. 
Wir wollen eine Markenverteilung sinnvoll nennen, wenn wir sie einer 
Determinante zuordnen kénnen, die in einer Ableitung von W vorkommt. 


seis v|: Markenverteilung. 











722 O.-H. Keller. 


Kine sinnvolle Markenverteilung kennen wir: die undifferenzierte 
Determinante W entspricht einer Verteilung, bei der alle Punkte des 
Dreiecks r+ 9) = p—-1, 1 >0, 9» [> O und nur diese 
3 belegt sind. Wir wollen sie die Grundverteilung nennen. 
@e Der Differentiation einer Kolonne entspricht nun 
t éine Verschiebung der entsprechenden Marke um einen 
Fig. 3. nicht-negativen Betrag in der r-Richtung und um einen 
ya Nar nicht-negativen Betrag in der »-Richtung. — Solche 
ir p = 3. : om 
Verschiebungen wollen wir nicht-negativ nennen. — Jede 
sinnvolle Markenverteilung ist durch nicht-negative Verschiebungen aus der 
Grundverteilung hervorgegangen. Es laBt sich jedem belegten Gitter- 
punkt (z', n') eineindeutig ein belegter Gitterpunkt (r°, n°) der Grund- 
verteilung so zuordnen, daB z'> 7°, y' > y°. Diese Zuordnung sei 
durch Pfeile angedeutet. 

Diese Zuordnung la8t sich im gegebenen Fall auf sehr viele ver- 
schiedene Weisen vornehmen. 

Satz 1. Wir kénnen jede Zuordnung so umschalten, daB ein Gitter- 
punkt, der in beiden Markenverteilungen belegt ist, sich selbst zugeordnet ist. 
Denn es sei etwa: 

(t, 01) > (£_0D,); 

(f4 Ds) > (ts D5)- 
Ersetzen wir diese Zuordnung durch: 

(t,0,) > (£305), 

(292) > (t2 2), 
so sind die dadurch dargestellten Verschiebungen nach wie vor nicht- 
negativ. Wir haben also eine Zuordnung der geforderten Eigenschaft vor 
uns. 

Wir wollen uns im folgenden auf solche Zuordnungen beschrinken, 
bei denen keine solche Umschaltung mehr nétig ist. 

Sind in zwei sinnvollen Markenverteilungen V, und V, die Summen 
der z- und y-Koordinaten je einander gleich, so sind die entsprechenden 

Determinanten Summanden einer und derselben 
P Ableitung von W. Wir wollen V, und JV, ein- 

Adi as ander gleichwertig nennen. 
pes ee 2. Wenn wir nun eine sinnvolle Marken- 
. * _verteilung vor uns haben, dann ist fiir uns 
Fig. 6. die Frage von Wichtigkeit, ob die ihr ent- 


Gleichwertige Marken- ‘ a 
vonsiaeee ve sprechende Determinante auf Grund der Sitze 


SS 


y) 





Fig. 4. 


aw des § 8 verschwindet oder nicht. Der §8 sagte 
daoy nur etwas aus iiber diejenigen Kolonnen, in denen 





— —_ — —™ «a as 


a eae = 2 
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ausschlieBlich nach z differenziert wurde, deren entsprechende Marken also 
auf der y-Achse liegen. Es mége sich um die Gitterpunkte (r, , 0), (r,, 0), ..., 
(t,, 0) handeln; sie seien der GréBe nach geordnet. Ist nun irgendein x, +- 1 
kleiner als die »-te Liickenzahi /,, so gibt es » Kolonnen, in denen nur 
nach « differenziert wurde und zwar seltener als (A, —1)-mal. Alle diese 
Ableitungen verschwinden fiir y,, 9,41, .--, Mp» 4 f, «--» @p(p—n/; es stehen 


also in jenen Kolonnen iiberal] Nullen auBer in den ersten vy—1 Zeilen, 
und die Determinante verschwindet. Ist dagegen immer 3, > A, — 1, so 
kénnen wir jedenfalls auf Grund der Ergebnisse des § 8 nicht behaupten, 
daf die Determinante verschwindet. 

Wir wollen im folgenden eine sinnvolle Markenverteilung eigentlich 
oder uneigentlich nennen, je nachdem ob immer x, > A, — 1 ist oder nicht. 

3. Nun liegt uns daran, méglichst niedrige, gerade nicht mehr ver- 
schwindende Ableitungen von W zu finden; es hat also zum mindesten 
keinen Sinn, Ableitungen zu betrachten, die nicht verschwinden, wenn 
man einige Differentiationen riickgiingig macht. Wir wollen deshalb eine 
eigentliche Markenverteilung V und alle ihr gleichwertigen wesentlich nennen, 
wenn es unmédglich ist, V selbst oder eine gleichwertige Verteilung durch 
positive Verschiebungen aus einer anderen, ebenfalls noch eigentlichen 
Markenverteilung zu gewinnen. 

Satz 2. In einer wesentlichen Markenverteciluny sind alle Gitterpunkte 
des Dreiecks y+) <= p—1, 4 > 0, 9 |} 1 belegt. Dieses Dreieck wollen 
wir mit A bezeichnen. 

Angenommen, ein Punkt (r,,9,) von.1 sei in } .icht belegt. In der Grund- 
verteilung ist er belegt; es sei ihm in V der Punkt (z,, 9.) zugeordnet. 
Machen wir die positive Verschiebung von (r,,,) nach (r,,¥,) riiekgingig, 
so bleibt die Markenverteilung eigentlich, V kann also nicht wesentlich sein. 

Satz 3. Sind in einer wesentlichen Markenverteilung o Punkte der 
r--lchse belegt, so sind dies die Punkte 


(19) ee . 7 vo eee 


¢ 

In einer Markenverteilung V seien, der GréBe nach geordnet, die Punkte 
(x,, 9), (ty, 0), .-., (x,, 0) der z-Achse belegt Angenommen, diese Reihe 
stimme nicht mit der Reihe (19) iiberein. x, sei der erste belegte Gitter- 
punkt, der von 2, — 1 verschieden ist. Da es sich um eine eigentliche 
Markenverteilung handelt, ist x, > A, — 1. 

Um zum Widerspruch zu gelangen, haben wir drei Fille zu unter- 
scheiden, die verschiedene Methoden erfordern. 

1. (r,, 0) ist nicht sich selbst zugeordnet. Verschieben wir dann die 
Marke, die in V darauf liegt, um 1 nach links, so bleibt die Verteilung 
sinnvoll und eigentlich, V kann also nicht wesentlich sein. 
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2. (z,, 0) ist sich selbst zugeordnet, und es gibt ein Paar zugeordneter 
Gitterpunkte 
(zt, 0) > (x, D), 
t<4St. 

Dann kénnen wir die Zuordnung umschalten 
(z, 0) > (z,, 9), 
(t» 0) — (ft, p). 
Damit haben wir diesen Fall auf den ersten zuriickgefiihrt. 

3. (x,, 0) ist sich selbst zugeordnet, und alle Gitterpunkte, die den 
Punkten (0,0), (1,0), ..., (x, — 1,0) zugeordnet sind, haben eine kleinere 
x-Koordinate als x,. Dann sind der Punkt P (z,, » —x,) und alle Punkte 
unbelegt, die auf der Geraden x = x, iiber P liegen. Q(z, }) sei nun 
m) der Punkt, der dem Punkt (4, — 1,0) der Grund- 
verteilung zugeordnet ist. Es ist nach Voraus- 
setzung 4,-1 <= r<4,, ) > p—4,; wir setzen 
ty — i =c und verschieben die Marke, die auf Q 
liegt, um ¢ waagerecht nach rechts auf den Punkt 
R(z,, )) und dafiir die, die auf (z,, 0) liegt, um ¢ 
Lit: nach links in den Punkt (z,0). Beides ist méglich 

Fig. 6. ohne da8 zwei Marken auf denselben Gitterpunkt 

: fallen kénnten. An den Summen der y- und der 
)-Koordinaten haben wir nichts geindert, und wir sind zu einer gleich- 
wertigen Markenverteilung V’ gekommen. 

(A, set 1, 0) — (z, 0), 
(x, , 9) — (x, D) 
ist eine sinnvolle Zuordnung, und da x,—c >4A,—1, ist auch J” 
eigentlich. R ist von P verschieden. Verschieben wir die Marke von R 
nach P, so bleibt die Markenverteilung eigentlich. Da die Verschiebung 
von P nach R positiv ist, kénnen V’ und damit auch V nicht wesentlich 
sein. Damit ist der Satz bewiesen. 

Ist » eine Nicht-Liicke, so kann in keiner wesentlichen Marken- 
verteilung auf (ry — 1,0) eine Marke fallen. Wir wollen die Punkte 
(vy —1,0) verboten nennen. Alle iibrigen Gitterpunkte des ersten Qua- 
dranten stehen den Marken zur Verfiigung; sie mégen erlaubte Punkte heiBen. 

Satz 4. Alle Punkte (A, — 1,0) der x-Achse links von (p,0) sind in 
einer wesentlichen Markenverteilung V_ belegt. 

Wir kénnen den Beweis des Satzes 2 fiir diesen Satz wértlich iiber- 
nehmen; denn ist etwa (A, — 1,0) unbelegt, so kann nach Satz 3 kein 
Punkt der Achse rechts von ihm belegt sein. Legt man die Marke, dic 
in cer Grundverteilung auf ihm lag, wieder darauf, so bleibt die Marken- 
verteilung eigentlich, und V kann nicht wesentlich sein. 


fiir die 
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§ 10, 
Das Newtonsche Polygon. 


Die Singularitét von W =0 wollen wir dadurch beschreiben, dab 
wir feststellen, wie viele Zweige einer bestimmten Art jeweils durch den 
Nullpunkt gehen. Es ist dies eine Méglichkeit unter vielen, die Sin- 
gularitét einer Kurve zu beschreiben, aber fiir uns wohl die ge- 
eignetste. 

Fir einen Zweig von W = 0 sind uns zwei Zahlen wesentlich: erstens 
die Zahl q der Schnittpunkte, die ein beliebiger linearer Zweig mit ihm 
im Nullpunkt hat, und zweitens die Zahl ¢g+ 7 der Schnittpunkte, die 
die Grundkurve dort mit ihm hat. Wir nehmen an, q und r seien teiler- 
fremd, und betrachten einen Zweig mit den Zahlen o-q und g-r als den 
Inbegriff von @ zusammenfallenden Zweigen. — Die Anzahl der Zweige 
von W = 0, die zu einem bestimmten Zahlenpaar g,r gehéren, wollen 
wir mit A(q,r) bezeichnen. Unser Ziel sei, alle Zahlen A(q,1r) zu be- 
stimmen; sie beschreiben das, was von der Singularitaét fiir uns wichtig 
ist, und sind invariant gegeniiber einer Cremona-Transformation, deren 
Fundamentalsystem nicht gerade durch den NulJpunkt geht. 

Zur Durchfiihrung zeichnen wir uns in eine (£,7)-Ebene eine Art 
Newtonsches Polygon der Singularitét: wir ordnen dem Gitterpunkt (¢, 7) 


ew 


die Ableitung sap rund die entsprechenden Klassen von gleichwertigen 
a2 "dy' 


Markenverteilungen zu; die Gesamtanzah] der Differentiationen tragen wir 








also als Abszisse und die Anzahl der Differen- 7 

tiationen nach y als Ordinate in die (£, 7)-Ebene eeeoeoooeoo 
ein. Die Punkte, denen eine eigentliche Mar- pe seececes 
kenverteilung entspricht, fassen wir zu einer keccsed 

Menge M&M zusammen und betrachten einen gegen ay 

den Nullpunkt konvexen Polygonzug der folgenden 

Art: er beginne in einem Punkt der 7-Achse Pm 

und ende in einem Punkt der Geraden § = 7; 

seine Eckpunkte gehéren der Menge It an, aber ie 
kein Punkt im Innern des von ihm und den Fig. 7. 


. * ae - Newtonsches Polygon 
Achsen eingeschlossenen Flichenstiickes mége M | 5 4, Lachvavertellang 


angehéren. Dieser Polygonzug heiBe das New- |; 9345...91011. 
tonsche Polygon. 


Um nun die Anzahl A(g,r) zu bestimmen, legen wir eine Stiitz- 
gerade y der Form g&+r7= 8s so an das Newtonsche Polygon, dab 
kein Punkt von M links von y liegt, wohl aber mindestens ein Punkt 
von M auf y. Wir behaupten dann: 
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Geht y nur durch eine Ecke des Newtonschen Polygons, so ist A (q, 7) = 0; 
enthdlt » eine Seite des Newtonschen Polygons, auf der einschlieBlich der 
Ecken h +-1 Gitterpunkte liegen, so ist A (q, r) = h. 

Zum Beweise setzen wir einen Zweig der verlangten Form durch 
eine Reihenentwicklung 


mit unbestimmten Koeffizienten an. Setzen wir diese in W ein, so mu 
W identisch verschwinden; dies liefert uns Gleichungen fiir die Koeffizienten 


der Reihenentwicklung. Bei diesem Einsetzen wird aus dem Potenz- 
qQst+r % 
produkt «*—"y' die Reihe aja % -+.... Wir fassen jetzt gleiche 





Potenzen zusammen und bestimmen den Koeffizienten des niedersten 
Gliedes. Es setzt sich aus den ersten Gliedern der Reihenentwicklungen 
fiir diejenigen Potenzprodukte zusammen, fiir die ¢& + r7 méglichst klein 
ist, deren Bilder also auf y liegen. Der Koeffizient ist ein Polynom in «,, 
und in ihm unterscheiden sich der Exponent des héchsten von dem des 
niedersten Gliedes um h-+ 1. Dieses Polynom, gleich Null gesetzt, 
ist eine Gleichung fiir «,; wir haben also h von 0 verschiedene Werte 
von «, und damit h Zweige mit den Zahlen g und r zu erwarten: A(q, r) = h. 

Wir wollen nun versuchen, ein biBchen deutlicher zu sehen, in welcher Weise 
wir die Zweige zu zaihlen haben, wenn mehrere Werte von x zusammenfallen. Die 
in A.(q.r) aufgezihlten Zweive kénnen wir dadurch kennzeichnen, daB sie durch 
eine bestimmte Reihe von aufeinanderfolgenden Satelliten*) des Nullpunktes gehen. 
Sie unterscheiden sich durch den auf den letzten Sutelliten folgenden freien Punkt, 
durch den sie gehen. Um uns die Verhiltnisse besser ansehen zu kénnen, wollen 
wir die Umgebung dieses letzten Satelliten vermége einer Cremona-Transformation 
auf die Punkte einer Geraden 7 = 0 abbilden. Geniigen die beiden Zahlen a und /, 


la S i : . : . 
der Gleichung { |= 1, so ist, wie man sich leicht tiberzeugt, 
q a+r] 
z= y’Z’ 
y= y't'2’ 


eine Cremona-Transformation, die das verlangte leistet. Transformieren wir ein 


Potenzprodukt 2*~" y", und bezeichnen die neue Exponentensumme mit § und den 
Exponenten von 7 mit 7, so wird: 


E=(a +q)&+(b+r—a)y 


i; = qé+ ry 


Diese Transformation ist affin, und an der Konstruktion von » und an der Be- 
rechnung und dem Wert von A hat sich nichts geaindert. » hat die Gleichung 


2) Uber den Begriff des Satelliten vgl. Enriques-Chisini, Teoria geometrica 
delle equazioni e delle funzioni algebriche, 2. Bd. 
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7 = 8. Aus den Zweigen mit den Zahlen g und r sind jetzt die Zweige von 
W = 0 geworden, die 7 = 0 in einem vom Nullpunkt und dem unendlich fernen 
Punkt verschiedenen Punkte schneiden. Die oben ausgefiihrte Berechnung liefert / 
von 0 und cc verschiedene Schnittpunkte von W — 0 mit 7 — 0. 


Schneidet ein Zweig von W = 0 7 = 0 in ¢ zusammenfallenden Punkten, so 
haben wir in der (z, y)-Ebene einen Zweig mit den Zahlen oq und or vor uns. 
Hier haben wir die Rechtfertigung dafiir, daB wir einen solchen Zweig o-fach unter 
die Zweige mit den Zahlen g und r zaihlen durften. 


Es kann natiirlich auch vorkommen, da8 W = 0 auf 7 = 0 einen mehrfachen 
Punkt hat, obwohl dort f nicht verschwindet, ja sogar, daB Lage und Art eines 
solchen Punktes unabhangig von den willkirlichen Polynomen ist. Durch die An- 
gabe der Zablen A (q,r) ist also die Singularitét von W— 0 nur teilweise beschrieben. 


Diese Betrachtungen sind jedoch fiir die Liickenverteilung der WeierstraB- 
Punkte nicht von Wichtigkeit. Wir werden uns iiberdies spiter davon iiberzeugen. 
daB wir unter bestimmten Voraussetzungen itiber die Grundkurve durch geeignete 
Wahl der willkirlichen Polynome erreichen kénnen, daB W = 0 mit 9 = 0 auBer 
dem Nu!lpunkt und dem unendlich fernen Punkt lauter getrennte Schnittpunkte 
hat, daB wir also diese verwickelteren Singularitaten vermeiden kénnen. Wir wollen 
uns im folgenden mit der Bestimmung der Zahlen A (q,r) begniigen. 


§ 11. 
Die Liicken yon 1 bis p 4-1. 


1. Wir wollen zunichst nach der Anzahl A (1,0) der linearen Zweige 
von W = 0 fragen, die durch den WeierstraB-Punkt hindurchgehen, ohne 
dort f = 0 zu beriihren. Wir haben an das Newtonsche Polygon eine 
Stiitzgerade der Form & = const zu legen, also die Ableitungen niedrigster 
Stufe ins Auge zu fassen. ln den zugehérigen Markenverteilungen mub 
die Gesamtsumme der Koordinaten méglichst klein sein; dies ist der Fall, 
wenn alle Marken, die in dem Dreieck r+) Sp—1lr 20,720 
keinen Platz finden, auf die Gerade x + 9) = p zu liegen kommen. Wo 
sie auf dieser Geraden liegen, ist fiir die Gesamtsumme der Koordinaten 
gleichgiiltig. 

Uns gehen hier die beiden auBersten Lagen an, in denen die Summe 
der z-Koordinaten am kleinsten und am gréBten ist. Die Differenz dieser 
beiden Summen ist A (1,0). 

Die Berechnung dieser beiden Summen wollen wir uns noch durch 
folgende Bemerkung vereinfachen: da beide Markenverteilungen wesentlich 
sind, sind in ihnen nach Satz 2 des § 9 alle Gitterpunkte des Dreiecks A 
belegt, und ihre Koordinaten fallen bei der Differenzberechnung heraus. 
Wir wollen sie deshalb gleich von vornherein weglassen und nur die 
Marken auf der Geraden + 9 = p und auf ger z-Achse betrachten. 
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Jene beiden aufersten Lagen sind: 

1. Die Markenverteilung V,, fiir die die Summe der x-Koordinaten 
moéglichst klein ist. In diesem Fall sind die in Frage kommenden Zu- 
ordnungen zur Grundverteilung: 

(a, —1,0) + (4,—1,0) » =1,2,... 
%0->(,p—2) red—. 


Pp (p—l1) 
- 


t 
uit, wack anak ip =5.) Die Summe der x-Koordinaten ist hier 
2. Die Markenverteilung V,, fiir die die Summe der z-Koordinaten 
moglichst groB ist. 
Hier sind zunichst die Punkte 
(4, — 1, 0) (a, — 1,0)... (a, —1, 0) 


auf der z-Achse belegt, wo 4,, 4,, ..., 4, die Liickenzahlen von 1 bis p + 1 
einschlieBlich sind. Fiir die Liicken von 1 bis p ist dies der Inhalt des 
Satzes 4, §9. Ist p+ 1 eine Liicke, so ist (p, 0) in V, belegt, da dieser 
Punkt auf der Geraden r+ = p die gréBte x-Koordinate bei nicht- 
negativer y-Koordinate hat. Die Summe der rz-Koordinaten aller dieser 
Marken ist: 


(20) Sa-n-3» im~ 


Die tibrigen p —a Marken, die in der Grundverteilung auf der r-Achse 
lagen, belegen jetzt die Punkte 


(21) (p — 1,1), (p — 2,2), ..-, (a, p — @) 
auf der Geraden r+ = p. Die Summe ihrer z-Koordinaten ist: 
p(p—1)__ a(x—1) 





Addieren wir (20) und (22) und ziehen davon rip) ab, so wird: 


A(1,0) = - 34- st). 


2. Aus diesen Uberlegungen la8t sich auch leicht die Gesamtvielfach- 
heit von W=0 im Nullpunkt ablesen. Wir brauchen dazu nur die 
Gesamtsumme der Koordinaten einer der beiden Markenverteilungen, etwa 
von V,, zu bestimmen und davon die Gesamtsumme der Koordinaten der 
Grundverteilung abzuziehen. Die Marken des Dreiecks A wollen wir da- 
bei wieder aus dem Spiele lassen. 

Die Differenz A(1,0) der Summen der z-Koordinaten der iibrigen 
Marken haben wir eben berechnet. Die Summe der n-Koordinaten von V, 
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laBt sich aus (21) leicht zu empath) berechnen; die Summe der 


y-Koordinaten der Grundverteilung ist 0. Die Vielfachheit von W = 0 
im Nullpunkt ist demnach: 





und die Gesamtheit der Zweige von W=0, die {=O beriihren oder 
nicht linear sind, hat die Vielfachheit 


(p —«)(p—x+1]) 
; : 


Ist nun die Singularitét bekannt und die Liickenverteilung gesucht, 





dann kann ich hieraus « berechnen. » 4, ergibt sich dann aus A (1,0). 
1 


Wir haben die Méglichkeit gefunden, aus der Liickenverteilung von 1 
bis p+ 1 die Anzahl der linearen Zweige zu bestimmen, die {| = 0 nicht 
beriihren. Aber, wie wir sahen, geht in diese Formel nur Anzahl und 
Summe dieser Liicken ein. Umgekehrt kinnen wir aus der Singularitdt der 
WeierstraB-Kurve auch nur Anzahl und Summe der Liicken von 1 bis 
p+ 1 bestimmen. Wie dort die Liickenverteilung im einzelnen aussieht, 
bleibt fiir die erste Frage unwesentlich, bei der umgekehrten unbestimmt. 


§ 12. 
Die Liicken oberhalb von p + 1. 

Wir wollen jetzt die iibrigen Zahlen A (q, r) aus der Liickenverteilung 
bestimmen. Um einfachere Bilder vor Augen zu haben, fiihren wir in 
der (x, »)-Ebene neue Koordinaten ein, die mit den alten durch die Be- 
ziehungen 

t=r-D+pPp 

n=) 
verkniipft sein mégen. Das Dreieck r+ 9 Sp — 1,xr 20,9 ]>O kommt 
dann auf die linke Seite der j-Achse. Welche Gitterpunkte dieses Drei- 
ecks belegt sind, steht nach den Sitzen des §9 fest; wir wollen es nicht 
weiter betrachten und uns jetzt nur noch mit den Marken befassen, die 
im iibrigen Teil des ersten Quadranten der (rz, »)-Ebene, also in dem 
Gebiet ¢ > 0, 9 > 0, J —E SS p liegen. Ihre Anzahl sei f. 

Nachtriglich wollen wir die Striche iiber den Koordinaten wieder 
weglassen. 

Wir wollen zunichst nach den Beziehungen suchen, die sich zwischen 
den Figuren der (&, 7)-Ebene und den Markenverteilungen der (r, 9)- 


Ebene herstellen lassen. Verschieben wir eine Marke von einem Gitter- 
Mathematische Annalen. 114. 47 
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punkt (z,,,) nach einem Gitterpunkt (z,, 9,), fiigen wir also zu der 
Summe der z-Koordinaten und zu der Summe der »-Koordinaten die 
n Betrige x,—1z, und 9, —», hinzu, 
so sind wir in der (é, 7)-Ebene von 
dem Punkt (&,7) auf den Punkt 
(§F+%,—h, 7+0,—9,) _ tiberge- 
gangen. Die Verschiebungen der Marken 








) in der (rz, 9)-Ebene und die entsprechenden 
bs: Uberginge in der (&, n)-Ebene sind 
; also parallel. 

¢ Die Gerade y mit der Gleichung 
Verschiebung = Ubergang im q&+1rn =a enthalte eine Seite des 

der Marke. Newtonschen Polygon. os 
ye Newtonschen Polygons; 2 sei ein 

ig. 9. 


Punkt dieser Seite. Wir legen 
eine x zugeordnete Markenverteilung zugrunde und legen in die (rz, »)- 
Ebene eine solche Gerade g mit der Gleichung gz + ry = 8 parallel zu y, 
da8 auf g noch Marken liegen, aber rechts von g keine mehr. Dann 
kénnen wir uns davon iiberzeugen, daB alle erlaubten Punkte links von g 
belegt sind. Denn andernfalls wire die Verschiebung von einem Punkt 
auf g nach einem Punkte links von g méglich; ihr entsprache ein Uber- 
rm gang von 2 nach einem Punkt links von y. Aber die ganze 
Menge M liegt rechts von y, und wir haben einen Wider- 
spruch. Zu einem Punkt x einer Seite y des Newtonschen 
Polygons gibt es also in jeder zu ihm gehérigen Anordnung 
der Marken eine zu y parallele Gerade g mit der Gleichung 
qt+ry=s von der Art, daB links von ihr alle erlaubten 
Punkte belegt sind, rechts von ihr aber keiner. Von den Gitterpunkten auf 
g selbst ist mindestens einer belegt. 
Wir wollen jetzt das absolute Glied s in der Gleichung fiir g zu be- 
stimmen suchen. Es bezeichne »(z) die Anzahl der Nicht-Liicken unter- 


halb der Zahl z. g schneidet die x-Achse im Punkte (=. 0). Links 
von g gibt es auf der z-Achse ebensoviele verbotene Punkte, als 


es Nicht-Liicken zwischen p und otpt+l gibt (die Grenzen aus- 
geschlossen), also 


Fig. 10. 


(= +p+ 1) —»(p + 1). 


Nach den Sitzen des §9 sind die Marken, mit denen wir uns noch 
befassen, denjenigen Punkten (x, 0) der Grundverteilung zugeordnet, fir 
die x < p und x + 1 eine Nicht-Liicke ist. Ihre Anzahl ist 8 = »(p + 1). 
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Wir wollen mit d(q, r; s) die Anzahl der Gitterpunkte des Dreiecks 
qr+ry<s,r>0, »>0 bezeichnen. ( Ein besonderer Fall dieser Begriffs- 
bildung ist die Dreieckszahl d(1, 1; 8) = fer). Die Punkte dieses Drei- 


ecks sind alle belegt oder verboten, und mindestens eine Marke liegt auf 
keinem von diesen Punkten. Das ergibt die Ungleichung: 


(23a) d(g 75 8) <[»(= +p +1) —9 (p+ Y] + (P+) 
=»(-+p+ 1). 


Andererseits darf kein Punkt rechts von g belegt sein; alle Marken miissen 
links von g oder auf g Platz finden: 





(23b) d(q, 7; 8+1) > »(t*+p+1). 

Wir wollen die Funktion d(q, r; s) wenigstens fiir ae 

die Werte s = kqr ausrechnen (k ganzzahlig). Die g°° 

Gerade g mit der Gleichung ; 
qtt+ry=k-q-r Fig. 11. 


schneidet die Achsen in den Punkten (kr, 0) und (q=4,r=3,k=1 
(0, &q) und ist Diagonale des Rechtecks mit den 4 (4, 3; 12) = 9.) 
Ecken (0, 0), (kr, 0), (0, kq), (kr, kq). In diesem 

Rechteck liegen (kr + 1)(kq+ 1) Gitterpunkte, davon k+1 auf g. 
Rechts und links der Diagonalen liegen gleichviele, also 


(kg +1) (kr +1) —(k +1) 
2 





d(q, 7, kqr) = 
Gitterpunkte. 
d(q,7; 8) und »(= + p+ 1) sind bestindig nicht abnehmende Funk- 


tionen von s. Aber auch 


(24) t(s) = d(q,r; s) —»(*+p+1) 
q 


nimmt bestindig nicht ab. Denn wenn » beim Ubergang von s auf 
s-+ 1 um eine Einheit wichst (starker kann » nicht wachsen), so ist mit 
dem Auftreten einer neuen Nicht-Liicke ein neuer (verbotener) Gitterpunkt 
in das Gebiet links von g getreten, und d ist ebenfalls um 1 gewachsen. 
Nun ist ¢(0) negativ, denn d(g,7r;0)=0 und »r(0+p+1)>0. 
t(pqr) ist positiv, denn d(g,7r; pqr) = pat tert N—+) und 





v(pr+p+1)=pr, da es unterhalb von pr+p+1(>2p) genau 
p Liicken und daher pr Nicht-Liicken gibt; fiir p > 2 ist 
d(q,7; pqr)>v(pr+p+1) und t(pqr)>d. 


47* 
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Es gibt einen und nur einen Wert von s, fiir den t(s) noch negativ ist, 

t(s+ 1) nicht mehr. Dieser Wert von s erfiillt unsere Gleichung (23a). 

Auf g selbst sind — ¢(s) erlaubte Gitterpunkte belegt, ¢(s + 1) nicht. 
Wir haben damit ein Verfahren gefunden, s und ¢ durch endlich 


viele Versuche zu bestimmen, wenn die Liickenverteilung und qg und r 
gegeben sind. 


Man kénnte den Zusammenhang auch formelm&Big darstellen unter recht 
haufigem Gebrauch der Funktion [x]. Jedoch wird dadurch nichts an Deutlichkeit 
gewonnen. 


s ist demnach allein durch die Liickenverteilung und die Richtungs- 
gréBen gegeben. Die Gerade g ist in allen Anordnungen der Marken, 
die zu den Punkten von y gehéren, dieselbe, und diese Anordnungen 
unterscheiden sich nur durch die Verteilungen der Marken auf g. 

Ist a eine Ecke des Newtonschen Polygons, so liegt 2 auf zwei 
Seiten y, und y,, und zwar mége y, von links, y, von rechts an a heran- 
gehen. Ihnen entsprechen in jeder zu a gehérigen Markenverteilung zwei 
Geraden g, und g, mit den angegebenen Eigenschaften, aber mit ver- 
schiedenen Richtungen. Sie mégen sich in einem Punkt P schneiden. 
Dann sind auf g, alle erlaubten Gitterpunkte links von 
P belegt, die Punkte rechts von P nicht, denn diese 
Punkte liegen dann auch links und rechts von g,. 
Ebenso sind auf g, die Punkte links von P unbelegt, 
die Punkte rechts von P belegt. P selbst kann be- 
legt sein, braucht es aber nicht; P braucht sogar nicht 
einmal ein Gitterpunkt zu sein. Die Anordnung der 
Marken ist in diesem Fall eindeutig. Zu 2 gehért eine einzige Deter- 
minante, die durch die beschriebene Anordnung der Marken gekennzeichnet 
ist; sie stellt fiir sich die Ableitung von W dar, die dem Punkt a 
entspricht. 

Es sei jetzt y eine Seite des Newtonschen Polygons, 2, ihr linker, 
x, ihr rechter Endpunkt, g die entsprechende Gerade der (rz, )-Ebene. 
Nach dem eben gesagten liegea auf g die Marken in der 2, zugeordneten 
Anordnung so weit links wie méglich, in der 2, zugeordneten Anordnung 
so weit rechts wie méglich. 

Wie wir gesehen haben, liegen 


8 i : . 
—t(s) = v(+pt 1) — d(q, 7; 8) 
Marken auf g, und auf g sind 
1 
t(s +1) =d(q,7r; s+1)— »(-2-+p4+1) 


erlaubte Punkte unbelegt. Beim Ubergang von 2, nach 2, habe ich die 
ganze Gruppe von — ¢(s) Marken von ganz links nach ganz rechts, also 





Fig. 12. 
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um t(s+ 1) Platze weiterzuschieben. Diese Verschiebung kann ich mir 
in —t(s)-¢(s +1) Verschiebungen der einzelnen Marken von einem 
Gitterpunkt zum nichsten aufgelést denken. Einer solchen Verschiebung 
entspricht der Ubergang von einem Gitterpunkt der Ge- , 
raden y zum nachsten. Die Seite des Newtonschen Polygons, 
die auf y liegt, geht demnach durch — t(s)-t(s+1)+1 
Gitterpunkte, und die Anzahl A(q, r) der Zweige mit den 
charakteristischen Zahlen q und r ist: Fig. 13. 


A(q,r) = —t(s)-t(s + 1). (A (1, 1) = 6.) 
Wir miissen uns nun die Frage vorlegen, welche Werte von q und r 
iiberhaupt in Betracht kommen, und von welchen Werten wir von vorn- 
herein sagen kénnen, daB A (q,7) verschwindet. Denn wir miissen doch 
nach endlich vielen Schritten die Singularitét beschrieben haben. 

A (q,r) kann nur dann einen von Null verschiedenen Wert haben, 
wenn auf der Geraden g mindestens zwei Gitterpunkte liegen. Der 
kleinste Wert von s, fiir den das der Fall ist, ist s=gq-r; es liegt 
dann auf jeder Koordinatenachse ein Gitterpunkt von g, aber keiner 





gt 





dazwischen. Es ist d(qg,7; gr) = @+ Hirt | 5 und dies mu8 kleiner 


sein als y(r-+p-+1). Nun sind unter den Zahlen von 1 bis 2p gerade 
p Liicken und p Nicht-Liicken. Ist r <= p, so ist v(r+p+4+1) 5 p; 
ist r > p, so ist v(r+p+1)=r. In dem einen Fall ist: 


1 1)—2 
(+ Met MF <p; tir +)) <2pHl. 





Der andere Fall fiihrt auf die Ungleichung: 





(q+ abit B38 < +. 
die fiir g > 1 nicht richtig ist. Es ist also r <= p und 
(25) Q+(@r4+1) <2p+l. 


Da q und r ganze positive Zahlen sind, kann es fiir sie nur endlich viele 
Werte geben, die die Ungleichung (25) erfiillen. 

Wir kénnen aus der Liickenverteilung die Zahlen A (q, r) bestimmen. 
Es fragt sich, ob sich auch umgekehrt die Liickenverteilung aus den 
Zahlen A(qg,7r) ablesen laBt. Sie kénnen nun sicher nicht willkiirlich 
gegeben werden; schon einfache Beispiele zeigen, daB es Werte dieser 
Zahlen gibt, denen keine Liickenverteilung entspricht. Unsere Frage 
kann nur so lauten: kann man aus einem in Frage kommenden Wert- 
system der Zahlen A (q,1r) eindeutig auf die Liickenverteilung schlieBen, 
oder gibt es verschiedene Liickenverteilungen, die zu denselben Zahlen 
fiihren? Wir werden uns von der Eindeutigkeit dieser Beziehung iiberzeugen. 
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Wir wollen einmal das ganze Newtonsche Polygon in Richtung 
wachsender &-Werte durchlaufen. Wenn £& seinen kleinsten Wert hat, 
sind wir mit den Differentiationen nach beiden Veranderlichen zusammen 
sO sparsam umgegangen wie médglich; alle iiberhaupt differenzierten 
Kolonnen sind in die p-te Stufe erhoben worden; die beweglichen Marken 
liegen alle auf der y-Achse. 

Am anderen Ende des Newtonsvhen Polygons hat 7 seinen kleinsten 
Wert, namlich 0. 7 ist die Summe der y-Koordinaten aller Marken; da 
keine von ihnen negativ sein kann, miissen sie alle verschwinden, und 
alle beweglichen Marken liegen auf der z-Achse. Ihre Abszissen sind 
die Liickenzahlen, vermindert um p + 1, und sind sicher kleiner als p — 2. 

Und nun habe ich nacheinander erst steilere und dann flachere 
Geraden g zu betrachten und auf ihnen die beweglichen Marken zu ver- 
schieben. Geht die Gerade g durch einen Gitterpunkt der rz-Achse, so 
ist es fiir die Anzahl A(q,r) sehr wesentlich, ob dieser Gitterpunkt er- 
laubt oder verboten ist; denn — t¢(s) ist in beiden Fallen gleich, ¢(s + 1) 
5 aber nicht. Wir brauchen bloB noch zu beweisen, daB 

die Gerade g bei ihrer Bewegung durch jeden Punkt P 
der z-Achse einmal hindurchgeht, dessen Abszisse kleiner 


e ist als p—2. Ist aber P ein erlaubter Gitterpunkt, 
> so mu8 einmal im Verlauf des Verfahrens eine Marke 
Fig. 14. auf ihn hinaufgeschoben werden, denn am Ende des 


Verfahrens ist P belegt. In diesem Augenblick geht 
die Gerade g durch P hindurch, da die Marken nur lings g verschoben 
werden kénnen. Hat g die Gleichung ¢,1+7,) = 8, so erhalten wir 
verschiedene Werte fiir A(q,,7,), je nachdem ob P erlaubt ist oder 
nicht. Andere ich die Liickenverteilung oberhalb von p+ 1, so andert 
mindestens eine der Zahlen A(q,r) ihren Wert. 

Es erscheint noch wissenswert, wie oft der WeierstraB-Punkt unter 
die Schnittpunkte von W=0 und f= 0 gerechnet werden mu8. Um 
dies zu beantworten, miissen wir uns diejenige wesentliche Markenvertei- 
lung ansehen, bei der alle P-Marken, die in der Grundverteilung auf der 
r-Achse lagen, noch immer auf der z-Achse, und zwar nach Satz 3, §9 
in den Punkten 


i ~t EE Ee.....€—Re 
/ P _— 
liegen. Die Summe der g-Koordinaten ist in ihr um (_S? 4, — Pe") 
1 


gréBer als in der Grundverteilung. Dies ist die gesuchte Schnittvielfach- 
heit*®). Es ist die Summe der Liicken, vermindert um die Summe der 


3) Vgl. dazu H. Geppert, Math. Zeitschr. 40 (1935), S. 70. 
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Liicken eines Punktes, der nicht Weierstra8-Punkt ist. Diese Zahl kénnen 
wir wohl als Rang‘) des Weierstrab-Punktes bezeichnen. Die Summe 
der Rangzahlen aller WeierstraB-Punkte ist dann (p + 1) p(p — 1), die in 
§7 errechnete Anzahl derjenigen Schnittpunkte von W = 0 und / = 0, 
die weder vielfache Punkte von / = 0 noch Schnittpunkte von W = 0 
mit D = 0 oder 6 = 0 sind. 


§ 13. 
Ausartungen. 

Wir haben uns in den letzten Paragraphen auf den allgemeinen 
Fall beschrinkt, daB Ableitungen von y und /, in denen mindestens 
einmal nach y differenziert wurde, sowie Determinanten aus solchen 
Gré8en im Nullpunkt weder verschwinden, noch solche Werte annehmen, 
daB die Koeffizienten der ersten Glieder in den Reihenentwicklungen der 
einzelnen Zweige Anla8 zu zusitzlichen Singularitéten geben. In speziellen 
Fallen brauchen diese Annahmen durchaus nicht richtig zu sein; die 
Singularitét von W = 0 kann in solchen Fallen eine andere sein als die 
wir ausgerechnet haben. Wir haben nur ein Ideal angegeben, dem W 
angehért, ohne behaupten zu kénnen, daB W als Basiselement dieses 
Ideals zu brauchen sei. 

So ist z. B. der Fall sehr gefahrlich, daB eine Adjungierte im Weier- 
stra8-Punkt einen p-fachen Punkt hat. Dieser Fall ist jedoch die Aus- 
nahme. Damit er eintrete, muB f noch eine Reihe von Bedingungen 
erfiillen. Sind diese nicht erfillt, ist kein WeierstraB-Punkt von / = 0 fiir 
eine adjungierte Kurve p-fach oder von noch hdéherer Vielfachheit, so 
kénnen wir beweisen, daB die Kurve W = 0 bei geeigneter Wahl der 
Polynome a und 6 wirklich nur die geforderte Singularitét und keine 
hohere hat. 

Wir wollen uns zunichst davon iiberzeugen, daB die Ableitungen 
von W, die den Ecken des Newtonschen Polygons entsprechen, nicht bei 
beliebiger Wahl der Polynome a und 6 verschwinden kénnen. Eine solche 
Ableitung besteht aus einer einzigen Determinante D,. Die Kolonnen 
von D, wollen wir so ordnen, da8 zuerst die Kolonnen kommen, in denen 
nur nach z differenziert wurde, und diese wollen wir nach der Anzahl 
dieser Differentiationen ordnen. Nun ist D, einer wesentlichen Marken- 
verteilung zugeordnet und beginnt daher nach Satz 3, § 9 mit den Kolonnen 


ai-'K gh-1K de 
agi?” agi’ "**’ aoe! 


4) Sonst Vielfachheit. Hier haben wir das Wort schon in anderem Sinne 
gebraucht. 
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db Py). 


In der y-ten von ihnen steht in der Hauptdiagonale "pet darunter 


Ox 
stehen lauter Nullen. Wir kénnen also von D die Faktoren 


A" (bg,)_ F2—"(bg.) I" gp) 


az} aat27? az?! 





abspalten. Als Rest bleibt eine Determinante D,, deren simtliche Ele- 
mente mindestens einmal nach y differenziert sind, und zwar kommen 
alle Ableitungen bis zur (p — 1)-ten Stufe vor, fiir die das der Fall ist. 

In D, stehen von den Adjungierten nur noch gys1, Popo,+++ pi 
von ihnen verschwinden alle Ableitungen nach z bis zur (A, — 1)-ten. 
Es ist 2,> p. Es ist nun nicht médglich, daB alle (p— o)-reihigen 
Unterdeterminanten von D,, die nur aus Ableitungen bis zur (p — 1)-ten 
Stufe der Adjungierten gebildet sind, im Nulipunkt verschwinden. Denn sonst 
kénnte man sich durch eine geeignete Linearkombination eine Adjungierte 
verschaffen, deren simtliche Ableitungen bis zu den (p — 1)-ten ver- 
schwinden, was gegen die Annahme verstéBt. Unter diesen Unterdeter- 
minanten suchen wir uns eine, etwa @ heraus, die nicht verschwindet, 
die sich aber in jedem Fall in eine verschwindende verwandelt, wenn ich 
in ihren Kolonnen Differentiationen nach z oder y weglasse. Die kom- 
plementire Unterdeterminante von @ in D, sei D,. Eine Determinante, 
die ich aus D, durch Differentiation von Kolonnen erhalte, kann in der 
Darstellung von D, keine Rolle spielen; denn entweder kommt sie formal 
nicht vor, oder ihre komplementare Unterdeterminante verschwindet. 

D, zerlegen wir vollstindig; es gibt eine Teildeterminante D,, deren 
siimtliche Kolonnen mit /, multipliziert sind. Da wir vorausgesetzt haben. 
== 0 sei im Nullpunkt reguliér und beriihre die z-Achse, darf /, dort 
nicht verschwinden. D, verschwindet im Nullpunkt nicht identisch. 

Wir schreiben jetzt den Wert unserer Determinanten im Nullpunkt 
als Polynom in den Koeffizienten der a,. Ein beliebiges Glied g des 

pip—» 
Polynoms D, kann nur mit f/, ~ -@® moultipliziert in D, vorkommen; 
denn kame g als Faktor eines Gliedes von D, vor, das auch noch héhere 
Ableitungen als /, als Faktoren enthielte, so stiinde g auch in einer 
Determinante, die aus D, durch Differentiation von Kolonnen entstanden 
sein kénnte, was nicht médglich ist. Jenes Glied kann demnach iiber- 
p(p—)) 

haupt nur in D, vorkommen und muB in D, mit f, * @ multipliziert 
sein. In dem Polynom D, ist demnach mindestens ein Koeffizient von 
Null verschieden; D, verschwindet nicht identisch, und durch geeignete 
Wahl der Polynome a kénnen wir erreichen, dap D, und D, nicht ver- 
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schwinden. Die in § 11 errechneten Zahlen A(q,r) sind dann die wirk- 
lichen Anzahlen der Zweige, die von einer beliebigen Geraden q-fach, vou 
f = 0 aber (q+ 1)-fach geschnitten werden. 

Es kénnte nun noch geschehen, daB mehrere Zweige des gleichen 
Typus sich stirker beriihren als notwendig, oder daB sie zu einem noch 
verwickelteren Zweig verschmelzen. Diese Fille treten dann ein, wenn 
die Gleichung G(«,) = 0, die wir fiir den Koeffizienten «, des ersten 
Gliedes in den Reihenentwicklungen der Zweige eines bestimmten Typus 
aufstellen kénnen, eine mehrfache Wurzel hat. Wir wollen zeigen, daB 
wir dies durch geeignete Wahl der Polynome a, verhindern kénnen. 

Wenn diese Gleichung fiir jede Wahi der Polynome a, eine mehr- 
fache Wurzel hitte, so miiBte sie in dem Ring R der Koeffizienten der a, 
zetlegbar sein. Unser Ziel ist, das Gegenteil zu beweisen. 

Nach §10 sind die Koeffizienten von G(«,) = 0 — abgesehen von 
Binomialkoeffizienten — die Ableitungen von W, die den Gitterpunkten 
auf der Seite +r =o des Newtonschen Polygons entsprechen; die 
Ableitungen V, und V,, die den ersten und letzten Koeffizienten dar- 
stellen, entsprechen Ecken des Newtonschen Polygons, und deren Aufbau 
haben wir uns schon angesehen. Wir k6nnen in der oben angegebenen 
Weise aus V, eine Determinante D, herausschilen, deren Elemente — 
wenn ich z und y gleich Null setze — Koeffizienten der a, sind. Diese 
Determinante D, kommt in der Darstellung keiner anderen Ableitung 
von W vor als in V,, denn durch D, sind die Ableitungen von K von 
der p-ten Stufe an aufwirts gegeben, die in einer solchen Ableitung vor- 
kommen diirfen. Setzen wir alle Koeffizienten der a, gleich Null, die 
nicht in D, vorkommen, so verschwinden alle Ableitungen von W bis 


auf V,, das jetzt in der Gestalt 
p(p—d 
V,=@}, * OD, 

erscheint. Die Gleichung G(a,) = 0 zerfallt hier; aber da D, unzerleg- 
bar ist, mu8 ein Faktor von G D, enthalten, also in den Koeffizienten 
der a, homogen vom Grade P\P—*) sein, und die anderen Faktoren sind 
von den a, unabhiingig. 

Wir nehmen jetzt einmal an, G sei im Ring R zerlegbar. Da G 


homogen in den Koeffizienten der a ist, mu8 es auch jeder Faktor 
sein. Ein Faktor mu8 dabei den Grad PP =") haben, denn in dem oben 
durchgerechneten Spezialfall hatte ein Faktor diesen Grad und kann nicht 
durch Spezialisierung aus einer GréBe geringeren Grades entstanden sein. 


Dann haben aber alle anderen Faktoren in den Koeffizienten der a, den 
Grad Null und sind von den a, unabhingig. 
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In dem eben besprochenen Spezialfall ist nun jeder Faktor eine 
Potenz der Unbekannten. Andererseits kénnen wir die Polynome a, so 
wablen, daB V, nicht verschwindet. Weder G@ noch einer ihrer Faktoren 
kann dann eine positive Potenz der Unbekannten als Faktor enthalten. 
Ein Faktor, der nicht von den Polynomen a, abhangt, muB also gleich- 
zeitig eine Potenz der Unbekannten sein und darf andererseits keine 
positive Potenz der Unbekannten als Faktor enthalten, mu8 also eine 
Konstante sein. Die Gleichung G(a,) = 0 ist im Ring R irreduzibel und 
hat im allgemeinen keine mehrfache Wurzel. 


§ 14. 
Beispiele. 


Wir wollen nun noch einige besondere Fille betrachten, die mir der 
Erwahnung nicht unwert erscheinen. 


1. { =0 sei eine hyperelliptische Kurve in Normalform; der Grad 
ist p+ 2 und es gibt einen p-fachen Punkt. Wir legen ihn in den Punkt 
xz = z= 0. Die Riemannsche Flache der inhomogenen Funktion f(z, y) = 0 
ist dann zweiblattrig tiber die z-Kugel ausgebreitet. Die Adjungierten 
zerfallen in Geraden durch den vielfachen Punkt; wo eine solche 
Gerade die Grundkurve beriihrt, haben wir einen WeierstraB-Punkt, und 
nur dort. W mu8 also im wesentlichen eine Potenz der Polaren /, des 
p-fachen Punktes sein; wir wollen uns davon iiberzeugen, dab 


p(p—}) 
W=c}, * D-b? (mod f) 
oder daB in (15d) w eine Konstante wird. 

Die Adjungierten sind alle méglichen Polynome in z allein bis zum 
(p — 1)-ten Grad; wit kénnen 9, = 1, 9, = 2, 9, = 2,.... Pp = BP! 
als Basis fiir sie verwenden. w ist nach (1) die Determinante aus allen 
totalen Ableitungen der Adjungierten nach z bis zu den (p — 1)-ten. 
Friiher mu8ten wir uns noch iiber den Sinn der totalen Ableitung klar 
werden; hier ist er ohne weiteres gegeben. 


a verschwindet fiir 9 >; dies sind aber die Elemente von w 





dz 
oberhalb der Hauptdiagonale. Die Elemente in der Hauptdiagonale sind 
ae-* 
== =(o— 1)! =const. w als das Produkt dieser Elemente ist eben- 


pip—1) 


falls konstant, und wir haben W = A-f+e-f, * -D-b?. 
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Hier zeigt sich noch einmal der Vorteil in der Verwendung der Determinanten- 
bildung W gegeniiber w; w ist in unserem Fall konstant; daB die Verzweigungs- 
punkte der auf der z-Kugel ausgebreiteten Riemannschen Fliche WeierstraB-Punkte 
sind, kénnen wir nicht aus dem Verschwinden von w, sondern nur daraus schlieBen, 
daB x in diesen Punkten nicht mehr Ortsuniformisierende ist. W=—=—0 und { 0 
hingegen schneiden sich in jenen Punkten, und nur dort. — Freilich griffen wir bei 
der wirklichen Berechnung von W mit Vorteil auf die handlichere Determinante w 
zuriick. 

2. Die einfachste nicht-hyperelliptische Kurve ist die Kurve vierter Ord- 
nung vom Geschlecht 3, also ohne Singularitiéten. Die Adjungierten sind 
gerade Linien und die WeierstraB-Punkte sind die Wendepunkte von f = 0. 
W muB also (mod f) bis auf den Faktor D-b* mit der Hesseschen Deter- 
minante iibereinstimmen. 


Als (inhomogene) Basis der Adjungierten sind die Gréfen 1, 7, y zu 
brauchen. w ist dann: 


i ae 2 
w= /0 1 y| =y” 
0 0 y" 


Dabei haben wir y” durch die partiellen Ableitungen von / nach z und y 
auszudriicken: 








” l 3 € 
y . £ (—ferhy + 2feyfely — fyyf2) 
l hex fe 
= -—(H— vl), 
A iste 
ais lay fy 
wenn wit H in der inhomogenen Form H = |f,, f,,/,| ansetzen. 
f. fy f 


W=Af+fi;wDb* laBt sich also umrechnen in W = A’/+H D-O6'. 

3. Wir wollen uns nun noch in einigen Beispielen den Zusammen- 
hang zwischen den Liickenzahlen des Weierstrab-Punktes und der Singu- 
laritat der WeierstraB-Kurve ansehen. So wollen wir nach der Singularitat 
der WeierstraB-Kurve in einem hyperelliptischen Weierstra$-Punkt vom 
Geschlecht p = 8 fragen. Die Liicken sind: 1-3-5-7-9-11-13-15. Die 
Summe der Liicken zwischen 1 und p+ 1 = 9 ist 25, ihre Anzahl 5. Fiir 
A(1,0) finden wir 


« 


A(1,0) = 3? 4,-22$" = 10. 
1 


Die hiermit aufgezihlten Zweige liefern 10 Schnittpunkte von W = 0 
und f = 0. 


Um die iibrigen Zahlen A(g.r) zu bestimmen, haben wir uns die 
(x, )-Ebene zu zeichnen. In ihr sind die Punkte (1,0), (3,0), (5,0) ver- 
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boten, weil 10, 12, 14 Nicht-Liicken sind. Wir wollen dies in der Zeich- 
nung durch kleine Kreise um die Punkte kennzeichnen. Die Anzahl der 
beweglichen Marken ist gleich der Anzahl der Liicken oberhalb 9, also 
gleich 4. Wir wollen ihre Bewegung verfolgen. Wir haben bei der Ver- 
schiebung darauf zu achten, daf links von der Geraden g, lings der wir 
verschieben, niemals ein unbelegter erlaubter Punkt liegen darf. Als 
Probe fiir die Richtigkeit der Rechnung kénnen wir die Bemerkung ver- 
wenden, da8 die Gesamtanzahl der Schnittpunkte von W = 0 und f = 0, 
die wir uns als in den WeierstraB-Punkt zusammengeriickt zu denken 


haben, bei hyperelliptischen WeierstraB-Punkten gleich pip —") ist. Wir 


rechnen also bei den Verschiebungen in der (z,1)-Ebene gleich die An- 
zahl S(q,r) der Schnittpunkte von W = 0 and f = 0 aus, die von den 
Zweigen mit den charakteristischen Zahlen g und r herriihren. 


9 9 
ooooosd 9, 
00010 =. o0 0 (7 oe ooo07o9 Leche 





Fig. 15. 
Gerade g 2r+9=3 t+9=2 t+3y=4 t+6y=6 
—t(s) 1 2 l 1 
t(s+1) 1 l l 1 
A (qr) 1 2 1 I 
S(q,r) =A(a.r)\(q+r) 3 4 + 7 


Wir kénnen also ablesen: A(2,1)=1, A(1,1) = 2, A(1,3) = 1, 
A(1,6) = 1. Die Gesamtanzahl der Schnittpunkte ist 10+3+4+44-+7 
= 28 = a, wie zu erwarten war. 

4. Wir wollen uns die Zahlen A(q,r) vorgeben und daraus die 
Liickenzahlen zu berechnen suchen. Es sei etwa p = 8, A(1,0) = 5, 
A(2,1)=1, A(1,4)=1. 

Wir kénnen nach den Ergebnissen des § 10 die Anzahl « der Liicken 
unterhalb p+ 2 bestimmen. Denn die Gesamtvielfachheit der Zweige 
(p—2)(p—a+}) 

> , 
In unserem Falle ist diese Gesamtvielfachheit 2+ 1 — 3 und «-— 6. Es 
bleiben uns noch p — «a = 2 beweglichen Marken; sie sind in der (r, y)- 
Ebene zuniichst in der Weise verteilt, die Fig. 16 zeigt. 





von W = 0, die { = 0 beriihren oder nicht linear sind, ist 


Ob dabei der Nullpunkt belegt oder verboten ist, wissen wir nicht. 
das tut aber auch nichts zur Sache. Da A(2,1) = 1 ist, muB die Ver- 
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schiebung einer Marke lings einer Geraden 24+) =s méglich sein. 
Fiir s kommt nur der Wert s = 1 in Frage, und der Punkt x = 1, yn = 0 
darf nicht verboten sein. (p+1)+1= 10 ist also eine , 
Liicke. — A(1,2) und A(1,3) verschwinden; das heiBt, lings a0 
der Geraden +29) = 2 und r+ 3n = 3 sind keine Ver- — 
schiebungen von Marken médglich, die Punkte (2,0) und Fig. 16. 
(3,0) sind verboten und 11 und 142 sind Nicht-Liicken. 
A(1,4) = 1 besagt, daB eine Verschiebung lings der Geraden 
r1+4y = 4 méglich sein muS und daB 13 eine Liicke ist. Die beiden 
Liicken oberhalb p +- 1 sind also 10 und 13. 

Wenn wir nun beachten, daB die Summe zweier Nicht-Liicken stets 
wieder eine Nicht-Liicke sein muB, so sehen wir, daB nur noch folgende 
vier Liickenverteilungen in Frage kommen: 


ey ee es eee. 4 we ee 

7 é 8 oe So Be a 4 Gree 

: 3 3 Ss w@.se BSB 
und 

. 2-3. #. i Boa. + A 13. 


Die erste liefert A (1,0) = 6 und scheidet deshalb aus. Die zweite liefert 
A (1,0) = 5. Die dritte und vierte liefern A (1,0) = 0 und =1. Wir 
kénnen also in diesem Falle aus den Zahlen A (q,7r) die Liickenverteilung 
eindeutig ablesen. 

5. Es sei p = 5, A(1,0) =2, A(1,1) =1. Es ist @-O@—at” 


= 1, also p — « = 1; es gibt vier Liicken bis p+ 1 = 6 und ‘ 
eine oberhalb 6. Um diese zu finden, zeichuen wir die bes 2 
(x, »)-Ebene. 7; 3 
Soll A (1,1) = 1 sein, so mu der Punkt (1,0) erlaubt und 7  Fig..17. 
die Liickenzahl sein. 

Als Liickenverteilungen unterhalb 7 kommen die beiden folgenden 
in Frage: 





. i = eo | 
se es ae 


Beide liefern A (1,0) = 2. Sie sind durch die Singularitaét der WeierstraB- 
Kurve nicht zu unterscheiden. 


(Eingegangen am 17. 3. 1937.) 








Zur Bestimmung der Kurven algebraischer Flichen. 


Von 


Olafur Danfelsson in Reykjavik (Island). 





Ich habe in einem friiheren Aufsatz (Math. Annalen 113) gezeigt, wie 
eine bestimmte Gruppe algebraischer Flichen, die eindeutig auf eine 
Ebene abgebildet werden kénnen, sich in zwei Untergruppen teilen laBt: 
die orientierbaren und die nicht orientierbaren Flichen. Die ersteren 
kénnen vollkommen eindeutig — ohne Fundamentalelemente — auf eine 
Fliche zweiter Ordnung, und dadurch auf eine Ebene abgebildet werden, 
so daB die Bildebene zwei durch eine gerade Fundamentallinie verbundene 
Fundamentalpunkte enthalt. Die nicht orientierbaren Flachen kénnen auf 
eine Ebene, ohne Fundamentalkurven, abgebildet werden. In der Bildebene 
kénnen sich jedoch isolierte Fundamentalpunkte befinden, von denen voraus- 
gesetzt wird, daB sie zueinander keine solche spezielle Lage haben, dab 
irgendeine algebraische Kurve notwendigerweise eine gewisse Anzahl Male 
durch einige von ihnen gehen mu8B, weil sie eine gewisse Anzahl Male 
durch einige von den iibrigen geht. Alle diese Flachen, in beiden Unter- 
gruppen, werde ich — um sie mit einem Adjektiv charakterisieren zu 
kénnen — ,,wohlgestaltete Flichen“ nennen. 

Ich beginne mit zwei Satzen iiber wohlgestaltete orientierbare Flaichen, 
die eigentlich zur letzten Abhandlung gehért hitten. (Der erste Satz ist 
mir von Prof. van der Waerden mitgeteilt worden.) 

1. Eine wohlyestaltete, orientierbare Fliche muB gerader Ordnung sein. 

Beweis: Die Fundamentalgerade der Bildebene sei /, ihre Funda- 
mentalpunkte seien A und B. Den ebenen Schnitten der Fliche entsprechen 


dann in der Bildebene gewisse Kurven der 
ee atin Ordnung ¢, die Ebenkurven. Die Kurve k, 
SSS der Figur soll eine solche Ebenkurve dar- 
x, ‘stellen. Die Ebenkurven mégen die Funda- 
A, mentalgerade r-mal in A und s-mal in B 
Fig. 1. schneiden, so.daB r+ s = t. Die Ordnung » 
der Fliche ist gleich der Anzahl der Schnittpunkte zweier Ebenkurven 
(d. h.: der Anzahl der Schnittpunkte, die nicht in A oder B fallen). 
Man hat dann: »n = # — r?— s* = 2rs. Es ist also n eine gerade Zahl. 
2. Ein beliebiger Punkt einer wohlgestalteten, orientierbaren Fliche kann 

als Fundamentalpunkt genommen werden. 
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Beweis: P sei der Punkt, und P, sein Bild in der Bildebene. 
Ich transformiere nun die Bildebene (s. den vorigen Artikel) in bezug auf 
das Dreieck A P, B. Dadurch erhilt man eine neue Abbildung der Flache, 
die ganz der ersten gleicht. Der Punkt P auf der Flache jedoch, der 
friiher P, entsprach, entspricht jetzt der Gerader / (s. Fig.) und ist so 
zu einem Fundamentalpunkt geworden. 


Es soll jetzt eine wohlgestaltete Fliche der Ordnung n gegeben und 
eindeutig auf die Ebene a abgebildet sein. Ihre Abbildungszahl, d. h. 
die Ordnung der Ebenkurven, sei t. Die Ebenkurven gehen r,-mal durch 
den Fundamentalpunkt R,. Ich nehme an, daB die Fliche eine vielfache 
Kurve der Multiplizitét f habe, so daB jeder Punkt der vielfachen Kurve 
durch /, im allgemeinen verschiedene, Punkte in 2 abgebildet wird. Ihr 
Bild in a soll von der Ordnung ¢ sein und ¢,-mal durch den Fundamental- 
punkt R, gehen. 

Es sei P ein Punkt im Raum, der nicht in einer Beriihrungsebene 
der, Fliche in einem eventuellen Fundamentalpunkte liegt. Die Ebenen 
durch P schneiden dann die Flache in Kurven, deren Bilder in 2 ein 
Netz bilden. Die Jacobische Kurve dieses Ebenkurvennetzes mu8 von 
der Ordnung 3(¢— 1) sein und (37, — 1)-mal durch den Fundamental- 
punkt R, gehen. Ich unterscheide nun zwischen den Fundamentalpunkten 
der gegebenen Fliche, die nicht auf der vielfachen Kurve liegen, und 
denen, die auf ihr liegen. Von diesen letzteren wird vorausgesetzt, daB 
jeder von ihnen nur in einem bestimmten Mantel der Flache fundamental 
ist. Die Ordnungen der den ersteren Fundamentalpunkten entsprechenden 
Fundamentalkurven in x nenne ich «,, «,,..., wahrend die Ordnungen der 
den letzteren entsprechenden Fundamentalkurven ,, §,, ... genannt werden. 
Diese gehéren zum Bilde der vielfachen Kurve und ich setze darum 
9 = y+ 6,+8,..., wobei py die Ordnung des Bildes der vielfachen Kurve 
ist, mit Ausnahme der Fundamentalkurven, die eventuellen Fundamental- 
punkten auf ihr entsprechen. 

Die oben erwahnte Jacobische Kurve ist geometrischer Ort der Doppel- 
punkte des Ebenkurvennetzes und mu8 daher das Bild der Beriihrungs- 
kurve der Flache mit der umgeschriebenen Kegelfliche sein, deren Scheitel- 
punkt P ist. Sie mu8 aber auch die Fundamentalkurven der Bildebene 
enthalten, jede einmal genommen. Dies ist einleuchtend: Geht eine Ebene 
durch P zugleich durch einen Fundamentaipunkt der Flache, so wird sie 
sich um diese beiden Punkte drehen kénnen, und die entsprechende Eben- 
kurve wird die dem Fundamentalpunkt entsprechende Fundamentalkurve ent- 
halten, und die Restkurve wird diese in einem Punkt schneiden, der sich bei der 
Drehung der Ebene einmal der Fundamentalkurve entlang bewegen wird. 
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Die Polarfliche des Punktes P geht (f — 1)-mal durch die vielfache 
Kurve, und das Bild ihrer Schnittkurve mit der gegebenen Flaiche wird 
somit das vollstindige Bild (von der Ordnung g) der vielfachen Kurve 
(f — 1)-mal enthalten, und man hat die Gleichung 

3(t —1)+ (f—1) 9 = (n— It + (Za + Zp), 
wobei, wie friiher gesagt, p= y+2. Diese Gleichung la8t sich 
schreiben: 
(1) (n — 4)¢+3 = (f —1)(y+ 2A) —(2a+ LA). 

Wahrend nun eine Ebenkurve r,-mai durch den Fundamentalpunkt R, 
geht, wird, wie schon gesagt, die Jacobische Kurve des Ebenkurvennetzes 
(37, —1)-mal und das Bild der Schnittkurve der gegebenen Fliche mit 
der Polarfliche eines Punktes (m — 1)t-mal hindurchgehen. Wenn das 
Bild der Beriihrungskurve der gegebenen Fliche und einer umschriebenen 
Kegelfliche s,-mal durch R, geht, und die Fundamentalkurven, die nicht 
das Bild der vielfachen Kutve auSerhalb der Fundamentalpunkte schneiden, 
a,-mal (im Ganzen) und die iibrigen Fundamentalkurven 6,-mal und 
schlieBlich das vollstindige Bild der vielfachen Kurve ¢,-mal durch R, 
gehen, so hat man: 

({—1)e, +8, = (n— 1)r, 
und 
& +a, +b, = 3r, — 1. 
Durch Subtraktion ergibt sich daraus: 
(n— 4)r, +1 = (f —1)e, — (a, + 4,). 

Da aber die Fundamentalkurven, die das Bild der vielfachen Kurve 
auBerhalb der Fundamentalpunkte schneiden — und zwar nur einmal, 
weil der entsprechende Fundamentalpunkt der Flache nur in einem Mantel 
fundamental ist — zum Bild der vielfachen Kurve gehéren, ist es natiir- 
lich », + 6, statt ¢, zu schreiben, wobei , die Anzahl der Male be- 
deutet, die das unzusammengesetzte Bild der vielfachen Kurve (also mit 
Ausnahme eventueller Fundamentalkurven, die dazu gehéren méchten) 
durch R, gebt. Man erhalt dann die Gleichung: 


(II) (mn — 4)r, + 1 = (f — 1) (my + 5.) — (au + 5,). 

Ich reduziere nun die Abbildungszahl auf die im vorigen Artikel an- 
gegebene Weise. Ist die Flaiche nicht orientierbar, ergibt sich aus den 
Gleichungen (I) und (II): 

(Ia) (n—4)¢+3=(f—l1)y, 
(IIa) (n — 4)r, + 1 = (f—1) Me, 
indem Ta = Tf—a, = b, =0 (u = 1, 2,...). 
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In bezug auf die orientierbaren Flachen mu8 zwischen zwei Fallen 
unterschieden werden. Wenn der Fundamentalpunkt der gegebenen Fliche 
auf der vielfachen Kurve liegt, hat man 


(Ib) (n—4)t+3 = (f—1)(y+1)-1, 
(IIb) (n—4)r,.+1=(f-)(m+1)—-1, 


indem a, = LTa=0, b, = Tf = 1. 

Im Falle f = 2 fallen die Gleichungen (Ib) und (IIb) mit (Ia) und (IIa) 
zusammen und man hat die Clebschschen Gleichungen’), die also immer 
in Geltung gebracht werden kénnen, da man den Fundamentalpunkt einer 
orientierbaren Flaiche, nach Satz 2 der Einleitung, beliebig wahlen kann. 
Wahit man hingegen den Fundamentalpunkt der Flaiche auBerhalb der 
vielfachen Kurve, so erhilt man aus den Gleichungen (I) und (II): 


(Ie) (n—4)t+3=(-l y-], 
(IIe) (n— 4), +1—= (f—1)m—1, 


indem a, = Yo = 1 und b, = Lf = 0.*) 

Es sei nun auf der gegebenen wohlgestalteten Fliche eine Kurve 
ohne Doppelpunkte vorgelegt, von der Ordnung h und dem Geschlechte p, 
und durch eine Kurve von der Ordnung k — natiirlich auch vom Ge- 
schlechte » — in der Bildebene abgebildet. Ich werde nun die Anzabl 
der Punkte suchen, die zur Bestimmung einer solchen Kurve nétig sind. 
Es sei q diese Zahl. Ich nehme an, daB die Abbildung der Flache die 
reduzierte ist, und da die Kurve nicht durch den Fundamentalpunkt 
der Fliche geht, falls sie orientierbar ist. Die Bildkurve in a gehe m,- 
mal durch den Fundamentalpunkt R,. Man hat dann entsprechend der 
Definition der wohlgestalteten Flachen: 





ym FH _ k(k+3) 
ya 2 Pe a ee 
yal. (k — 1) (k —2) 
2 2 —?P 
ZS m1, = kt —h. 


Die letzte Gleichung sagt aus, da$ eine Ebenkurve das Bild der 
vorgelegten Kurve in h Punkten auBerhalb der Fundamentalpunkte schneidet 











1) Clebsch, Intorno alla rappresentazione di superficie algebriche sopra un piano. 
Ist. Lomb. Rendiconti 1, Milano 1868. 

2) Vgl. Clebsch: Uber die ebene Abbildung der geradlinigen Flachen vierter 
Ordnung, welche eine Doppelkurve dritten Grades besitzen. Math. Annalen 2. 
Clebsch wihlt den Fundamentalpunkt auBerhalb der Doppelkurve und erhait y = 4 
und », = ij, = 2 itibereinstimmend mit den Gleichungen (Ic) und (IIc). 

Mathematische Annalen. 114. 48 
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(h ist die Ordnung der Kurve). Aus den beiden ersten Gleichungen er- 
halt man: 


Zmi=kh—g—p+1 und Im, = 3k+p—g-1. 


Ich lege jetzt durch die vorgelegte Kurve eine neue Flache der Ord- 
nung g, die also die gegebene Flaiche in einer (in a durch eine Kurve 
von der Ordnung tg —k abgebildeten) Restkurve der Ordnung nq —h 
schneiden mu. Diese Restkurve schneidet die vorgelegte Kurve in A 
Punkten, wobei infolge eines bekannten Satzes 

A= h(q+n— 4)—2(p—}). 

Die Anzahl der Schnittpunkte der Bilder dieser Kurven mu8 A— ({—1)s 
sein, wobei s die Anzahl der Schnittpunkte der vorgelegten Kurve und 
der vielfachen Kurve der gegebenen Flache ist, denn wo die vorgelegte 
Kurve die vielfache Kurve der gegebenen Flache schneidet, wird die 
Schnittkurve der gegebenen Flache mit der neuen Fliche der Ordnung q 
durch den Schnittpunkt f — 1 Zweige senden, und diese werden auf ver- 
schiedene Punkte der Bildebene abgebildet. Die Anzahl der Schnitt- 
punkte der zwei Kurvenbilder in 2 kann jetzt auf zweierlei Weise aus- 
gedriickt werden: 

k(tq —k) =2m, (qr, — m,) + A—(f— 1)s. 


Setzt man hier die Werte fiir © mi, 2m, +, und A ein, so erhalt man: 
k(tq—k) = (kt—h)q—(B—g —p +1) +h(g+-n— 4) —2(p—1)— (f—1). 
Diese Hauptformel la8t sich schreiben: 
g= (f—ls—h(m—-4)+p-l1 
Die Formel gilt auch fiir doppelpunktfreie Kurven in einer Ebene. 
Man setzts=0, n=l, p= Saheb *) und erhalt g whe) 


Die Bildkurve in x ist immer durch die g Punkte eindeutig bestimmt, 
aber es steht nichts im Wege, da durch die entsprechenden Punkte der 
Flache mehrere Kurven der gleichen Art gehen, indem solche Kurven der 
Flache auf verschiedene Weisen in der Bildebene abgebildet werden 
kénnen, wie z. B. die Kegelschnittsysteme einer allgemeinen Flache dritter 
Ordnung. 

Ich nehme wieder an, daB die Abbiidung die allgemeine ist, d.h., 
da8 auf der Fliche sowohl als in der Bildebene eine beliebige Anzahl 
Fundamentalpunkte und Fundamentalkurven sich befinden. Die Funda- 
mentalpunkte der Flache seien A,, A,,..., B,, By, ..., die letzteren auf der 
vielfachen Kurve gelegen, die ersteren aber nicht. Die Fundamental- 
punkte A,, 4,,... der Flache werden durch Fundamentalkurven der Ord- 
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nung «,,@,,... in der Bildebene, die Fundamentalpunkte B,, B,, ... durch 
Fundamentalkurven der Ordnung f,, f,,... abgebildet. Ich nehme weiter 
an, daB eine vorgelegte Kurve der Flache von vornherein z,-mal durch 
den Fundamentalpunkt A,, und y,-mal durch den Fundamentalpunkt B, 


geht. Man kann dann in der Hauptformel g, + Ps set) + > 


statt g, und p, + py 2 vy) statt p schreiben und er- 
halt dann: 


a, = (f—1)s—hA(n—4) + p,-—1-— (22+ Zy), 
indem 


Sesh, Saeed. Seed. Paws =<Z2+Zy. 


(Die Indizes » sind weggelassen). 

Die den Punkten B,, B,,... entsprechenden Fundamentalkurven der 
Bildebene machen einen Teil des Bildes der vielfachen Kurve aus. Dem- 
nach kann man in der Hauptformel s = o-+ Ly setzen, wobei o die 
Anzahl der Punkte ist, in denen die vorgelegte Kurve die vielfache Kurve 
auBerhalb der Fundamentalpunkte B,, B,,... schneidet. Man hat dann 
(Il) g, =F@—M+2y)—h(n- 4)+p,-1—(2a+ Ly). 

Man sucht z. B. den Wert von g, fiir die Kurven der Flache, die 
den Geraden der Bildebene entsprechen. Fiir diese Kurven hat man 
Sa = La, Ly = LB, p, = 0, « = y (siehe die Gleichungen (I) und (II)) 
und h = ¢ (infolge eines bekannten Satzes). Setzt man diese Werte in 
Gleichung (III) ein, erhalt man: 


9, = (f — 1) (y+ 2B) —t(n— 4) -—1—(La+ ZA). 
Die Gleichung I gibt aber: (f —1)(y+ 28) —t(n —4) = Ya+ LfP+3 
und demnach g, = 2, wie es zu erwarten war. 

Ich habe die Gleichung (III) entwickelt, um die Anzahl der Punkte 
zu finden, die zur Bestimmung einer Fundamentalkurve der Fliche not- 
wendig ist, jener Fundamentalkurve, die dem Fundamentalpunkte R, der 
Bildebene entspricht. DaB die Ebenkurven r,-mal durch R, gehen, be- 
sagt nur, daB die Ordnung der Fundamentalkurve r, ist. Da das un- 
zusammengesetzte Bild der vielfachen Kurve 7,-mal durch R, geht, be- 
deutet, daB o in Gleichung (III) dasselbe wie 7, in Gleichung (II) ist. 
Ebenso sind a, und b, in Gleichung (II) mit 2x und 2 y in Gleichung (IIT) 
identisch. Die Gleichung (IIT) ergibt dann: 


9, = § — (m+ 5) —1 (mn — 4) + p, —1 — (a, + 9,)- 
Aus der Gleichung (II) folgt aber: 


(f — 1) (Mu + Oy) — (au + by) = (n — 4) — 1. 
48* 
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Daraus folgt g, = yp, = 0, denn das Geschlecht der Fundamental- 
kurve muB8 0 sein (indem die Fliche cine wohlgestaltete ist). Die Funda- 
mentalkurve der Fliche wird demnach (ebenso wie die Fundamentalkurven 
der Bildebene, siehe vorigen Artikel) allein durch die Fundamentalpunkte 
bestimmt, durch die sie hindurch geht. 

Befinden sich in der Bildebene isolierte Fundamentalpunkte, durch 
die keine Fundamentalkurven gehen, so enthalten die ihnen entsprechenden 
Fundamentalkurven der Fliche keine Fundamentalpunkte. Daraus folgt: 
Isolierte Fundamentalpunkte dieser Art miissen Einzelkurven abbilden, die 
keinem unendlichen Kurvensystem der Flache angehéren. Als Beispiel 
kénnen die Geraden einer allgemeinen Flache dritter Ordnung dienen. 


(Eingegangen gm 14. 4. 1937.) 
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Ejnleitung. 


Die Laplacesche Transformation, der eine Flache als Triagerin eines 
konjugierten Kurvennetzes («,8) auf doppelte Art unterworfen werden 
kann, besteht in dem Ubergang zum zweiten, gleichfalls von einem kon- 
jugierten Netz («,f) bedeckten Brennmantel des einen oder des anderen 
Tangentensystems. Fortgesetzte Anwendung dieses nur Differentiationen 
erfordernden Prozesses liefert die im allgemeinen nach beiden Seiten ins 
Unendliche gehende Laplacesche Kette. Wir betrachten nun den besonderen 
Fall, fiir den einige mit der Verbiegung der Flichen zweiten Grades zu- 
sammenhangende Beispiele') vorliegen, da8 eine Folge von vier Laplace- 
schen Transformationen in dem einen und damit auch im umgekebrten 


1) Jonas, Untersuchungen iiber die als Gewebe bezeichneten Kurvennetze und 
iiber eine Reihe von Problemen, die mit der Verbiegung des gleichseitigen hyper- 
bolischen Paraboloids zusammenhangen. Math. Annalen 87 (1922), 8. 157; Uber neue 
zweifach-unendliche Systeme windschiefer Vierecke, deren Seiten paarweise die Orts- 
flachen der Eckpunkte berihren. Berl. Math. Ges. Ber. 29 (1930), S. 34; Uber die 
Verallgemeinerung des in der Biegungstheorie der Flachen zweiten Grades auf- 
tretenden intrinseken Transformationspr H. Sachs. Ak. Ber. 87 (1935) 8. 41; 
daselbst § 5. 
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Sinne auf das konjugierte Netz der Ausgangsflaiche zuriickfiihrt. Ein solcher 
viergliedriger Laplacescher Zyklus umfaBt also vier Flachen mit korre- 
spondierenden konjugierten Netzen (a,8); die laufenden Punkte bilden die 
Ecken eines variablen windschiefen Vierecks, dessen Seiten — sie mégen 
die Strahlen des Zyklus heiBen — als gemeinschaftliche Tangenten benach- 
barter Flaichen auf denseiben je eine a- und eine £-Kurve beriihren. 


Die viergliedrigen Laplaceschen Zyklen lassen sich zum Gegenstand 
einer durch Vielseitigkeit der Methoden ausgezeichneten Transformations- 
théorie machen. Wir gehen dazu von den Beziehungen zwischen kon- 
jugierten Systemen und Strahlenkongruenzen aus, die man im wesent- 
lichen Darboux und Guichard verdankt, und gewinnen zunichst die beiden 
einfachen harmonischen Transformationen: Punkt-Strahl-Transformation PS 
und Strahl-Punkt-Transformation SP, bei denen das windschiefe Viereck 
des transformierten Zyklus dem des gegebenen um- bzw. einbeschrieben 
ist. Sie hingen von einer charakteristischen, also schon in den Diffe- 
rentialgleichungen auftretenden Konstanten ab, wie das bei den meisten 
fiir spezielle Flachenklassen aufgestellten Transformationen der Fall ist. 
Durch Zusammensetzung der Operationen PS und SP entsteht die bihar- 
monische Transformation, die eine Anwendung desselben allgemeinen Prinzips*) 
bedeutet, dem u. a. auch die Ribaucour-Transformation der Kriimmungs- 
liniennetze und die Transformation der auf das gemeinsame konjugierte 
System bezogenen Paare isometrischer Flichen entspringen. 


Das Hauptproblem, das letzten Endes der AnlaS zu der gegen- 
wartigen Untersuchung gewesen ist, koiipft sich an ein Ergebnis einer 
unlingst voraufgegangenen Arbeit*). Es gilt der folgende, daselbst be- 
wiesene Satz: Im viergliedrigen Laplaceschen Zyklus durchlaujen die beiden 
Diagonalstrahlen, d.h. die Verbindungsgeraden der gegeniiberliegenden Punkte, 
zwei W-Kongruenzen, in denen die Asymplotenlinien der (reellen oder kon- 
jugiert-imaginiren) Brennmdntel den Netzen («,8) des Zyklus entsprechen. 
Danach war die Frage aufzuwerfen, die iibrigens fiir einen Einzelfall ‘) 
bereits im bejahenden Sinne beantwortet werden konnte, 0b ein vierglied- 
riger Laplacescher Zyklus in neue Gebilde der gleichen Art dadurch iiber- 
geftihrt werden kann, daB man die beiden Brennmédntelpaare der Diagonal- 
strahlensysteme simultanen asymptotischen, also durch beriihrende W-Kon- 


*) Jonas, Uber die Transformation der konjugierten Systeme und iiber den 
gemeinsamen Ursprung der Bianchischen Permutabilitatstheoreme. Berl. Math. 
Ges. Ber. 14 (1915), S. 96. 

5) Jonas, Ein allgemeiner Satz tiber W-Kongruenzen mit Anwendungen auf 
Laplacesche Zyklen, Biegungsflachen des einschaligen Hyperboloids und schiefe 
Weingartensche Systeme. Math. Annalen 114 (1937), S. 237. 

*) Ebenda §4. 
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gruenzen vermittelten Transformationen unterwirft. Die Auffindung eines 
solchen, allgemein giiltigen Prozesses gelingt nun in der Tat, und zwar 
durch Konstruktion eines linearen Biischels harmonischer Transformationen. 
Die konjugierten Netze des so entstehenden neuen Zyklus gehen dann 
aus denen des urspriinglichen als abgeleitete Netze (im Guichardschen 
Sinne) hervor. Der auf das Verhalten der Brennmintelpaare beziigliche 
Nachweis wird durch einen Hilfssatz erleichtert, der sich der eben er- 
wahnten Abhandlung als unmittelbare Erginzung anschlieBt und in § 1 
voraufgeschickt wird. 

Zum Schlu8 wird in §5 noch eine weitere Transformation herge- 
leitet, die durch ihre Sonderstellung in der Theorie beachtenswert erscheint. 
Sie ist involutorisch, d.h. sie wird durch Wiederholung riickgingig ge- 
macht*). Zwischen dem gegebenen und dem transformierten Zyklus besteht 
dabei die wechselseitige Beziehung, daf die Strahlen des einen den Flachen- 
normalen des anderen parallel sind; die Laplaceschen Transformationen 
in den beiden Zyklen sind kontragredient: einem Umlauf im Sinne der 
«-Tangenten entspricht ein solcher im Sinne der f-Tangenten. 

Fiir die nachstehenden rechnerischen Entwicklungen, die sich zwar 
auf die allgemeine Transformationstheorie beschrinken, aber durchaus 
auf Anwendungen zugeschnitten sind, wire die Benutzung spezifisch pro- 
jektiver Hilfsmittel nicht vorteilhaft gewesen. Es geniige der Hinweis an 
dieser Stelle, daB sich die fiir die Laplaceschen Zyklen gefundenen Methoden 
mit beliebigen projektiven Raumtransformationen verbinden lassen. 


§ 1. 


Hilfssatz tiber die Transformation der Paare 
schmiegungsverwandter Kurvennetze. 


1. Wir beginnen mit einem Nachtrag zu § 2 der unter *) genannten 
Abhandlung. Die dort benutzten Bezeichnungen werden beibehalten. 

Zwei korrespondierende, die Flachen (x) und (z’) bedeckende Kurven- 
netze (a, 8) heiBen schmiegungsverwandt, wenn sie jeweils die Schmiegungs- 
ebenen, aber in umgekehrter Zuordnung zu den Kurven der beiden Scharen 
gemein haben. Sind é und é’ die in geeigneter Weise normierten Richtungs- 
vektoren der Binormalen, § zur a-Kurve von (z) und zur f-Kurve von 





5) Ein Beispiel dazu bilden die beiden aus der Verbiegung des Paraboloids 
z= zy erhaltenen Laplaceschen Zyklen, ebenso die beiden, noch durch einen 
engeren geometrischen Zusammenhang ausgezeichneten Zyklen, die sich mit einem 
Paar konjugierter H-Flachen verbinden. Vgl. § 3 der zweiten und § 5 der dritten 
unter ') angefiihrten Arbeit. 
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(x’), & zur B-Kurve von (z) und zur a-Kurve von (z’) gehérig*), so be- 
stehen Differentialrelationen von der Form: 

n 
(1) &—& = — 5, +4) & = — &. 


Das Flachenpaar stellt sich folgendermaBen dar: 
[= = flied —San)da— ming 0 — bon) 4B),) 
(2) 
| 2 =2+n0—Cy; tome — lay’, t= — (nt — Cen). 


Wie a. a. O. bewiesen, bilden die Verbindungsgeraden x2’ eine W-Kon- 
gruenz, in der die Asymptotenlinien der Brennmintel den Netzen (a, ) 
von (xz) und (z’) entsprechen. Diese beiden Brennmantel sind gegeben 
durch: 


(3) 2 =2——— 





(nt’ —Cm’), a = 2+ >—— (nt —o0/); vr =n. 


l—yr 
Sie sind reell fiir » = »* > 0; in jedem der beiden schmiegungsverwandten 
Netze haben dann die a- und die 6-Kurven entgegengesetzten Windungs- 
sinn. Die Richtungsvek‘oren der Flichennormalen von (z®) und (z®) 
sind: 

(4) £0) = —_. : ga) — aed ’ 

Sie geniigen den mit (1) gleichwertigen Differentialgleichungen der Moutard- 
schen Transformation: 


g — g = — = (E+E), EP + EP = — + (& — &); 


_ i+ 
ieee 





Wir beweisen nun den fiir unseren Zweck wichtigen Hilfssatz: Stehen 
zwei von den Punkten x, x und z,, 2x, beschriebene Paare schmiegungsver- 
wandter Netze (a,B) in der Beziehung, daB die beiden Schmiegungsebenen 
eines jeden Paares die Punkte des anderen enthalten — die vier Punkte 
x, x’, £,, 2, sollen also die Ecken des von den vier Ebenen gebildeten Vier- 
flachs sein —, und ist auBerdem die Bedingung erfiillt, dap lings der vier 








®) Ich schreibe im folgenden Punkt z, Flache (x), wenn 2, y, z die rechtwinkligen 
Koordinaten sind, Richtungsvektor oder Richtung £, wenn die Richtungskosinus 
sich wie ¢:7:¢ verhalten. Auf die vektorielle Bedeutung einer in 2 geschriebenen 
Gleichung wird nicht besonders hingewiesen; die beiden analogen Beziehungen 
denke man sich stets hinzugefiigt. Im Kurvennetz (7, /) ist die x-Kurve die bei 
variablem x beschriebene, also durch / = const definierte; ihre Tangente heiBe 
a-Tangente. Partielle Ableitungen nach den Variablen « und # werden durch 
Indizes angedeutet. 

*) Um die Mitfihrung eines doppelten Gesamtvorzeichens zu vermeiden, setzen 
wir die Torsion der «a-Kurven von (z) positiv voraus. 
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Kanten zx,, 22, 2'2,, xx, die Schmiegungsebenen gleichnamiger, von 
ihren Endpunkten beschriebener Kurven, d.h. zweier a- oder zweier B-Kurven 
zusammenstoBen*), so sind die W-Kongruenzen der Geraden xa’ und z, 2; 
miteinander durch asymptotische Transformationen ihrer (reellen oder kon- 
jugiert-imagindren) Brennmédntel verbunden; sie gehéren damit einem vier- 
gliedrigen W-Zyklus im Sinne des Bianchischen Kompositionstheorems fiir 
die Moutardschen Transformationen an. 

2. Es handelt sich zunichst darum, auf allgemeinste Weise zu einem 
gegebenen Paar schmiegungsverwandter Netze (x), (x’) ein der Voraussetzung 
des Satzes geniigendes transformiertes Paar (x,), (x;) zu konstruieren. 

In dem Vierflach zz’ x, x, soll sein 
za’ x, die Schmiegungsebene der «-Kurve von (x) und der £-Kurve von (z’), 


zx’ zy »” ” ” ” ” (2’) ” ” ” ” (z), 
z, 2, x ” ” ” ” ” (z,) ” ” ” ” (2), 
zy 2 rf ” ” ” ” ” (2) ” ” ” 99 (z,). 


Fiir (x,), (z;) gelten die zu (2) und (1) analogen Formeln: 


{ (24)a = ("1 )a A _ (Cs)u Ny» (x,)3 = — h, [(yi)s a — (Ci)s m1; 
%— 2% = 01—0,m. 

("ile pp: ’ l 
(6) (Fie = (Ese _ 2n, (é; + €,), (€1)s ae my (€,)e- 
In (5) ist bereits beriicksichtigt, daB die «-Kurven von (x) und (z,) infolge 
der zwischen ihnen bestehenden asymptotischen Kurventransformation 
gleiches (positives) Vorzeichen der Torsion haben. Auf Grund dieses 
Zusammenhangs wird ferner: 


(5) 





(7) se no,—Om, 

wobei ein rechts anzusetzender Proportionalitiitsfaktor, wie sich beim 
Differentiieren nach « herausstellt, gleich +1, also bei entsprechender 
Wahl des noch verfiigbaren Vorzeichens von £, gleich 1 wird"). Gleich- 
zeitig findet man, wenn ein noch unbestimmter Faktor in der Form 
— ®,/® geschrieben wird: 


®D 
(8) (€,).— é. == rs (§, + &). 





8) An sich gibt es, wie man unschwer iibersieht, zwei Méglichkeiten: je nach- 
dem sich in zx, die Schmiegungsebenen gleichnamiger oder ungleichnamiger, von 
x und 2, beschriebener Kurven schneiden, trifft dies auch fir die drei anderen 
genannten Kanten zu. Der hier auszuschlieBende zweite Fall liegt iibrigens bei den 
weiterhin behandelten viergliedrigen Laplaceschen Zyklen vor. Bemerkt sei noch, 
daB die Voraussetzung unseres Hilfssdtzes mit den a. a. O. in § 1, 3 gefundenen 
geometrischen Beziehungen tibereinstimmt. 

®) Dazu vgl. a. a. O. § 2, 2. 
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Bringt man zum Ausdruck, daB 2; — 2’ = 2; — 2, + (2, — x) — (zx — 2) 
gemeinschaftliches Lot zu & und &; sein soll, so folgt (A ein Propor- 
tionalitatsfaktor): 
(9) &—§& = A(é, — &) 
und damit: 
10 2,—2 - fo —Om, az, — 2 = A(y’o, —0'n,), 

’ 1 ’ F 
( ) z,— 2 = 5 (nti— 2m). 


Differentiation von (7) nach f liefert mit Benutzung von (2) und (5): 


ma (S, — &) — Sa(m, — 1) + (mda (Sr — 2) — (2)e(m— 9) = 0. 
Hieraus erhilt man mittels (9) unter Einfiihrung eines Faktors h: 


(11) (Ee +> & = hE, — 2). 


3. Wir haben jetzt noch dafiir zu sorgen, daB die Differential- 
relationen von der Form (8), (11) im Verein mit der endlichen Relation (9) 
den Ubergang von dem System (1) zu dem transformierten System (6) 
bewirken. Dazu differentiieren wir (9), am besten zuerst nach £, beseitigen 
in der erhaltenen Gleichung die Ableitungen von &),é,,& und finden: 

—at)a— [ada] 0 


hieraus, da jedenfalls , nicht mit &,— &’ proportional sein darf**): 


(12) =F 

und mit Hilfe dieser Formel aus dem Verschwinden des Faktors von £, — &’: 
h ni 

(13) ~ an 


Entsprechend ergibt sich, wenn (9) nach « differentiiert, danach ¢; 
eliminiert und (12) beriicksichtigt wird: 
A, ®, n. 
(f-—-ga-4—-—e 044) E48 =0. 
Der erste Faktor mu8 Null sein. Daraus folgt, wenn ®’, definiert durch 
® 
(14) 4= 9 
neben @ eingefiihrt wird, die zu der ersten Relation (1) analoge: 


(15) ©, — 0, = —32 (+0). 


1) Anderenfalls wiirden fiir (x) und (z;) die 8-Tangenten zusammenfallen, was 
bei getrennten Punkten z und z; unmdglich ist. 
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Setzt man ferner zur Abkiirzung 


so geht (13) tiber in: 
' 1 4 1 


Die Gleichungen (8), (11) bringen wir mittels (14), (16) auf die Form: 
(18) (@&,). = @E,— D8, (PE,)p = — OE, + Oye’ + AE, — &). 
Die beiden hieraus gewonnenen Ausdriicke fiir (®£,),, setzen wir gleich, 
machen Gebrauch von der Beziehung 


‘a \ 
ber = 3580+ Tee Ip (F + 6), 
die eine Folge von (1) ist, und erhalten die Gleichung: 


[<2 — 35% — FHF), +O — 404+ FALE +A 


+[4.— 324] (8, +48) =0, 


in der die eckigen Klammern einzeln verschwinden miissen, da die 
Richtungen é, &,&, nicht zu einer Ebene parallel sein diirfen. Danach 
ist zunichst: 


®, 
(19) A, = 4. 


Der Faktor von + & wird dann von selber Null, wie man bestitigt, 
indem man (15) nach f, (17) nach «@ differentiiert, ®,, eliminiert und 
auch (19) beriicksichtigt. Infolge von (19) ist A/® Funktion von f allein; 
wir schreiben, wobei /’ die Ableitung bedeutet: 


A = @f'(6) 
und tragen diesen Wert fiir A in (17) und (18) ein. Durch die Substi- 
tution | Df (f), '| D'f(B), die (14) und (15) ungedindert laBt, verein- 
fachen sich die Gleichungen (17) und (18) dann ganz so, wie wenn A = 0 
gefunden wire. 


4, Wir sind damit im Besitz der in unserem Satze vorausgesetzten 
Transformation, die zwischen den Paaren schmiegungsverwandter Netze 
(z),(z’) und (z,),(z;) vermittelt: Es sei ®,D’ ein weiteres Lésungspaar 
von (1), also: 


(20) 0,—%, = —5* (0 +0), 9 = + Oo; 
dann sind &,,7,,¢, durch drei Quadraturen bestimmt : 
(21) B= & | (OE. — O.£)da — (Fj — OF) 48) 
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und &;,7;,¢; durch die Formelgruppe: 


(22) & = §+ 5 (€, — €’). 

Das transformierte Flichenpaar (zx,),(z;) stellt sich folgendermafen dar: 
(23) %=2+ni,—ln, = aety' ti —Om. 

Die Relationen (5), (6) sind erfiillt; dabei ist nach (12), (14): 

(24) n=" (S)- 


Fiir die Brennmintel (z‘”) und (2) der von der Geraden z, 2; durch- 
laufenen W-Kongruenz und die zugehérigen Normalenvektoren hat man 
die Formeln (3) und (4), die mit dem Index 1 zu versehen sind: 

(25) “) 7 = < (n, ci — C,m)> & — aa v ="; 

bei (z{”) ist », durch — », zu ersetzen. Mittels (3) und (22) findet man: 

1 @..» 1 ’ 
(ngs — om) — p35 pt — Om) + al" — oa), 


l—», — 








gi) —- gz) = 
1 


demnach: 
Dp 
@ 2) é@ — eh F 
2 (2! — é = Toye Boh e) 
wobei die Klammer auf der rechten Seite die dreireihige Determinante in 
den Buchstaben &, 7, ¢ bedeutet. Unter Beriicksichtigung von (24) schlieBt 
man, daB, wenn die Vorzeichen von » und », gemaS der Bedingung 
QD’ 
(26) 4-s 


v 
gewahlit werden, die Gleichung 

L(x? — 2) EM = 0, ebenso: F(a — 2s = 0 
erfiillt ist. Die Gerade x 2 beriihrt also die Flachen (xz) und (2); 
gleicherweise ist z2®)z) gemeinsame Tangente von (z‘*)) und (z@). Da die 
Korrespondenz der Asymptotenlinien (a, #) auf den vier Flichen bereits 
feststeht, ist klar, daB die Geraden 22 und 22 zwei W-Kongruenzen 
bilden, also asymptotische Flichentransformationen vermitteln. Der am 
Schlué von Art.1 ausgesprochene Hilfssatz ist damit bewiesen. 


§ 2. 
Transformationsprinzipien fiir konjugierte Systeme 
und Laplacesche Ketten. 
1, Der Punkt z beschreibe auf der Fliche (x) das konjugierte System 
(a, 8) mit der Laplaceschen Gleichung: 
(27) Lap = G2q + bay. 
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Die Laplaceschen Transformierten (Z) und (%), konjugierte Netze (a, f), 
vom zweiten Brennpunkt der a- bzw. £-Tangente beschrieben — danach 


werde zwischen a- und £-Transformation unterschieden —, sind durch 
die Formeln: 
(28) @=2-7, Z=2—+ 
dargestellt. Wir setzen: 
b a 

(29) a—{=A, b—-==B, 
finden: 

a b, 1 a A 

Be = (1+ pF) te — 5 tees So, = — Za» 
(30) 

~~ B ~~ 1 a 1 

age —= De %, = (1+ 24) ap — 1 ap, 
und hieraus weiter die Laplaceschen Gleichungen der transformierten Netze: 

~ ~ A, ~ y- Pa) x - 

(31) Bap = AB. +(b +5"), Fag = (a+ f)%- + BY. 


In den beiden von den Tangenten gebildeten Kongruenzen sind «, f die 
Parameter der Developpablen; a- und #-Transformation sind reziproke 
Prozesse. Die Schmiegungsebene der vom Strahl beriihrten Netzkurve des 
einen Brennmantels ist Tangentialebene des anderen. Durch wiederholte 
Anwendung der Laplaceschen Transformation entsteht die Laplacesche Kette. 

Transformationen allgemeiner Art, abgesehen von den projektiven, 
die auf konjugierte Netze ausgeiibt werden kénnen, griinden sich im 
wesentlichen auf zwei Elementaroperationen: auf die radiale Zuordnung 
und auf den Ubergang zwm Parallelnetz (Netz mit gleichem sphirischen 
Bild). Die erstere ist, wenn der Koordinatenanfang zum Zentrum der Zu- 
ordnung gewahlt wird, durch 3 gegeben, wobei @ ein Integral von (27) 
ist. Der zweite ProzeB liefert den das Parallelnetz beschreibenden Punkt 2’ 
durch drei Quadraturen: 


(32) Tq = PXq, Lp = ¥ Xp; 
dabei miissen die Faktoren p, g den simultanen Differentialgleichungen: 
(33) Pa=—G(p—q), qa=b(p—q) 


geniigen, die sich auf die adjungierte Gleichung von (27) fiir p — q: 


(P — Yas + 4(Pp — Qa + 5 (p — Q)p.+ (Ga + bs) (p — 9g) = 9 
zuriickfiihren lassen"). 


11) Eine zweite, fiir das Folgende iibrigens nicht in Betracht kommende 
Methode, bei der (aber nur unter Beschrankung auf das Tripel x, y, z) die Quadra- 
turen (32) vermieden werden, benutzt eine Lésung w der von den Normalen- 
kosinus X, Y, Z erfiillten Laplaceschen Gleichung (équation tangentielle) und gibt, 


wenn L, M —0, N die FundamentalgréBen zweiter Ordnung von (z) sind: 
w w 
s = aot. s a 


uo? OF 








758 H. Jonas. 


2. An (32) kniipft sich die Lésung der Aufgabe"™): auf allgemeinste 
Weise durch die Punkte eines konjugierten Netzes (x) die Strahlen einer 
Kongruenz zu legen, deren Developpablen den Netzkurven (a, 8) entsprechen, 
d. h. also in den letzteren die Fliche (x) schneiden. Durch 2’ ist dann die 
Strahlrichtung gegeben; die Brennpunkte werden: 


(34) Maez—-=, goa g—=, 
P q 
Es ergibt sich namlich: 
a) _ Pe, a P-—g _@ 
(35) [2 “— of = Ft (5-5 *): 
Jem ttle be), ae 


Danach ist der Strahl «-Tangente des Brennmantels (x) und f-Tangente 
von (z®). Aus (28), (34), (35) folgert man noch: 
-* 2) ~ 1 

(36) ?= a + as ; zx = #0 Et 
Allgemein mégen nun in einer Kongruenz mit den Developpablen («, ) 
die beiden mit dem Strahl nicht zusammenfallenden Tangenten der die 
Brennmintel bedeckenden konjugierten Netze («, f), 
hier also die a-Tangente von (x) und die £-Tan- 
gente von (x), als die zum Strahl gehérige freie 
a- bzw. B-Tangente bezeichnet werden; diese setzen 
dann nach beiden Seiten die Laplacesche Kette 
fort, in der die Kongruenz selber ein Glied bildet. 
Aus (36) entnimmt man den wichtigen (s. Fig. 1) 
Satz I: Schneiden die Developpablen einer Kongruenz 
aus einer Flache (x) ein konjugiertes Netz (a, B) aus, 
so liegt der zweite Brennpunkt der a-Tangente von (x) auf der zum Strahl 
gehdrigen freien a-Tangente; das Entsprechende gilt von der B-Tangente. 
Man erkennt unmittelbar die Richtigkeit des Zusatzes: Unter der gleichen 
Voraussetzung liegen die Punkte der aus dem konjugierten Netz gebildeten 
Laplaceschen Kette auf den Strahlen der die Kongruenz enthaltenden Kette. 
Die erste Kette heiBe der zweiten einbeschrieben, diese jener umbeschrieben. 

Wir wenden uns zu der umgekehrten Aufgabe: Bestimmung der 
allgemeinsten (von den Brennméinteln verschiedenen) Fliche, aus der die 











Fig. 1. 


12) Vgl. dazu Darboux, Lecons sur la théorie générale des surfaces 2 (1889), 
S.219ff. Fir die betrachtete Beziehung zwischen konjugiertem System und 
Kongrue>z hat Guichard den wenig glicklich gewahlten Ausdruck conjugué, den wir 
nicht verwenden. Betreffs der Terminologie sei verwiesen auf: Guichard, Sur les 
systémes orthogonaux et les systémes cycliques. Ann. de l’Rcole Norm. (3) 14 
(1897), 8S. 467. 
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Developpablen (a, B) einer gegebenen Kongruenz ein konjugiertes Netz aus- 
schneiden. Der Strahl werde als a-Tangente des den Brennmantel (2) 
bedeckenden konjugierten Systems (a, 8) aufgefaBt. Fiir den Punkt 2 
der gesuchten Flache ist der Ansatz 


2 =2z—Az, 


zu machen. Nach dem Voraufgehenden handelt es sich darum, einen 
Faktor o so zu bestimmen, daB o z, und z — Ax, Parallelnetze beschreiben. 
Man findet auf diese Weise: o = 1/0,, 4 = 0/0,, wobei # wieder Integral _ 
von (27), also 


(37) Dap = 20, + b% 
ist; und erhalt die Darstellung: 


(38) uo) = BF ay. 


Die in Satz I ausgesprochene Tatsache bestitigt sich dadurch, daB der 
Punkt 


(39) 2? = 7 — % Lg, 


auf der zum Strahl gehérigen freien f-Tangente gelegen, zweiter Brenn- 
punkt der £-Tangente von (x) wird. Man findet namlich: 


» 148 ' 1; 6 
| xs _ %, (65- — 1) (2,03 — r39.), a” =— 3,(°5,— 1) (x. 8, _ %30..), 
(40) P 


0,8, 





| 2) — 7 = (2. 03 — 23 9.,). 

Ein konjugiertes System und eine Kongruenz heifen nach Guichard 
zueinander harmonisch, wenn bei Korrespondenz zwischen Netzkurven und 
Developpablen die Brennpunkte des Strahls auf den 
Tangenten des Netzes liegen (s. Fig.2). Wie er- 
sichtlich, ist die allgemeinste zu dem konjugierten 
Netz (x) harmonische Kongruenz durch die For- 
meln (38), (39) gegeben. 

3. Wir beweisen jetzt den Satz II: Treffen 
sich die gleichnamigen Tangenten zweier aufeinander 
bezogener konjugierter Netze, so sind diese beide har- 
monisch zu der Kongruenz, deren Strahlen die Ver- 
bindungsgeraden der Tangentenschnittpunkte, d.h. die Schnittlinien der 
Tangentialebenen sind. Dabei ergibt sich zugleich die Darstellung der 


zwischen den beiden konjugierten Netzen vermittelnden biharmonischen 
Transformation. 





Fig. 2. 
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Fiir die Netze (x) und (z,) mit den Laplaceschen Gleichungen (27) und 


(41) (Jus = 4, (%)u +b, (2) | 
sollen also Beziehungen von der Form: ; 
(42) z—Az, = 2, —A,(2,)a, &— ty = 2, — M, (2) 

bestehen, aus denen zunichst durch Subtraktion 

(43) At, — bt = A, (2,)a — 1, (2,)2 


folgt. Differentiiert man mit Benutzung von (27) und (41) die erste 
Relation (42) nach B, die zweite nach «, so miissen in den erhaltenen 


Gleichungen 
(44 4) { Ge +4) 0 4 Pate cit aa a 1) (2,)g, 
Papell ag gripe (a, 4, — 1) (@,)e + [Mya + 5 Hy) (2,)p 


die Koeffizienten mit denen von (43) eis sein, da man anderen- 
falls auf die Parallelitiét der Tangentialebenen von (z) und (z,) und im 
Hinblick auf (42) dann auf das Zusammenfallen der Fliachen schlieBt. Es 
geniigt, dies fiir die linken Seiten von (44) zum Ausdruck zu bringen: 





(45) £u+an+bs—-1=0, “SA+an+ba—1=0. 


Hieraus folgt aber: 


so daB 


gesetzt werden kann. Nach (45) muB @ Integrai von (27) sein. Wird 
entsprechend auch @,, iss von (41), eingefiihrt, so geht (42) iiber in: 
: b > = b, 
(46) zt— 5, *e = zy _ Ta, “1 (x Zs )a> Zz=— 3, 8 == z, _— (iy (z,)s- 
Wir definieren noch die GréBen 2’, y’', 2 und # durch 
iu 
2,=2— = zx’, = - 5 
setzen diese Ausdriicke fiir z, und @, in (46) ein und erhalten: 
Die Le —_ B,.+ Ze, D3 + Xz = B+ x3. 
Werden wieder die Faktoren p und q eingefiihrt, so gilt das folgende 
Formelsystem fiir die biharmonische Transformation: 
Sq = PZq, rs = qa, % = pv., , = qd,, 
47) é fi 
(47) }2=2-—s 2, i an 
Auszugehen hat man also von einem Integral # von (27) und von 
einem Lésungspaar p,q von (33); 2’, y’, 2’, ® ergeben sich durch Qua- 
draturen, an deren Stelle, wie wir sehen werden, im speziellen Falle auch 
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endliche Formeln treten kénnen. Eine einfache Rechnung zeigt, daB 
Z,, ¥,,%,, 0, tatsiichlich eine Laplacesche Gleichung von der Form (41) 
erfiillen’*); Satz II ist mit der Aufstellung der Formeln (46) bewiesen. 
Auf Art. 2 Bezug nehmend, folgern wir aus (47): Hangen (x) und (z,) 
durch eine biharmonische Transformation zusammen, so entsprechen den 
Netzkurven (a, 8) in der Kongruenz der Verbindungsgeraden xx, die Deve- 
loppablen, die also die Flichen (x) und (x,) in den Netzen schneiden. Die 
aus (x) und (x,) gebildeten Laplaceschen Ketten sind demnach beide der- 
jenigen Kette einbeschrieben, der die Kongruenz der Geraden xx, angehért. 
Zu der letzteren Aussage gilt das Gegenstiick: Die Strahlen der zu den 
Netzen (x) und (x,) gehérigen Laplaceschen Ketten treffen sich paarweise 
in den Punkten einer weiteren Laplaceschen Kette, der also jene gleichzeitig 
umbeschrieben sind. Den Beweis hierfiir entnimmt man der nachfolgenden 
Uberlegung, die mit Riicksicht auf einen noch neu hinzutretenden Ge- 
sichtspunkt an den Anfang des nachsten Artikels gestellt wird. 

4. Der in der Tangentialebene eines gegebenen konjugierten Netzes (z) 
gelegene Schnittpunkt 2* der Strahlen zweier zu (x) harmonischer Kon- 
gruenzen, die durch zwei Lésungen # und # von (27) mittels der 
Formeln (38), (39) definiert seien, beschreibt wiederum ein konjugiertes 
System (x*), das als abgeleitetes Netz (réseau dérivé) von (x) bezeichnet 
wird. Die auf der «-Tangente von (z) gelegenen Punkte z — Me und 
xz 7, beschreiben niamlich konjugierte Netze, deren £-Tangenten 


sich in z* treffen; ihre «-Tangenten haben nach Satz I (Art. 2) ihre 
zweiten Brennpunkte auf der a-Tangente von # = 2 — 7, liegen also in 


einer Ebene und schneiden sich, so daB Satz II (Art. 3) angewendet werden 
kann. Danach ist insbesondere (z*) ein konjugiertes Netz. Gleichzeitig 
erkennt man: Die aus dem abgeleiteten konjugierten Netz (x*) hervorgehende 
Laplacesche Kette wird von den Punkten gebildet, in denen sich paarweise 
die Strahlen der beiden Ketten treffen, denen die bei der Konstruktion ver- 
wendeten, zu (x) harmonischen Kongruenzen angeh ren. 
Fiir das abgeleitete Netz (x*) ergibt sich die folgende Darstellung: 
{*=2 + la, + maz, 
| 0+4+10,+m%#; = 0, O° + 1d? + mdf = 0, 
oder damit gleichwertig: 


(48) 


ig Ly 








1 
* * _ —- ° 
(es ) ia 0, Os a - 3 
ay OY 3 








13) Siehe dazu iibrigens die Formeln (89), (90) in § 3. 
Mathematische Annalen. 114. 49 
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Die Umkehrung dieses Prozesses besteht in der Konstruktion des 
Enveloppennetzes (réseau dérivant). Es seien p,q und p,q zwei Lésungs- 


ae 


paare von (33). Wir bestimmen 2’,...,2”,... aus 

(49) Ze = p4,, Zp = q2p, Z, = pz, zg = q ap. 

Dann beschreibt der Punkt 7, gegeben durch 

Z=2+u2'+02", 

up+op%+1=0, ug+vq%+1=0, 

die Enveloppe (z) der Ebene, die durch den Punkt z des urspriinglichen 
Netzes und die von ihm ausgehenden Strahlen mit den Richtungen 2’ 
und 2” gelegt ist. Man findet mit Beriicksichtigung von (33): 


(50) 


fg = U2 + 0.20", y= Ugz' +2", Tog = tag tT + Veg2" 
und ersieht hieraus, daB auf der Enveloppe (z) das Kurvennetz (a, ) 
konjugiert ist und da8 die zugehérige Laplacesche Gleichung u und » als 
Lésungen zuliBt. Das Netz (%) ist harmonisch zu den beiden Kongruenzen 
mit den Strahlrichtungen x und x”. Von (x) zu (zx) zuriick fiihrt die 
durch (48) dargestellte Operation, wobei u und v die Rolle der dort mit 
8, 0 bezeichneten GréBen iibernehmen. 

5. Im Gegensatz zu den bis hierher behandelten Transformations- 
methoden, die iiber das Tripel z, y, z hinaus auf jede weitere Lésung der 
vorgelegten Laplaceschen Gleichung anwendbar sind, ist der jetzt zu be- 
trachtende ProzeB auf das dreidimensionale Gebiet beschrinkt. Es soll 
auf allgemeinste Weise zu einem gegebenen konjugierten System (a, f), das 
die Flache (x) mit der Normalenrichtung X (Richtungskosinus X, Y, Z) 
bedeckt, eine Kongruenz mit den Developpablen («, 8B) und der Strahlrichtung X 
bestimmt werden. Netz und Kongruenz haben dann also das sphirische 
Bild gemeinsam; sie mégen bildverwandt heiBen (bei Guichard: paralléle). 

Quadrat des Linienelements und zweite Fundamentalform seien fiir (x): 
(51) Sdx? = Eda’ +2 Fdadf + Gd8’, 

(52) — SdXdz = Lda’ + Ndp* (M = 0). 
Dann bestehen die bekannten Beziehungen: 
(53) 2,,= LX, 2,20 (a= (**}, b= ('3}), m= NX. 


tafe 
Fiir die gesuchte Kongruenz (Strahlrichtung X) sei der FuBpunkt des 
vom Koordinatenanfang auf den Strahl gefallten Lotes, das parallel zu 
einer Flichentangente von (z) ist; diese letztere sei rechtwinklig zu der 
durch den Punkt z gehenden Kurve der Schar g = const. Die Funk- 
tion ¢ («, 8) ist zu bestimmen. Zunichst gilt ein Ansatz von der Form: 


z= oV (z, 9), 
1 


(54) | V (2, 9) = xg—pall@ 2. — Fay) pa + (Ex — Fx.) 9a), 
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wobei g einen vorlaufig einzufiihrenden Faktor bedeutet. Die beiden 
Brennmintel bezeichnen wir mit (x) und (x); fiir den ersteren, d. h. 
fiir den oberen Zeiger 1 wie in Art. 2, soll der Strahl «-Tangente sein. 
Wir setzen: 
(55) x) = oV(z,p~)+hOX, x = oV (x,y) +h™X 
und bringen zum Ausdruck, daB8 x2’ und x? mit X proportional sein 
miissen. Dabei ist von den folgenien Formeln Gebrauch zu machen, in 
denen 9,;; P%i9> Pog (ebenso wie z,,,...) die kovarianten zweiten Ab- 
leitungen sind: 
LV (2, p) Je 
l 
= FoF les (2. - F 2) + P,,(E x, _ F 2,) a (Go, _ F gs) LX), 


LV (x, Pls 
a FG Fl 910 G — F 2) + Po2(E xg — Fz.) + (E op — F ga) N X), 
L N 
Xe = — FGF (Ft. — Fa), Xs = — gq apa (Be — Fx.) 
Es ergibt sich auf diese Weise: 


(56) CPist+ CaM =9, CPir + Oem —hYL =O, 

OPi2 + Op Pa = 9, Ors + 02 Po — AN = 0. 
Danach wird: 0.93 — 0; P« = 9, also g Funktion von g, so da, wie 
ersichtlich, 9 = 1 gesetzt werden kann. An Stelle von (54) bis (56) heibt 
es dann: 


(67) £=Vi(z,9), =V(e,9)+X, =H (2, 9)+ BX, 


(58) Pia = 9, dh.: Gap = Opa + bo. 

Die Darstellung der Kongruenz erfordert also wieder wie im Falle der 
harmonischen Beziehung ein Integral der agen Gleichung des ge- 
gebenen konjugierten Netzes. Bildet man x}’, so zeigt sich, da8 in dem 
Ausdruck neben einem Gliede mit X die Ableitungen z, und a nur in 
der Verbindung Ez; — Fx, pe gaa so dab 


IY 2, = Dx a, = 0 
wird. Das besagt: Die aiaiaaiaibia tes in der erhaltenen Kongruenz 
sind parallel zu den Tangenten des Netzes (x); insbesondere ist x, die Rich- 
tung der Normalen des Brennmantels (x), fiir den der Strahl «-Tangente ist. 
Fiir die beabsichtigte Anwendung (§ 5) ist es vorteilhaft, die eben 
entwickelte Methode etwas abzuiindern. Wir lésen die umgekehrte und, 
wie aus der letzten Feststellung hervorgeht, gleichwertige Aufgabe: Zu 
einem konjugierten System (x) ein korrespondierendes (x) zu konstruieren, 
49* 
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dessen Flichennormale die Richtung x, besitzt. Ist gp, eine als Ableitung 
geschriebene gesuchte Funktion von a, 8, so kann gesetzt werden: 

(69) Sez =—g,, Ixe'e=0, Tx e=0, Tx = 0. 
Der ersten Gleichung zufolge wird g,/YE der Abstand der Tangential- 
ebene vom Koordinatenanfang, die zweite und dritte driicken aus, daB 
z, die Normalenrichtung ist, und die vierte, daB auf der Flache (x) das 


Kurvennetz («, 8) konjugiert ist. Differentiation der beiden ersten Re- 
lationen ergibt: 


1 
(60) Pw Zea = Pac: D2 x = b (Pup — a Pu), Sx = 0. 


Differentiiert man von diesen Gleichungen die zweite nach « und beriick- 
sichtigt die dritte, so folgt: 


1 

[+ (Pap a Ga) |, = Pap 
hieraus: 

Pas = a Pa + b[ oe +f’ (A), 
und wenn jetzt an Stelle von g + /(f) wieder gy geschrieben wird: 
(61) Pap = 49a + bg. 
Die laufenden Koordinaten x, y™, 3 sind dann durch die folgenden, 
mit (57) iibrigens gleichbedeutenden, linearen Gleichungen bestimmt: 
(62) 22, = Pa, PE tg = Pp» a Zaa = Pua: 
Andererseits zeigt das Bestehen der Relationen 


(63) ri 2,.=0, Tre, =0, 

da8 auch umgekehrt die a-Tangente von (x) parallel zur Flachen- 
normalen von (z) ist. Der zweite Brennmantel (x®)) der von diesen 
Tangenten gebildeten Kongruenz, auf dem also die Strahlen die 6-Kurven 
beriihren, ist, wieder im Einklang mit (57), durch die zu (62) analoge 
Darstellung gegeben: 

(64) Lr tz, = Pa, LX” te = yp, LE” top = Opp. 

Um die aus (x) hervorgehende Laplacesche Kette zu konstruieren, 
hat man in den Gleichungen (62) ebenso wie auf z, y,z auch auf die 
Formeln (28) der Laplaceschen Transformation anzuwenden. Es geniigt, 
sich hiervon fiir den Fall der auf z,..., ¢ ausgeiibten #-Transformation 
zu iiberzeugen. Mittels 
%s 
a 
ergibt sich (x); in der Tat erweisen sich die Formeln 
(66) LIF. = Pa, LIVE, = Gp, LU Fea = Pace 


~ z al 
(65) ¥=a2-+t, §=9- 
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als aquivalent mit (64). Zu beachten ist, daB dabei also das Netz (x) 
eine a-Transformation erfaihrt. Wir fassen das Ergebnis als Satz IM zu- 
sammen: Fiir ein konjugiertes Netz (x) definiert ein (von =z, y,z linear 
unabhingiges) Integral p der zugehérigen Laplaceschen Gleichung den durch 
(62) dargestellten TransformationsprozefB, der die aus (x) erhaltene Laplacesche 
Kette unter Vertauschung von Strahlrichtungen und Normalenrichtungen in 
eine neue, und zwar kontragrediente Laplacesche Kette (der Folge der 
a-Transformationen entspricht die der B-Transformationen) iiberfiihrt. 


§ 3. 


Die harmonischen Transformationen 
des viergliedrigen Laplaceschen Zyklus. 
1. Fiir die konjugierten Netze (z),(z) mit den Laplaceschen Glei- 
chungen 
(67) Lap = 42,+bay, Fag = GE, +d, 
sollen jetzt die Laplaceschen Transformierten paarweise zusammenfallen: 


z= s— Do z— a 

e b 
so da8 ein viergliedriger Zyklus (x) + (7) + (Z) > (Z) > (z) von a-Trans- 
formationen, im umgekehrten Sinne von f-Transformationen entsteht. 
Setzt man [siehe (29)]: 


ai|2' 


(68) =2—-—-=>7-——, 


b ae i. 
(69) a—f=A, haw £- tek Sxawk 
a b 


ai| ©! 


so miissen die Differentialrelationen 
(70) 4,+b4=B,+aB=AB, B,+aB=4,+b4=BA 
erfiillt sein. Sie bilden die Integrabilitatsbedingungen fiir das System™): 


i, =+2,4+b@—2), %=—22,+0@—2), 


os 


/ b = om 
Tea =(b+F + B) 2. +B @—2), 
Lag = 22,+ baz, 


Lge = (++ 4) +04 @ 2). 


(71) 





bee Vgl. hierzu § 3 der unter *) angefiihrten Abhandlung. Ein Wechsel in der 

hnungsweise erwies sich im Hinblick auf die neuen Entwicklungen als not- 
wendig: an die Stelle des Strichs (z’, a’, A’,...) ist der Querstrich (z, a, A, ...) 
getreten. 


R 
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Dieses bestimmt dann im dreidimensionalen Raume bis auf Affinititen 
eindeutig einen viergliedrigen Laplaceschen Zyklus. Fiir die Determinante 
te % £—2 
(72) A= (Z_, Z, ¥ — 2) = 13. Yz y-y 
Ze % @—8 


gelten die spiiter zur Verwendung kommenden Formeln: 


A, b. * _ A, a, te on 
(73) FZ =F t25+5+B, => =t4+2a+a+A. 


Die Laplaceschen Gleichungen (31) fiir (7), (*) lassen sich jetzt schreiben: 
(74) Fag = Az, + Bz, Tes = AX, + BY;. 

Wir erinnern auBerdem an den a. a. O. bewiesenen Satz: Im viergliedrigen 
Laplaceschen Zyklus durchlaufen die Diagonalstrahlen cz und * ¥ zwei 
W-Kongruenzen, auf deren’ Brennmiinteln die Kurven (a, 8) die Asymptoten- 
linien sind. Die Brennmiantelpaare sind reell, wenn abab > 0 baw. 
A BAB > 0 ist. 


2. Punkt-Strahl-Transformation PS. — Wir denken uns, an § 2,2 
ankniipfend, durch die Punkte z und 7 des Zyklus die Strahlen zweier 
Kongruenzen mit den Developpablen («, 8) gelegt. Dazu seien die Strahl- 
richtungen z’ und 2 vorliufig durch die Formeln (32), (33) definiert: 
(75) le = Pla, T3= 9%, Tea= Phe, 3 = 4%, 

Pa = —4(p—4), Gua = 5(p— 9), 
(76) wh D dee Mime ae 
\ Pp = —@(P—4), Ga = (Pp — 4). 


Die beiden Brennmiintelpaare — fiir (x) und (#”) ist der Strahl «-Tan- 
gente — sind nach (34) dargestellt durch: 


(77) a ma—=, mgt, Ro = i— 7) = 7 — 


“3i| 8! 
2] 8! 


Nach Satz I von §2, 2 gehen die «-Tangente von (z®) und die £-Tan- 
gente von (7"’) durch 7, wahrend die f-Tangente von (zx) und die 
a-Tangente von (7?) sich in # treffen. Soll also in der Folge 
zc 27 wieder ein Laplacescher Zyklus zustande kommen, so 
miissen die Richtungen 2” + und x” % einerseits, x ¥ und z®) % anderer- 
seits zusammenfallen. Als Bedingungen dafiir erhailt man mittels (68) 
und (77) die Relationen: 


(78) 2 — 2 Bp = X, (x’ _ + Tx); Y— q %, =x ( a’ mT 4 zs), 
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in denen x, und x Proportionalititsfaktoren bedeuten. Wir differentiieren 
die erste nach « und nach #, beseitigen die Ableitungen von 7 sowie die 
zweiten Ableitungen von x und finden die Gleichungen: 


(%)a(2 — $ ae) + et BO —*% DICE +7—2)=0, 


(%)p (2 — $20) — eu —AG—% M1 FE =O 
Die Koeffizienten von 2’, x,,%— a miissen einzeln verschwinden”): 
(%)u = 0, (*,)e = 0, Pu + B(p —x,9q) = Q, %o93 — A(p — %4) = 0. 


Analoge Beziehungen liefert die Differentiation der zweiten Formel (78). 
Die Faktoren x,, x sind also Konstanten (+ 0). Wesentlich, d.h. fir 
die Transformation charakteristisch ist nur ihr Verhiltnis. Es empfiehlt 
sich trotz des damit verbundenen Mangels an Symmetrie, x, = 1 zu 
setzen. Dann gilt (unter AusschluB des Wertes x = 1) das folgende 
lineare und homogene System totaler Differentialgleichungen fiir die vier 
gesuchten Funktionen p, q, p, q: 





pe=B(L—-p), py = —a(p—9), 

(79) qe = 7 q)» 92 = A(p—4), 
Pa = — B(p—4q), Ps = — 4(p — 9), 
Ja = 6(p — 9), de = —A(G—~xp). 


Die Integrabilititsbedingungen lassen sich auf Grund von (69), (70) veri- 
fizieren. Bemerkenswert ist die Tatsache; daB die Quadraturen (75) jetzt 
durch endliche Formeln fiir 2’, z ersetzt werden, die aus (78) hervor- 
gehen: 





x =, [@- 9% —G—x») #+0-Hne-a], 
(80) 





# =, [«@- 9 -@-« 2+ «9-DE-a)]. 


Diese Ausdriicke hat man in die Formeln (77) einzutragen, die dann die 
vier Flaichen (xz), (x), (z™), (@®) des transformierten Zyklus darstellen. 
Die hiermit gewonnene erste harmonische Transformation eines viergliedrigen 
Laplaceschen Zyklus (harmonisch sind die Strahlenkongruenzen des ge- 
gebenen zu den Netzen des transformierten Zyklus) oder Punkt-Strahl- 


©) Beim Bestehen einer linearen Beziehung zwischen z’, z,, — z fiele der 
Punkt 2 in die Ebene x; diese ware fiir die Flache (zx), die ja 2x und 
az? @ zu Tangenten hat, die Tangentialebene; x‘? ware identisch mit 2. 
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Transformation PS ist also dadurch gekennzeichnet, daB durch die Punkte 
des gegebenen Zyklus die Strahlen des transformierten gehen; der letztere ist 
dem ersteren umbeschrieben. Unter Beriicksichtigung der Homogenitit des 
Systems (79) und der Tatsache, daB 2, x®),... nur von den Verhilt- 
nissen der GréBen p, g, p, ¢ abhaingen, erkennt man, da8 fiir einen ge- 
gebenen Wert von x bei der Transformation PS noch drei willkiirliche 
Konstanten auftreten. 


3. Strahl-Punkt-Transformation SP. — Wir betrachten jetzt auf den 


vier Strahlen des gegebenen Laplaceschen Zyklus die vier Punkte [siehe 
(33), (39)]: 








auas— ea, ve =2— —Ze, 
a, 5, 
(81) 5 | 
i =F — — Zp, 2 = Z7——Z,, 
o, o, 
f 


wobei wir von den GréBen # und # zuniichst nur voraussetzen, daB sie 
den Laplaceschen Gleichungen (67) der Netze (x) und (Z) geniigen. Die 
Flachen (x), (2) und (#), (g) sind die Brennmintelpaare zweier 
zu (xz) bzw. (%) harmonischer Kongruenzen; fiir (x) und (z) sind die 
Strahlen die «-Tangenten. Es handelt sich darum, # und # weiteren 
Bedingungen so zu unterwerfen, daB auch zwischen (2) und (2), 
ebenso zwischen (x) und (z@)) die Laplacesche Transformation hergestellt 
wird. Mit Hilfe von (68) und (30) gelingt es, die Formeln (81) fir 2 


und 7 in die folgenden zu verwandeln: 





(2) ek a, wmuz-— 3, 
(0-5), 0%), 


Dabei sind dann #— #,/b und # — @,/a Integrale der von @ erfiillten 
Laplaceschen Gleichung. Infolgedessen erhalt man unmittelbar auch den 
zweiten Brennpunkt der a-Tangente von (z@)) und den der f-Tangente 
von (x). Da aber diese beziiglich mit 7” und mit 2 zusammenfallen 
sollen, muB8 

6, a 
s— y ee 


quesneuaemanin e® —=z— 
é, Leas 
(oF), 
sein. Vergleicht man (83) und (82), so schlieBt man: 
o é, 
(84) 6 2 = k,(o — 3), 


(83) 7 = F— 
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wobei der Faktor k, konstant ist. Entsprechend wird, mit k = const: 
.-— < 8 
(85) §—- = =k(o—-F). 


Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann wieder k, = 1 gesetzt werden. 
Aus (84), (85) und den beiden von @ und @ zu erfiillenden Laplaceschen 
Gleichungen erhaé]t man das folgende unbeschrinkt integrable, von (71) 
nur durch das Auftreten der charakteristischen Konstanten k(+ 1) unter- 
schiedene System : 


0, =k, +50 —k0), 9,=40,44(8- 9), 
. oo 
(86) b..= b+ + B)d, + bB(b — 9), 
Pap = a0. + b9,, 
Ons = ( + #44) 4 ad(t—68).¥ 





Es lat sich als homogenes System linearer totaler Differentialgleichungen 
fiir die vier Funktionen #, 3, 0,, #, auffassen. Die Integration fiihrt 
dret wesentliche Konstanten ein, die Verhiltnisse der Funktionswerte fiir 
ein anfingliches Wertepaar «=«,, B= f,. Die Flachen des neuen 
Zyklus, in der Folge der «-Transformationen : (x), (x), (z), (z), sind 
durch (81) dargestellt. Hiermit ist die zweite harmonische Transformation 
oder Strahl-Punkt-Transformation SP hergeleitet, dadurch gekennzeichnet, 
daB auf den Strahlen des gegebenen Laplaceschen Zyklus die Punkte des 
transformierten liegen; der letztere ist dem ersteren einbeschrieben. 


Die Transformationen PS und SP sind reziprok. In bezug auf zwei- 
malige Anwendung des einen oder des anderen Prozesses auf denselben 
Zyklus ergeben sich als Folgerungen aus §2, 4 die Sitze: a) Hat man zu 
einem viergliedrigen Laplaceschen Zyklus zwei neue konstruiert, deren Strahlen 
durch die Punkte des ‘gegebenen gehen, so bilden die Verbindungsgeraden 
threr Punkte die Strahlen eines weiteren Zyklus. b) Liegen die Punkte 
zweier Laplacescher Zyklen auf den Strahlen eines dritten Zyklus, so bilden 
die Schnittpunkte ihrer Strahlen gleichfalls einen Laplaceschen Zyklus. Ist 
bei der zweimaligen Anwendung der Transformation PS oder SP der Wert 


16) Auf das System (86) fihrt, wie beilaufig erwihnt sei, auch die Frage nach 
denjenigen konjugierten Netzen, die sich durch eine Folge von vier Laplaceschen 
Transformationen in ahnliche mit dem Ahnlichkeitszentrum in O oder allgemeiner 
in radial-affine verwandeln. Schreibt’man namlich 2, z an Stelle von #, #, so gehen 
2, y,z durch die vier «-Transformationen in kz, ky, kz itiber, fiir verschiedene Werte 
der Konstanten in k, 2, k, y, k3z. 
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von x bzw. von k der gleiche, so liegt der Fall zweier Laplacescher Zyklen 
vor, zu denen ein linearer Biischel von o' Zyklen existiert (definiert 
durch cp + ¢' p, cg+c'q®,... baw. durch cd + cH, cd +c 0), die 
simtlich dem einen umbeschrieben und dem anderen einbeschrieben sind. 
Eine Erginzung hierzu bringt § 4, 2. 


4. Biharmonische Transformation. — Im Anschlu8 an §2,3 kann 
zunichst der folgende Sachverhalt festgestellt werden: Hangen zwei kon- 
jugierte Netze (x) und (z,), von denen jedes einem viergliedrigen Laplaceschen 
Zyklus angehért, durch eine biharmonische Transformation zusammen, 80 
bilden einerseits die Verbindungsgeraden ihrer entsprechenden Punkte die 
Strahlen und andererseits die Schniltpunkte threr entsprechenden Strahlen die 
Punkte je eines weiteren Laplaceschen Zyklus: mit anderen Worten: es gibt 
dann einen den beiden Zyklen umbeschriebenen und einen thnen beiden 
einbeschriebenen Zyklus. Danach haben wir auf den gegebenen Zyklus 
(x) (z)(Z)(%), um ihn durch eine biharmonische Transformation in einen 
neuen: (z,)(Z,)(Z,)(Z,) tiberzufiihren, gleichzeitig eine Transformation PS 
und eine vom Typus SP anzuwenden. Diese bleiben iibrigens, wie sich 
zeigen wird, abgesehen von einem Sonderfall, voneinander unabhingig. 
Es sei also p, y, p,q ein Lésungssystem von (79), mittels dessen sich 
z’,Z’ nach (80) bestimmen, ferner #, ein Lésungspaar von (86). Fir 
den gesuchten Zyklus ist gemaB (47) zu setzen: 





6 ’ -- o 
(87) %=t—-FZ2, %4=F—-=2, 


wobei die GréBen 6’, # vorliufig nur durch Quadraturen gegeben sind: 
(88) 0. = pd., 03 = q 9s, ce = pe, 0; = 79p,. 


Es handelt sich darum, sie noch solchen einschriankenden Bedingungen zu 
unterwerfen, da8 fiir (x,) und (Z,) die Laplaceschen Transformierten paar- 
weise zusammenfallen. 


Durch Differentiieren der ersten Forme] (87) ergibt sich : 


| (ee = P(m— 582’), (=p = O(m — £2), 


(89) 
6 oe 
P=1—>s5p, Q=1-F 4. 


Als Laplacesche Gleichung von (z,) findet man: 
+e =a, (Z,)a + b, (x,)e, 
_ @ 6 ae b, 
a= p(e—Pz) = G(b-99%): 


(90) 
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mithin als Ergebnis der auf (z,) ausgeiibten «-Transformation: 





0b 
@—- 
- (2), ie P 
(91) my =2,-— ; = #- —___(v - 4,). 
:  — +0. 


Entsprechend soll sich (Z,) auch als £-Transformierte von (Z,) darstellen: 


_ 0 
; ~ - (2) “A o— = 2S 
(92) a = %,——* =F -- “—(¢ —2 )- 
1 v—+%, ‘ 


Durch Gleichsetzen der Ausdriicke (91), (92) unter Beriicksichtigung von 
(78) und (84) (darin also x, = 1, k, = 1) erhalt man die erste der beiden 
folgenden Gleichungen, die zweite aus der analogen, auf (%,) beziiglichen 
Entwicklung: 

e — 


y- 


2 
II 
S 
| 

o)< 
> 

R 


(93) 


[ar ails) 
| 
® 
I 
x 
= 
—_— 
& 
| 
|= 
> 
— 
—— 


Durch Differentiation iiberzeugt man sich davon, daB diese Gleichungen 
mit den Systemen (79) und (86) vertriglich sind. Sie liefern, wenn 
xk +1 ist, endliche Ausdriicke fir #8 und #’, die an die Stelle der 
Quadraturen (88) treten. Wir kénnen sagen: Konstruiert man zu einem 
gegebenen Laplaceschen Zyklus (x) ... mittels zweier Transformationen PS 
und SP, fiir die xk + 1 vorausgesetzt wird, einen umbeschriebenen und 
einen einbeschriebenen, so sind diese in gleicher Weise noch einem zweiten, 
eindeutig bestimmten Zyklus (zx,),..., dem Ergebnis der biharmonischen 
Trans{crmation, um- bzw. einbeschrieben. Die beiden, den geometrischen 
Zusammenhang vermittelnden Zyklen sind durch (77) und (81) dargestellt. 
Im Sonderfalle xk = 1 liefert (93) nur die Differenz ® — #; die eine 
der GréBen #’, # ist dann aus (88) durch Quadratur zu ermitteln und 
erscheint mit einer willkiirlichen additiven Konstanten behaftet. Zugleich 
ergibt sich durch Elimination von # — # aus (93) eine, die beiden 
Systeme (79) und (86) jetzt koppelnde Relation: 


oe a om 0, * é 
(24) (p—G)O—(p—k7) 9+ (P—g) H{ -—k7—-p)# =0 


Die aus dieser durch Differentiation folgenden Gleichungen sind von selber 
erfiillt; sie hat demnach die Bedeutung einer bei der Integration der 
Systeme (wenn man will: des einen Systems) zu_beriicksichtigenden 
Anfangsbedingung. Es gilt also der erginzende Zusatz: Im Sonderfalle 
xk = 1 miissen die beiden auf den Zyklus (x)... ausgetibten Trans- 
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formationen PS und SP der Bedingung (94) geniigen; dann ergibt die 
biharmonische Transformation einen linearen Biischel von o' Laplaceschen 
Zyklen, die stimtlich, ebenso wie der gegebene, dem einen der beiden zur 
Konstruktion verwendeten Zyklen einbeschrieben und gleichzeitig dem anderen 
umbeschrieben sind. 


§ 4. 


Anwendung simultaner asymptotischer Transformationen auf die 
Brennmintel der Diagonalstrahlensysteme. 


1. Wir kommen nunmehr zum wichtigsten Teil der Untersuchung: 
der Auffindung solcher Transformationen eines viergliedrigen Laplaceschen 
Zyklus (x) ..., bei denen die Brennmédntelpaare der von den Diagonalstrahlen 
zz und £% durchlaufenen W-Kongruenzen simultane asymptotische Trans- 
formationen erjahren. Dazu dient die Betrachtung der am Schlu8 von 
§3, 3 erwihnten linearen Biischel barmonischer Transformationen PS und SP. 
Wir bevorzugen den ProzeB SP, also die Konstruktion des von den 
Strahlenschnittpunkten gebildeten Zyklus der abgeleiteten Netze, bemerken 
aber vorweg, daB sich die so erhaltene Operation mit der inversen 
(linearer PS-Biischel und Enveloppennetze) als aquivalent erweist, sobald 
man in der Zuordnung zwischen den Netzen des gegebenen und des 
transformierten Zyklus bei dem einen von beiden eine Vertauschung der 
gegeniiberliegenden Netze vornimmt. 

Es seien also 0, 8 und 0, 9 zwei Lésungspaare von (86) fiir den 
gleichen Wert der Konstanten k. Nach §3,3 gehért dann das mittels 
8,0 aus (xz) gewonnene abgeleitete Netz (x*), dargestellt durch (48), 
wieder einem Laplaceschen Zyklus (x*)(2*)(Z*)(Z*) an. Der Ubergang 
zu diesem neuen Zyklus l48t sich nun als eine in analytischer und geo- 
metrischer Hinsicht selbstandige Operation behandeln. Dazu sei gesetzt: 


(95) 4= 0 8% — 07 8, w= — (0,0 — 028), » = 0,0) — OD b,. 
An die Stelle von (48) tritt die Formel: 

(96) a = 2+ (Az, + um). 

Wir nehmen drei weitere HilfsgréB8en hinzu: 

(97) o =50 _9%,, =F _5, 4 = 50 F8, 
Zwischen den sechs Funktionen besteht die Relation: 

(98) Ao+utr+vy = 0. 

Um Differentialgleichungen zur direkten Bestimmung von 4, yu, ¥, o, T, x 


aufzustellen, bilden wir mit Hilfe von (86) die Ableitungen, die sich dann, 
ohne da8 es besonderer Umformungen bedarf, durch dieselben sechs GréBen 





i s 
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linear und homogen ausdriicken. Wir finden das unbeschrinkt integrable 
System: 


a =" aA 
A, = bA—ayu—y, dy = (a+ 244)a4%4y, 
b - a 
Me = (6+ 42+ B)u—dBy, Mp = — bA+ay—», 


v4 = bBA+(2b+4 34 B)» my = aAu+(2a4+2+44)» 





+bBr, — Xs, 
99) | o. = —kbu—k >» Op = —Gu+(a+a)o+br, 
b = él a 
T Ob _— XZ; 
+(64+-+6+B8B bB 
t, =kbé+ac+ (b+ bjt, {w= GAts 
+ a+ +a+A4)r—ady, 
b a i 
ha =k A+o+by, m= — fut+r+ay. 


Es hat das Bestehen einer Relation von der Form: 
Gioturtry) = const 


zur Folge, wobei wie in (72) wieder 4 = (x,, z;, Z— <x) ist. Zur Be- 
staitigung hat man mit Benutzung von (73) zu differentiieren. Danach 
erscheint (98) als eine den Anfangswerten des Lésungssystems auferlegte 
Bedingung. Fiir die durch (96), (98), (99) definierte Transformation A, 
(,,asymptotische’’ Transformation) des viergliedrigen Laplaceschen Zykhlus 
ist der Grad der Allgemeinheit durch das Auftreten von vier wesentlichen 
verfiigbaren Konstanten (Anfangswerte der Verhiltnisse A/y, u/v, a/v, t/v) 
gekennzeichnet. 


Wir iiberzeugen uns zunichst noch davon, da8 sich aus einem Lagungs- 
system A, w,... nun auch umgekehrt zwei den Gleichungen (95), (97) ge- 
niigende Lésungspaare #, # und #, # von (86) herleiten lassen. Damit 
ist dann einmal gezeigt, daB als Ergebnis der Transformation A, tat- 
sichlich wieder ein Laplacescher Zyklus vorliegt, auBerdem aber, daB ge- 
gebener und transformierter Zyklus einen linearen Biischel von oo’ Zyklen 
zulassen, die diesem einbeschrieben und jenem umbeschrieben sind. 
Aus (96), (97) folgt: 


49, —70+ ud =0, 49,—td—AH = 0. 
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Man hat demnach zur Bestimmung von #, # das System: 





9, = —(00 — 19), Oy = —(r 0 +29), 
(100) )%, =+[k(t-a)o ¥, = $[(2—0)0 
+ (ke +a)8], +(-£+5) 9], 


das, wie ersichtlich, zwei linear unabbingige Lésungspaare, in der bisherigen 
Bezeichnung: #, # und 0, #© besitzt. Was (86) betrifft, so geniigt es 
offenbar, die Laplacesche Gleichung fiir #@ zu verifizieren. Man kann das 
System (100) auch auf eine totale Riccatische Gleichung fir T = 0/0 
zuriickfiihren. 

Um die drei iibrigen Netze (2*), (z*), (~*) des transformierten Zyklus 
darzustellen, hat man in (95), (96) die GréBen z, #, 0 durch die daraus 
mittels der Laplaceschen Transformationen hervorgehenden zu ersetzen, 
zur Bestimmung von Z* also durch z — z,/b, 0 — 8,/b, 0 — 0/b. Die 
Ableitungen sind mit Hilfe von (71), (86) zu bilden, fiir die dann auf- 
tretenden Ausdriicke (95), (97) ist wieder A, u,... zu schreiben: Die 
Transformation A,, liefert so den Zyklus: 


l 
z* = t+ = (4 e+ 4 ap), 


; 1 - 
S a A ae } aie 
z*==2 by lkta + wz z)}, 


a =2+5[¢(5-2z)m+2(—f4+2)% 








a 
(101) (} “ % sae 
—kKo+$+5)e-4], 
A n \ 
N= —k(=+442) + $-k=-(1-hyx, 
~ 1 _ 
z*=—=27+ fig LZae+ ki(z — 2). 
2. Differentiation von z* unter Verwendung von (71) und (99) ergibt: 
b Bi ra 
- | <= = [(— 4— 1) te + (— M+ 0) ay + »(F — 2), 
ata —_ 








~ 


= [((—4—G)met+(-e+ z) t+» (e—2)]. 
Schreibt man in diesen Formeln 

Az, + Big +2 =va* 
und eliminiert dann die Verbindung tz, — o Zz, 80 folgt: 





z* F +4 
103 Zu Sf +, b-—- — b-a =). 
( ) +r3Gk oa.) 


Das besagt aber, daB die Tangentialebene von (z*) durch den Punkt z 
geht. Wir haben damit das fiir die weitere geometrische Betrachtung 
grundlegende Ergebnis: Der durch die Transformation A, erhaltene Lapla- 
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cesche Zyklus (x*), (£*), (Z*), (Z*), dessen Punkte beziiglich in den Tangential- 
ebenen der Netze (x), (x), (Z), (%) des gegebenen liegen, hat die Eigenschajt, 
daB auch umgekehrt seine Tangentialebenen die vier Punkte des gegebenen 
Zyklus, aber in der Folge Z, %, x, & enthalten. Dies legt die Vermutung 
nahe, daB ein gleicher geometrischer ProzeB wie derjenige, der den 
Zyklus (xz)... in (z*)... tiberfiihrt, auch den letzteren in den mit dem 
urspriinglichen Zyklus identischen (Z%), (Z), (x), (¢) verwandelt. Wir be- 
haupten also — und das ist die am Schlu8 von $3, 3 in Aussicht ge- 
stellte Erginzung —: Besteht zwischen zwei viergliedrigen Laplaceschen 
Zyklen ein solcher Zusammenhang, daB ein linearer Biischel von Zyklen zu- 
gleich dem ersten ein- und dem zweiten umbeschrieben ist (Transformation A,), 
so gibt es auch umgekehrt einen linearen Biischel von Zyklen, die dem 
ersten umbeschrieben und dem zweiten einbeschrieben sind; dabei erscheinen, 
verglichen mit der urspriinglichen Zuordnung zwischen den Netzen der beiden 
Zyklen, in dem einen die gegeniiberliegenden Netze vertauscht. 

Um den Beweis mit geringem Aufwand an Rechnung zu fiihren, 
denken wir uns den gegebenen Zyklus (x)..., abgesehen von der Trans- 
formation A,, noch zwei zu gleichem x gehérigen Transformationen PS 
unterworfen, wobei x = 1/k gesetzt sei. Die nach (50) zu bestimmenden 
Enveloppennetze bilden dann einen weiteren Laplaceschen Zyklus, dessen 
Strahlen durch die Punkte der beiden zur Konstruktion benutzten Zyklen 
gehen. Mit diesen zugleich ist ein linearer Biischel von Zyklen dem ge- 
gebenen umbeschrieben und dem Zyklus der Enveloppennetze einbeschrieben 
(s. §3, 3 am SchluB). Es seien also p, g, p, G und p, g, p, g™ 
zwei Lésungssysteme von (79), die wir weiterhin so spezialisieren miissen, 
daB der Zyklus der aus (Z%), (Z), (x), (Z) konstruierten Enveloppennetze 
mit dem durch die Transformation A, erhaltenen, durch (101) dargestellten 
Zyklus (x*), (z*), (Z*), (Z*) zusammenfillt. Gelingt dies, so ist die Be- 
hauptung bewiesen. Wir betrachten inshesondere das zu (z) geb*rige 
Enveloppennetz (x*), wobei fiir den Augenblick z* als eine neu eingefiihrte 
Bezeichnung aufgefaBt werde. Die Fliche (x*) ist also Enveloppe der 
Ebene, die durch die beiden vom Punkte 7 ausgehenden Strahlen mit den 
Richtungen [s. (80)]: 


we 





1 -_ 7 - x = — 
=~—|(p — 9) — —(kp — py) 2+ (P-L (F—2)I, 
(104) ale 95-07-03 


= 1 no a rx) » 72 = mo 
|e = 4, [G9 — 9) 42 — apo — pm 2+ Go — egy ea] 
gelegt ist. Nach (50) ist dann: 
(105) a*=2+ur +02"; 
die Koeffizienten @, 0 bestimmen sich aus den Gleichungen: 
(106) up+op?+1=90, ugt+o+1=0. 
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Setzt man die Ausdriicke (104) in die Formel (105) ein, so vereinfacht 
sich diese infolge von (106): 






























1 ff ae A z, a i z 
(107) 2 = 2+z44[- Wg tog +1) 2+ wp topos H#]. 


Damit ist, als Gegenstiick zu dem in (103) enthaltenen Ergebnis, gezeigt, 
daB der Punkt z* in der Tangentialebene der Flache (z) liegt. 


Wir kénnen nun den GréBen p, 9, p, 7 die besonderen Bedingungen 


ee aa ae s 8 
(p—q) 0 —(p—kg)? +(p—9) = —(kg—p) + = @ 
(108) 


(0) (0) 


(F — 9 —@— kg) + P—g) | —(kg—P)-— = 0 


auferlegen, d. h. zweimal die Relation (94) ansetzen, die ja unter der 
Annahme xk = 1 mit dem System (79) vertriglich ist und nur die im 
allgemeinen Falle auf der rechten Seite stehende Konstante spezialisiert. 
Multipliziert man die Gleichungen (108) mit 9’, #, bzw. mit #2’, #, und 
subtrahiert, so ergibt sich mit Beriicksichtigung von (95), (97): 


(P—gr+P—kNA+@M-g;E =9, 


(109) ; 
@—Do—- Gk) u +(kG—p)= =0. 


Werden diese beiden Gleichungen, in denen A, w,... also ein bereits als 
bekannt vorausgesetztes Lésungssystem von (98), (99) vorstellen, zu dem 
System der Differentialgleichungen (79) hinzugefiigt, so reduziert sich 
letzteres, da sich p, g durch p, q ausdriicken lassen, auf ein Paar linearer 
totaler Differentialgleichungen fiir das Funktionenpaar p, g, das dann 
zwei Lésungspaare besitzt; mit anderen Worten: (79) im Verein mit (109) 
la8t noch zwei linear unabhingige Lésungssysteme p, q, p, gq und 
ep, g@, p™, J zu, liefert mithin einen eindeutig bestimmten linearen 
Biischel harmonischer Transformationen PS. Zu (109) treten hiernach die 
analogen Relationen hinzu: 


(PO — F) r+ (PO—kF) A+ (PO — Y) = 0, 
(Pp — ¥) ao — (P—k9) w+ (kg — P) = = 0, 


Addiert man von (109) und (110) die ersten Gleichungen nach Multipli- 
kation mit @ und 6 und verfaihrt ebenso mit den zweiten, so folgt 
mittels (106): 


(110) 


(11) += ppp at ogo+)), £= g-pi pt op+h. 
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Das sind aber die Koeffizienten in der Formel (107). In Uberein- 
stimmung mit (101) finden wir also — und damit ist der Beweis 
beendigt —: 
1 
= t+ —(A a, + 4%). 


3. Um nun die am Anfang des Paragraphen angekiindigte inter- 
essanteste Eigenschaft der Transformation A, herzuleiten, stellen wir die 
nach dem Voraufgehenden statthabenden Inzidenzen von Punkt und 
Ebene in einem Schema zusammen. Wir bezeichnen dabei eine jede der 
acht Ebenen der beiden einander ein- und umbeschriebenen Vierflache 
zZ2z und s*z*z*z* durch die drei Punkte in solcher Reihenfolge, 
daB sie Schmiegungsebene der von dem ersten Punkt durchlaufenen «-Kurve, 
Tangentialebene der von dem zweiten Punkt beschriebenen Flache und endlich 
Schmiegungsebene der B-Kurve des dritten Punktes wird; so ist z. B. die 
Ebene x7%Z gleichzeitig Schmiegungsebene der «-Kurve von (x) und der 
B-Kurve von (Z) und auBerdem Tangentialebene von (Z). Es liegt 


(I) (II) 
Punkt z* in der Ebene Z 27, Punkt Z in der Ebene z* z* Z*, 
”? z* ” ” ” tzL2z, ” fy ” ” 2* z*2*, 
— aa ~ - ~ 
” z* _ s ” 222, ” Diy 9 ” z* 2* z*, 
” zc" ” G2LzZ, ” x z* z* 2* 


Der Sachverhalt ist nun derart, daB der Satz von §1 angewendet 
werden kann. Gegeniiberliegende Netze («, #) im viergliedrigen Laplaceschen 
Zyklus sind schmiegungsverwandt; das gilt insbesondere von (z), (Z) einer- 
seits, von (*), (Z*) andererseits. Aus (I) entnimmt man: 2* liegt in 
der Schmiegungsebene der a-Kurve von (z), aus (II): 2 in der Schmie- 
gungsebene der a-Kurve von (%*). In der Geraden xZ* schneiden sich 
also zwei Schmiegungsebenen gleichnamiger, von den Punkten xz und Z* be- 
schriebener Kurven. Gleiches bestatigt man an Hand des Schemas fiir 
2z*, Z2*, £zZ*. Damit ist aber die Voraussetzung unseres Hilfssatzes 
erfiillt; die von den Geraden zz und Z*Z* gebildeten W-Kongruenzen 
sind demnach durch asymptotische Transformationen ihrer Brennmintel- 
paare verkniipft. Dieselbe Beziehung besteht zwischen den W-Kongru- 
enzen der Geraden Z und z*zZ*. Wir haben so den Satz bewiesen: 
Wird ein viergliedriger Laplacescher Zyklus (x) (Z) (Z) (Z) mittels der durch 
(98), (99), (101) definierten Transformation A, in den neuen Zyklus 
(2*) (Z*) (Z*) (Z*) tibergefiihrt, so hangen die Diagonalstrahlensysteme, wnd 
zwar in der Zuordnung: xZ und Z*Z*, ZZ und z*Z*, durch simultane 
asymptotische Transjormationen ihrer Brennmantelpaare (die reell oder 
konjugiert-imagindr sein kénnen) zusammen. 

Mathematische Annalen. 114. 50 
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§ 5. 


Ein involutorischer TransformationsprozeB, der Strahlrichtungen 
und Normalenrichtungen vertauscht. 


1. Wir stellen nun zuletzt im Anschlu8 an §2,5 noch eine Trans- 
formation auf, die als eine Art VertauschungsprozeB im Gegensatz zu 
den bisher behandelten Methoden weder von einer charakteristischen 
Konstanten noch von wesentlichen Integrationskonstanten abhingt. Es 
soll gezeigt werden: Hin viergliedriger Laplacescher Zyklus kann stets einer 
bis auf einen Mafstabsfaktor und Translationen eindeutig bestimmten, invo- 
lutorischen Transformation unterworfen werden, bei der die Richtungen der 
vier Strahlen zu Richtungen der vier Flichennormalen und umgekehrt die 
Normalenrichtungen zu Strahlenrichtungen werden. Die am SchluB von 
§2 in Satz III fiir die Laplaceschen Ketten ausgesprochene Eigenschaft 
iibertrigt sich dann auf die Zyklen: Die durch die involutorische Trans- 
formation verkniipften Laplaceschen Zyklen sind kontragredient: den Laplace- 
schen «-Transformationen des einen sind die B-Transformationen des anderen 
zugeordnet. 

Nach (62), (64) sind, wenn g Lésung der Laplaceschen Gleichung 
ist, durch 


{ (a) am La = Pa Pe t= Pa» De Lea = Pua 


112 
( (b) 22, = Par zx ta = Pp, a x™ Tap = Pee 


die Brennmintel (x®) und (x®) einer Kongruenz mit den Developpablen 
(«,8) gegeben: x, ist fiir (x), 2, fiir (x) die Richtung der Flachen- 
normalen. Der Strahl x x® hat die Richtung y,2z; — z, y; der Flachen- 
normalen von (z) und ist «-Tangente von (x), B-Tangente von (x®). 
Um die von dem konjugierten Netz (x) ausgehende Laplacesche Kette 
zu konstruieren, hat man in (112a) auf z und @ die Laplaceschen 
Transformationen anzuwenden. 

Es sei nun @ das Ergebnis zweier nacheinander auf g ausgeiibter 
«-Transformationen, also definiert du:ch die Gleichung: 


b _ = 
(113) Poa = (b+ 3+ B) pe + BG — 9), 
die dann auch die Beziehung 


ails! 


Pa - 
(114) 9-S=5- 
zur Folge hat. Zu Z, @ gehért das Netz (x), bestimmt durch: 
(115) PE Ze = Pa DF Ze = Ps; a Zee = Paas 
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das aus (x) also durch zwei aufeinander folgende f-Transformationen 
hervorgeht. Wir beachten, daB sich @ nach (115) durch die Formel: 


(116) g={[ lds 


ausdriicken l48t. Daraus mu aber geschlossen werden, daB an die 
Stelle von g nur @ +-C(C = const) treten kann, wenn (x) durch zwei 
sukzessive «-Transformationen, denen auf z, m ausgeiibte $-Transforma- 
tionen entsprechen, in dasselbe konjugierte Netz (zx) tibergefiihrt werden 
soll. Wir kénnen, wobei wir nur iiber den MaSstab des transformierten 
Zyklus verfiigen, C = 1 setzen und erhalten, indem wir zu (113), (114) 
die analog gebildeten Relationen, in denen also @ + 1 an Stelle von @ 
steht, sowie die Laplacesche Gleichung fiir p hinzufiigen, das folgende 
System: 


— 


_ % 
a 


%+OGF—9+1), Ge=FHet aH — 
pan = (b+ 32+ B) 9. + 0B — 9), 

Pap = 29a + b gp, 

oop = (a+ 24 A)o+aA(% — p+ )). 


(117) 





Die Integrabilitaétsbedingungen erweisen sich als erfiillt. Die Existenz der 
neuen Transformation steht damit fest. Erforderlich wire eine parti- 
kulare Lésung gy, g von (117), da sich die allgemeine Lésung in der 
Form 
gte,rz+e,y+e,z+e, 9+teFZ+oy+ez+e, 

darstellt und ¢,, ¢,, c, — ¢, ist belanglos —, wie aus (112a) zu ersehen 
ist, in x, y™, 3 als additive Konstanten erscheinen, also nur eine 
Translation bewirken. Man iiberzeugt sich gleichzeitig davon, daB die 
Annahme C = 0 bedeutungslos ist. Das im folgenden zur Darstellung 
des transformierten Zyklus (x) (x®) (#™) (x@) benutzte Verfahren deckt 
sich, vom analytischen Standpunkt betrachtet, mit dem Ubergang von 
der allgemeinen Lésung des homogenen Systems (71) zur Lésung 9, 9 
des inhomogenen (117) 

2. Da fiir das Netz (x) die «- und die B-Tangente parallel zu den 
Flachennormalen von (x) und (%) sind, kann jedenfalls gesetzt werden: 


(118) 22’ = m(yaz%—2ay) = = N[ya(@—2) — 2% (9 — y)]. 


Zwecks Ermittlung der Faktoren m, n sei zuniachst bemerkt, daB nach 
(i12a): 
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wird. Wir nehmen die dritte Formel von (112a) und driicken links in 
der Summe z,, mittels (71), rechts g,, mittels (117) aus und finden: 
(120) = 9+ Sx (= —2). 

Wird diese Gleichung nach « differentiiert, so ergidt sich mit Benutzung von 
(71), (72), (117), (118): m = 6/A. Differentiation der Gleichung g; = Y xa, 


nach f liefert: n = — aA/A. Damit ist (x) durch Quadraturen dar- 
gestellt: 


2a) 2 = | {Fie —s.yda— Hye — 2) — 209 — yas |. 


Zugleich hat man in (119), (120) die Lésung gy, @ des Systems (117)"’). 

Die Konstruktion der iibrigen Netze des transformierten Zyklus bietet 
keine Schwierigkeiten. Wir beschrianken uns darauf, die Formel fiir x 
herzuleiten. Da xx die a-Tangente von (x) ist, gilt nach (118) der 
Ansatz: 

x = x) + h(ya% — Za Yp)- 

Multipliziert man mit z,,, rechts dafiir den aus (71) entnommenen Aus- 
druck einsetzend, und summiert danach iiber das Gleichungstripel, so 
folgt mit Hilfe von (112b): h = 1/4. Der durch die involutorische Trans- 
formation erhaltene viergliedrige Laplacesche Zyklus, angeordnet im Sinne 
der «-Transformationen, ist dann durch (121) und die folgenden Formeln 
bestimmt: 


x2 = x +4 (Yu 2% — Za Yp)s 
= 1 b 7 a 
(122) 420 = 2 + > (Ya% — 22 Ye) — ZF [ya (2 — 2) — %(¥ — y)], 


= x0 — S[y.(% — 2)— 24(9 — y)]. 


Angemerkt sei noch, da8 die beiden Diagonalstrahlen x“ x und x 2®, 
die also wieder zwei W-Kongruenzen durchlaufen, parallel zu den gemein- 
schaftlichen Loten der im urspriinglichen Zyklus einander gegeniiber- 
liegenden Strahlen sind. 


17) AnschlieSend kann man die Aufgabe erledigen: diejenigen konjugierten 


Netze zu ermitteln, bei denen eine Folge von vier Laplaceschen Transformationen 
auf ein kongruentes, durch Parallelverschiebung entstandenes Netz fihrt. 


(Eingegangen am 11. 3. 1937.) 
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